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Problema 3

a) (2.0 pts) Encuentre una transformacién conforme biyectiva entre la regién D = B;(0) N By (%)
y el semi-plano {z € C / Im(z) > 0}.

Indicacion: wtilizar una transformacion de Mobius f que transforme el arco inferior de la fron-
tera en una recta y analizar que hace f con el arco superior de la frontera. La transformacion

que se pide no es de Mobius.

Solucién: Primero veamos los puntos de interseccién de ambas circunferencias. Por simetria

los puntos A y C de interseccién (con A a la izquierda de C') tienen cordenada imaginaria %
y por lo tanto su coordenada real es +4/1 — % = :l:@. Para fijarlos bien:
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Siguiendo la indicacién, sea f(z) = [z, 4, C,0] la transformacién de Mobius que hace f(A4) =
0, f(C) = oo, f(0) = 1, de manera que el arco inferior de la regién D es llevado en la parte
positiva de la recta real. Dado que el arco superior de D es parte de una circunferencia, se
sigue que la transformacién f lo envia en un arco de circunferencia o en parte de una recta.
Mejor ain, dado que C' es parte del arco superior y f(C) = oo, sigue que f(9B1(%)) es una
recta que intersecta a la recta real en f(A) = 0.

Como la transformacién de Mobius f es conforme, se tiene que el angulo de interseccion de las
circunferencias 9B1(0) y 0B1(i) en A, es el mismo que las rectas discutidas anteriormente, por
lo que basta calcular dicho dngulo para conocer la recta en que es mapeado el arco superior
de D.

Sean I'y = “arco superior de D” y I's = “arco inferior de D”. Parametrizamos estas curvas
segun:
I'1(h) = Ae?? Dy =i+ (A—i)e?™®

de manera que ambas curvas se intersectan en A, para 6§ = 0. Sigue que:

I’ (0) = 2miA T4(0) = 2mi(A — i)



)

Normalizando y ahciendo producto punto en R?, se tiene que si llamamos « al 4ngulo entre el

arco inferior y el superior en el punto A, se tiene:

3 1 3 1 3 1 1
| cos(a)| = (i(A —i),iA) = <—z§ + 5,—2'% - 5> —t-7-3
Como es claro que 3 < a < 7 sigue que a = %” Entonces f transforma al arco superior de D

en la semirrecta {tem > O}. Por la conservacién de la orientacion de las transformaciones
de Mabius, se tiene que f(D) = {te? :¢>0,0 € (0,a)}. Necesitamos llevar la semirrecta
obtenida del arco superior de D en la recta real negativa. Esto se consige elevando a un

exponente 3 de manera que « - 3 = 7. Sigue que § = %

Finalmente g(z) = (f(2))? es la transformacién pedida.

(1.0 pts) Encontrar los valores de A € C tales que exista una transformaciéon de Mébius f con

Solucién: Dado que f es de Mobius y fija tres puntos, es tnica. La transformacién f debe sa-
tisfacer que [f(X), f(0), f(c0), f(1)] = [—4,—1,4,1] y como f es de Mdbius, lo anterior equivale
a [, 0,00,1] = [—4,—1,4,1]. Es decir:

—i+11—3 (1—i)2_1—2i—1_
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(3.0 pts) Sea log la rama principal del logaritmo.

i) Encuentre la serie de potencias Y - an(z —20)" de log en torno del punto zp = —4+ 3i

y encuentre su radio de convergencia.

. . o1
Solucién: Expandimos la funcién — en torno a zg:
z

1 1 1
20+ 2 — 20 B Z0 1_(_z—Z0)
20
1§°Oj<‘1>k< ) Para |z — z0f < |2o] = 5
= —_— —_— zZ — Z ara |z — 2 A =
202\ 0 0 0

Como ambas funciones tienen primitivas conocidas, igualamos sus primitivas salvo por

una constante: L
Log(z):0+i§:L -1 (2 — 20)*t?
20 20

Evaluando en zy obtenemos C' = Log(zp). Finalmente:

o) 1 -1 k+1 i~
Log(z) = Log(z0) — Z Fr1 <z_> (z = 20)""
k=0 0

La anterior igualdad sélo vale en el disco de convergencia de la serie y en el conjunto
{z : Im(z) > 0} puesto que Log no es continua en la recta real negativa.



Como
limsup ! S <_—1>k+1 = limsu L 1ll'msu 1
el A [F+1 \ 20 el /A DBE B hom /D) 5

se tiene que el radio de convergencia es R = 5.

ii) Sea f(z) = >,° an(2—20)" laserie de potencias encontrada en la parte anterior. Evalde:
F(=2+ 2i).
Solucién: Como |zg — (=2 +2i)| = |-4 +3i +2 —2i| = |2 —i| = V5 < 5 e Im(-2 +
2i) =2 > 0 se tiene que la serie evaluada en —2 + 2 es igual a Log(—2 + 21).

—24+2i =18 (\_/—% + %z) = V8exp (i%)

3

= 1
D ar(—2+2i— z)" = 5 log(8) + i
k=0

Por lo tanto:



