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Introduccion

Este apunte fue preparado para servir de apoyo al curso de Variable Compleja y Funciones
Especiales de la carrera Ingenieria Civil Matematica de la Facultad de Ciencias Fisicas y
Matematicas de la Universidad de Chile. El apunte fue escrito por Aitor Aldunate y Gonza-
lo Dévila y estd basado en el curso dictado por la profesora el afio 2004.

En el primer capitulo repasaremos propiedades basicas de los nimeros complejos y topologia
en C. Introduciceremos la representacion en la esfera de Riemann via la proyeccién esterografica,
y estudiaremos las diversas propiedades geométricas de las transformaciones de Mébius.

El segundo capitulo estda dedicado a estudiar funciones analiticas, en particular establecere-
mos la relacién entre analiticidad y conformalidad y estudiaremos algunas funciones analiticas
elementales, como e?; 2", sin(z), cos(z). También analizaremos algunas funciones multivaluadas
a partir del logaritmo. En este capitulo también estudiaremos funciones definidad por series de
potencias.

En el tercer capitulo definimos la integral sobre una curva. También caracterizaremos las
funciones analiticas usando el Teorema de Morera y demostraremos la Férmula de Cauchy.
Utilizando estos resultados deduciremos propiedades cualitativas de las funciones analiticas,
como el Lema de Schwarz, el Principio del Médulo Méximo, y el Principio de Reflexién de
Schwarz.

En el cuarto capitulo estudiaremos el comportamiento de las funciones analiticas con singu-
laridades aisladas, probaremos que es posible expandirlas utilizando una serie de Laurent. En
este capitulo demostraremos el Teorema de los Residuos y algunas de sus aplicaciones, como el
célculo de integrales reales, el Principio del Argumento y los Teoremas de Rouché y Hurwitz.

En el capitulo 6 estudiaremos algunas expansiones de funciones analiticas y meromorfas en C,
en particular la expansién en producto infinito de sin(wz). El el siguiente capitulo estd dedicado
al estudio de la funciones Gamma y Zeta, y sus relaciones con la Formula de Stirling y Teorfa
de ntimeros.

El capitulo 8 estd abocado al estudio de las funciones arménicas. En particular, resolveremos
el problema de Dirichlet en el disco usando la Férmula de Poisson.

Finalmente, en el capitulo 8 demostraremos el Teorema de Riemann, y describiremos breve-
mente la forma del mapa de Riemann entre el disco y un poligono a través de la Férmula de
Schwartz-Christoffel.

En cada capitulo de este apunte hay ejercicios resueltos y propuestos de diversa dificultad. Se
usaron muchos libros para preparar este apunte, los cuales estan descritos en la bibliografia. La
profundidad del material presentado muchas veces supera la que es usualmente alcanzada en el
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curso, por lo cual este apunte es en algunas secciones un apéndice a la clase.

Esperamos que el apunte sea util y que nos indiquen errores e imprecisiones para poder
mejorarlo.
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Capitulo 1

Los niimeros Complejos

1.1. El plano complejo

El conjunto de los nimeros complejos C, estd formado por todos los pares ordenados (a,b)
donde a y b son nimeros reales con las siguientes operaciones:

1. Suma: (a,b) + (¢,d) = (a + b,c + d).
2. Producto: (a,b) - (¢,d) = (ac — bd, ad + bc).

Notemos que el neutro aditivo es (0,0) y que (1,0) es el neutro multiplicativo.

Ejercicio 1.1.1.
Pruebe que (C,+,-), con las operaciones antes mencionadas forman un cuerpo.

Usando la correspondencia (a,0) — a € R tenemos un isomorfismo entre el subconjunto de
los nimeros complejos {(a,0) : a € R} y R, por lo que no haremos distincién de éstos a partir
de ahora. Definimos 7 = (0, 1) que es la tinica solucién de la ecuacion (a,b)? = (—1,0).

De ahora en adelante (a,b) = a + ib. Podemos observar que por la correspondencia con R?
tenemos una representaciéon geométrica de los niimeros complejos como vectores en R?. El eje
{(a,0) : a € R} se denominard eje real, y {(0,b) : b € R} eje imaginario.

Definicién 1.1.1.
Para z € C con z = a + b definimos las siguientes funciones:
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(7)) Re:C — R e¢Im: C — R, denominadas parte real y parte imaginaria respectivamente,

como Re(z) = a y Im(z) = b. Es decir, las proyecciones de los nimeros complejos en cada
uno de los ejes cartesianos.

(73) Definimos el mddulo de z, que corresponde a la distancia euclideana del origen (0,0) al

punto z, como:
|z] = |a +ib] = Va? + b2

(7i1) Se define el conjugado de z que corresponde al punto simélrico de z con respecto al eje real:
Z=a+1tb=a—1b.

A partir de estas definiciones tenemos un conjunto de propiedades que satisfacen los niimeros
complejos:

(1) Sean z,w € C, entonces
22+ w? = (z +dw)(z — iw).

(74) Sean a,b € R con a,b # 0, entonces

1 a , b
o — 1 _— s
a+ib  a®+b? a? + b2
que es una formula explicita para el inverso multiplicativo de a + b.

(13i) Sea z € C, entonces

|2]> = 2Z.
En particular, si z ## 0 entonces

Iz

2 2

1 1
Rez = §(z+§) y Imz= 2—2,(2'—2).

(z+tw)=z+wW y zw = zZw,
con lo cual es facil verificar que la funciéon z — Z es un automorfismo de cuerpo.
(vi)
AL
2wl = |l y |2 = 2
wl wl
(vit)

2| = |-
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1.2. Representacion polar y raices de los niimeros com-
plejos

Definicién 1.2.1.
Para 0 real definimos e

0 —

cosf + isinf.

Representaremos un complejo, z = (a,b) = a -+ ib, en términos de coordenadas (r, ), donde r
corresponde al médulo de z y 6 corresponde al angulo que forma el segmento que une el origen
con el nimero z con respecto a la semirecta real positiva, es decir x = rcosf e y = rsiné.

Definicién 1.2.2.

Sea z € C con z # 0 se define el argumento de z como: arg{z} = 0, donde 0 es tal que
z = |z]e®, notemos que 0 estd definido médulo 27, y se habla del argumento principal cuando
0 € (—x,x|. A partir de ahora en toda igualdad que incluya arg quedard implicito que es una
tgualdad mod 27 .

Con ésta definicién del argumento de z tenemos que

arg{z1zo} = arg{z } + arg{zs},

e inductivamente se puede probar facilmente que

arg{z120... 2, = arg{z1} + arg{ze} + ... + arg{z,}.

Por lo tanto

128 — |2 | 2| ierEler rara(zah)

y también
- |z|neznarg{z}‘

Para cualquier nimero entero n > 1 y un nimero complejo dado a # 0, se puede resolver la
ecuacion 2" = a. De hecho, si a = |a|e?®2{?} obtenemos que

1 carg{a}+2km
z=lalme'"™ » , con k=0,1,...,n—1,

son todas soluciones de 2™ — a. Las soluciones de la ecuacion 2™ — 1 son denominadas raices de
la unidad.

Consideramos a C como un espacio topoldgico con la topologia usual de R? dada por el
modulo. Definimos el disco de centro zp y radio 7 como

D(zo,7) ={2€C : |z — 2| <r}.
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Los discos cerrados los expresaremos como las clausuras de los discos abiertos:

D(z,r)={2€C : |z — 2| <7}

Conviene extender el plano complejo C anadiéndole el punto infinito, el cual denotaremos
por C,, = CU{oo}. En C, los entornos abiertos de oo son los complementos de los conjuntos
compactos de C, y C., resulta ser un espacio compacto. Representaremos C,, a través de la
Esfera de Riemann.

1.3. Esfera de Riemann

Definicién 1.3.1.
Sea {zn tnen una sucesion en C, diremos que z, — 00 i |z, — 0.

Definicién 1.3.2.
Se define la Fsfera de Riemann como la esfera unitaria

S = {(w1, 29, 23) €R® : 2 + 25 + 25 = 1}.

FEziste una correspondencia biyectiva entre C y S\{(0,0,1)} la cual viene dada por lo que se
llama proyeccion esterogrdfica. P : C — S\{(0,0,1)} dada por

2 2 22 — 1
Plz) = [ ———Rez, Im z, .
(z) (|z|2+1 PR |z|2+1>

Cuando z — oo se cumple que P(z) — (0,0,1) lo cual permite dar un sentido preciso a
z=00. 51 N =(0,0,1) y representamos z = (x1, x2, 0) entonces P(z) la proyeccién esterografica
de z correponde al punto de interseccion de la recta que une a N con el punto z contenido en el
plano {z3 = 0}.

Asi tenemos que P(C) = S\ {(0,0,1)}, y podemos escribir P(oc0) = (0,0, 1).

Proposicién 1.3.1.
P-1:.S — Cu estd dada por

xr R
P_l(wlvx%a:?)) — ! + 2

-1
0,0,1) = oc.

Ejercicio 1.3.1.

(i) Demuestre que z,z" € C corresponden a puntos diametralmente opuestos en la esfera S si
y solamente si 27" = —1.
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(i) Sea (x1,x2,23) = P(2), demuestre que:

a) w3 <0 corresponde a |z| < 1.
b) x3 >0 corresponde a |z| > 1.

c) x3 =0 corresponde a |z| = 1.

Definicién 1.3.3.
Un circulo en S esta dado por la interseccion

{A$1 -+ B$2 + C$3 — D} nSs.

Notemos que sin pérdida de generalidad podemos suponer A2 + B2 +C? =1 y0< D < 1.
Proposicién 1.3.2.
Sea C un circulo en Sy T = P~1(C\ {(0,0,1)}), luego
(a) SiC contiene a (0,0,1), entonces T es una recta.
(b) Si C mno contiene a (0,0,1), entonces T es una circunferencia.

Reciprocamente si T es una recta o una circunferencia en C, entonces C = P(T) es un circulo
en S, el cual contiene a (0,0,1) si y solo si T es una recta.

Demostracién:
Sea C = {Ax; + Bxo + Czz = D} NS un circulo en S, y z € P~(C), entonces

24 2B 22— 1
—_— I C =D
|z|2+1 ez+|z|2+1mz+ |2]2 4+ 1 ’
luego
2ARez +2BImz + (C — D)|z|* = D + C. (1.1)

Ahora tenemos que si C = D, (1.1) es la ecuacion de una recta, pero C' = D es equivalente a
que (0,0,1) € C.

Si C'# D, entonces (1.1) es la ecuacién de una circunferencia.
Queda propuesto al lector demostrar la reciproca. [ |
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Conformalidad de la proyeccién esterografica

Teorema 1.3.1.
El dngulo entre dos curvas en C es igual st y solo si el angulo entre las proyecciones de esas
dos curvas en S es igual.

Observaciéon 1.3.1.
Esta propiedad quiere decir que la proyeccion esterogrdfica preserva dngulos, su magnitud y
sentido. Cualquier funcion que cumpla esta propiedad se dird conforme.

Demostracién:

Sean (p1(t),11(2), m (1)), (p2(t),72(t),72(t)) dos curvas en S, tales que [|(0}, v;, ;) || # 0 para
k =1, 2. Notemos que

i+ +m=1ly @3+ +m=1,

pues las curvas estan en S.

Supongamos que existe un ¢y € R tal que

= (p1(ta), 1 (to), m(to)) = (p2(te), 2 (to), n2(ta)) # (0,0,1).

El angulo « entre las dos curvas por definicion es tal que

((#1(t0), 71 (o), M1 (ta)), (5 (t0), v2(to), m2(t0)))
V(o) + 72 (to) + nE(te) /92 (te) + v (o) + 0 (to)

COos ¥ —

Ahora, recordemos que

- x1 . X2

1

73 (33173727373) - +1 9
1—z3 1— 3

entonces las imdgenes correspondientes en C son

, p1(t) . M)
A= T
, pa(t) . 72(t)
e T I T

con lo que

A1) — (A = () + 7 ()i () + {01 —m(E) + (O (t)}
! (1 _ /’71)2 ’
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A — ()1 = (D) + () pa(t) + ()1 = 11(t) + 70 ()(t) )
(1 —m)?
pero tenemos que
Pl + e + W = 0,
pues por (1.3) tenemos que es la derivada de una constante. Calculemos (2] (o), 25(t0)), y para
ello recordemos que 11(tg) = 12(ta), 71(to) = Y2(to) v ¢1(to) = p2(to). Entonces

(to)pa(to) + 71 (o) a(to) + mi(to)ma(to)

/ Vo Pl
(z1(to), 25(t0)) = (1 —m(to))?

Veamos ahora que pasa con |z ()], para ello ocupemos (1.3),
o) OO m0) O OF T D00 =) + i)
(1 —m(t)*

T2() + ©2(t) + 72 (t)
(1 —m(t))?

De aqui se concluye. |

Ejercicio 1.3.2.

(i) Sean Ly, Lo dos rectas en C, {z0} = L1 N Lo, P(L1), P(L2) se intersectan en P(zo) y en
(0,0,1). Pruebe que los dngulos en (0,0,1) y en P(zq) son iguales.

(ii) Sean Ly, Lo dos rectas paralelas en C, pruebe que P(Ly), P(L2) son dos circulos que se
intersectan en (0,0,1) de manera tangente.

1.4. Transformaciones de Mobius

Estudiaremos las transformaciones de Mébius, las cuales tienen diversas propiedades geométri-
cas que las hacen interesantes como para considerarlas en una seccion aparte.

Definicién 1.4.1.
Sean a,b,c,d € C con ad — bc # 0. Definimos la transformacion de Mébius M (z) como

*aerb
ezt d
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Notar que si ad — be = 0 entonces M(z) es constante.

Esta funcién puede ser extendida a C, de manera natural como
a
M(oo) = lim M(z) = —.
c

Z—00

La funcién M tiene una inversa dada por
dz—0

M™(z) = —cz+ta’

con lo que tenemos que M~! es también una transformacién de Mobius y M~1(oc) = —d/c.

Proposicién 1.4.1.
La composicion de transformaciones de Mobius es también una transformacion de Mobius.

Demostracion:
Sean f,g: Co, — C dos transformaciones de M&bius,

az+b rz+8
f(e) = o) = 2,

cz+d’
rz+ s
rogtar — f(7r2)

a (rz+s) + b

tz+u
c(fa) +d
arz +as + btz + bu
crz +ces+dtz + du
(ar 4+ bt)z + (as + bu)

(er +dt)z+ (es+du)”

luego

Ahora falta probar que
(ar + bt)(cs + du) — (as + bu)(cr + dt) # 0,
para ello ocuparemos que ad — bc £ 0y ru — st # 0, pues f, g son transformaciones de Mébius.
(ar +bt)(cs + du) — (as + bu)(cr +dt) = arcs+ ardu + btcs + btdu

—ascr — astd — bucr — budt
ardu + btcs — asdt — bucr

= ad(ru — st) — be(ur — ts)

= (ad — be)(ru — st)

#+ 0.
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Con lo que se concluye la demostracion. |

Con ésto tenemos que las transformaciones de Mobius forman un grupo.

Definicién 1.4.2.
Definiremos las siguientes transformaciones elementales:

(i) Traslacion paralera:
f(z)=2z+a, acC.

(ii) Homotecia:
f(z)=kz, k>0,keR.

(#ii) Rotacion:
(iv) Inversion:

Ejercicio 1.4.1.
Demuestre que toda transformacion de Mébius es una composicion de (i), (i1), (1), (iv).

Teorema 1.4.1.
La imagen de una recta o de una circunferencia por una transformacion de Mdbius es una

recta o una circunferencia.

Demostracion:

El teorema no afirma que la imagen de una recta sea una recta ni que la de una circunferencia
sea una circunferencia, sino que las rectas pueden ser transformadas en circunferencias o rectas
y viceversa.

Sea C la circunferencia de centro zq = (a,b) y radio r > 0, es decir:

C={(z,y) €C : (x—a)*+ (y—b)?* =1}

Desarrollando y multiplicando por un nimero A # 0 arbitrario tenemos:
A(2® +y%) — 24Aax — 2Aby + A(a® +b* — %) =0,
luego las circunferencias son los conjuntos de puntos que cumplen una ecuacién del tipo

A(z? +y?) + 2Bz 4+ 2Cy + D = 0, (1.2)
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donde A#£ 0y B2+ C?— AD > 0(ya que B? + C? — AD = A?r?). Reciprocamente, €l conjunto
de puntos que cumple una ecuacion de estas condiciones es una circunferencia.

Por otra parte si A = 0 la ecuacion se reduce a 2Bz + 2Cy + D = 0, la cual si (B, C) #£ 0, es
la ecuacion de una recta.

En resumen, las circunferecias y rectas son los puntos que satisfacen una ecuacion del tipo
(1.2), donde A#0y B*+C?* -~ AD>00A=0y (B,C) #0.

Si consideramos (x,y) como un numero complejo z, entonces (1.2) equivale a
AzZ+ Ez+ EzZ+ D =0, (1.3)

donde E = B + (1, y las condiciones sobre los coeficientes son A =0y E £ 00 bien A #0y
EE — AD > 0.

Convendremos en que oo pertenece a cualquier recta y no pertenece a ninguna circunferencia,
luego una recta es un conjunto de niimeros complejos determinados por una ecuacion del tipo
(1.3) con A = 0 més el punto oo y una circunferencia es un conjunto de nimeros complejos
determinados por una ecuacién de tipo (1.3) con A # 0.

Consideremos en primer lugar la funciéon M(z) = % El conjunto de los nimeros complejos
z # 0 que cumplen la ecuacién (1.3) se transforma en el conjunto de los nimeros complejos no

nulos que cumplen

1 -1 1
A—+E-+E-+D=0,
ZZ z z

es decir B
D:Z+ Ez+EZ+A=0.

SiA#0y D +#0 (conlo que z= 0 no cumple (1.2)) tenemos que el conjunto inicial era una
circunferencia y su imagen también. Si A # 0 pero D = 0 entonces el conjunto inicial era una
circunferencia y el final es una recta, z = 0 pertenecia a la circuferencia y su imagen es oo, que
pertenece a la recta.

Si A=0y D # 0 tenemos una recta que no pasa por 0 y se transforma en una circunfer-
encia. El 0 estd en la imagen porque es la imagen de 0o, que estaba en la recta. Finalmente si
A= D = 0 tenemos una recta que pasa por el origen y que se transforma en otra recta que pasa
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por el origen(de modo que 0 y 0o se intercambian).

Asf el teorema es cierto para la funcion % Claramente el resultado es vélido para una funcién
de la forma M(z) = az + b.

En el caso general expresamos

*aerb*ng bc — ad con ¢ £ 0
ez td ¢ cleztd) ’

M(z)

por lo que M es una composicién de transformaciones de Mébius elementales, y es fécil concluir
que el resultado es cierto. [ |

Ejercicio 1.4.2.
Encuentre una formula para 73_10%073, y demuestre el teorema anterior de manera alternativa.

Teorema 1.4.2.
Las transformaciones de Mdbius preservan dngulos, es decir, son conformes.

Demostracion:
Por el Teorema 1.3.1 y el ejercicio 1.4.1 basta probar que 1/z preserva dangulos, lo cual se
propone al lector. [ ]

Proposicién 1.4.2.
Toda transformacion de Mobius M deja fijo al menos un punto de C,. St M no es la identidad
entonces tiene a lo sumo dos puntos fijos.

Demostracién:

Sea
_azt b

ezt d

Si ¢ = 0 entonces se cumple M (o00) = 00, luego M tiene un punto fijo. Si a = d entonces 0o

es el tnico punto fijo, y si a £ d, z = ﬁ es otro punto fijo, luego en total hay a lo sumo dos
puntos fijos. Ahora supongamos ¢ # 0, con lo que M(oo) = 2 # oo. Tampoco lo es el punto —%,

pues su imagen es oo. Entre los puntos restantes, la ecuacién M(z) = z equivale a
ez +(d—a)z —b=0,

que tiene una o dos soluciones en C. [ |
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Observaciéon 1.4.1.
Con esta proposicion tenemos que si una transformacion de Mobius tiene tres puntos fijos
entonces es la identidad.

Ejercicio 1.4.3.

(1) Pruebe que toda transformacion de Mébius con sélo un punto fijo z1 € C se puede escribir

comao. 1 1
= 1b, b£0,beC.

w— 21 Z— 2

(71) Demuestre que toda transformacion de Mdobius w = L(z) con dos puntos fijos z1,z2 € C

se puede escribir como:
w— 21 z— 2
=a , a €C.
w — Zo z — Z9

(7i1) Si una transformacion de Mébius L tiene dos puntos fijos z1, zo € C pruebe que
LI(Zl)Ll(ZQ) =1.

Teorema 1.4.3.
St 21, 2o, 23 son tres numeros distintos en Cooy w1 = 0, we = 00, w3 = 1 existe una Unica
transformacion de Mdébius M que cumple M (z1) = w1, M(z2) = we, M(z3) = ws.

Demostracién:
La unicidad es consecuencia del Teorema 1.4.2. Supongamos que 21, 22, 23 son finitos. Es
claro que M debe ser de la forma

M(z) = K=—,
Z — Z9
y con la condicién M(z3) = 1
K — 3 — X2 :
zZ3 — 21
por lo tanto
23— 29 % — 2
M(z) — 3 — 22 1

23— 212 — 29

Definicién 1.4.3.
Se define la razon cruzada (z, 21, z2, 23) por

23 — 22— 21

(2,21, 22, 23) = .
23— X1 R — R9
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Ejercicio 1.4.4.
Sean z1, zo, 23, 24 distintos en C, pruebe que (21, 22, 23, 24) € R si y sélamente si z1, 22, 23, z4€stdn
en un circulo o en una recta.

Proposicién 1.4.3.
Sean z1, 2o, 23, 24 puntos distintos, y T una transformacion de Mdobius, entonces

(TZbTZz,TZs,TZzL) = (2’172’27 23, 2’4)-

Demostracion:
Sea M (z) = (z, 22, 23, 24), tenemos entonces que:

MoT M Tz) =0, MoT Y (Tz) =00, MoT 1 (Tz) =1,
entonces
MoT (2) = (2,Tz, T2z, Tz),
y por lo tanto
(Tz, Tz, Tz, Tzg) = Mo T (Tz) = M(2) = (2, 20, 23, 24) -

Con ésto tenemos una representacion explicita para la Transformacion de Mobius T que lleva
21 ~ Wy, 22 ~ W2, 23 ~ W3!
(Tz, wy, we, w3) = (2, 21, 22, 23) -
Observacion 1.4.2.
La razon cruzada preserva orientacion en el sentido que muestra la figura.

Figura 1.1: Preservacion de orientacion de las transformaciones de Mébius



CAPITULO 1. LOS NUMEROS COMPLEJOS 14

Ejemplo 1.4.1.
Encontrar una transformacion de Mébius T que cumple T{Im z > 0} = D(0, 1).

Solucion:

Vamos a tomar los puntos z; = —1, 2o = 0, 23 = 1, queremos encontrar la transformacion 1°
tal que T'(—1) =1, T(0) =4, T(1) = =1, y asi (T'z,1,7,—1) = (2,—1,0,1). Entonces

1+1T2z—1 B —1—-12-0
1—4Tz4+1  —-1—-0z-1
B —2z
o 1—z
B 2z
2= 1
Asi )
Z—1
Tz = .
c 9z — 1

1.5. Simetrias

Si L = {Im z = 0}, el punto simétrico de z con respecto a L es Z.

Definicién 1.5.1.
Sea C un circulo (o una recta), con z1, ze, z3 puntos de C. Para z € C definimos z*, punto
simétrico de z con respecto a C como el unico punto que satisface

(Z*, 21y %2, Zg) - (Z, 21y %2, Zg) .

Veamos que si T' es una transforacion de Mobius que lleva C a Imz = 0 entonces Tz* = Tz
es decir z* estd bien definido. Para esto utilizaremos el siguiente resultado que queda propuesto
€Omo ejercicio.

Ejercicio 1.5.1. R R
Sea T una Transformacion de Mébius tal que T(Imz = 0) = (Imz = 0), entonces T' se puede
escribir con coeficientes reales, es decir:

A az +b

T(Z):m, a,b,c,dER.
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Sea entonces M (z) = (z,21,20,23) y 1T : C ~ Imz = 0 una transformacién de Mdbius con
T(C) = Imz, asf utilizando el ejercicio T o M~ se puede escribir con coeficientes reales y

Tz = ToM YMz*)
= ToM Y Mz)
— ToM-Y(Mz)
= Tz

Proposicién 1.5.1.
Sea C un circulo (0 una recta), entonces z = z* si y sélo si z € C.

Demostracién:
Ejercicio.

Proposicién 1.5.2.
Sean Cy, Cq circulos (o rectas) en C, si T es una transformacion de Mobius tal que T'(C1) = Ca,
entonces T transforma puntos simétricos con respecto a C; en puntos simétricos con respecto a

Co.

Demostracion:
Sean z;, Zo, 23 puntos distintos en C; entonces tenemos que 1z, Tz, Tz3 € Cy, asi

(z,21,20,23) = (T2, Tz, Tz, Tz3),

luego

(T2)",Tz1,Tz,Tz) = (T2 Tz,Tz,Tz)

(%12, T
(2,21, 22, 23)
(
(

I

I

*
AN AR Y Zg)
*
Tz, Tz, Tz, Tz3).

Por lo tanto
(Tz)" =Tz".

Ejemplo 1.5.1.
Sea C un circulo de centro a y radio R, encontrar el punto simétrico z* con respecto a C para
cada z € C.
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Solucion:
Sean zy, 2o, z3 puntos distintos en C, entonces

(Z*,Zl,ZQ,Zg) <y Zl,ZQ,Zg)

Z— @,z — Q2 — Q23 — Q)

Z—0,2 —Q, 29— Q, 23 — Q)
R? R? R?
zZ— 0, ) , ) pues (z — a)(z — a) = R? para todo z € C
21— Z9— Q& 23— &

= (E —. 2 — Q2 — (O, 23 — Q)

— (_ _+Oé,21,22,23).
0%

Luego

Tenemos que

(z* —a)(z—a) = R?
lo que equivale a que
R? R?

|z* — a) =

lz—a] |z—a

Ademas
arg (z* — a) + arg(z — a) = 0 mod 27,

lo que implica que
arg (z* — a) = arg (z — a) mod 27,

y por lo tanto z y z* estan en un mismo rayo que sale de a.

Notemos que el punto simétrico de o es co.

Ejercicio 1.5.2.
Encontrar una transformacion de Mobius que lleve los circulos C; = {z € C : |z| =1} y
Co={z€C : |z—1/4| = 1/4} en circulos concéntricos.



Capitulo 2

Funciones Analiticas

2.1. Las condiciones de Cauchy-Riemann

Definicién 2.1.1.
Sea [ : U — C una funcion, con U C C un abierto y z € U. Si el limite

h—0 ]’L ’

existe, entonces este limite se denota f'(z). En este caso se dice que [ es diferenciable en z. Si
el limite existe para todo z perteneciente a U, diremos que f es diferenciable en U.

Proposicién 2.1.1.
St f: U — C es diferenciable en a € U entonces [ es continua en a.

Demostracion:
Notemos que

tin )~ @~ [tim LE=LON i - o
1@ 0
= 0.

Proposicién 2.1.2.
Si f : U — C es diferenciable en z y es de la forma f = u+ v, entonces O, f y O, f existen
y satisfacen la ecuacion de Cauchy-Riemann

ayf — Zazfv

17
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es decir

O,u = Oyv
Oy = =0, .

Demostracién:
Primero supongamos que h — 0 es real, entonces

fleth) = flz)  fl@t+hy - flzy)
- — - 8,

Por otra parte supongamos que h = i con 77 € R luego

feth) = f) [y tn =y ol

h m 7

Como f es diferenciable en z el limite tiene que ser el mismo sin importar el camino que se
tome, y por lo tanto

Oyf =10, f.
Como f=wu+ vy 0,f = i0.f, entonces
Oyu + i0yv = i(Oyu + i0,v)
luego igualando las partes real e imaginaria
O, u = Oyv
Oyu = —0,0.
[

Observaciéon 2.1.1.

La reciproca de la proposicion anterior no es cierta. Existen funciones que no son diferren-
ciables en un punto y que sin embargo las derivadas parciales existen y satisfacen las condiciones
de Cauchy-Riemann.

Ejemplo 2.1.1.
Consideremos la funcion

zy(zt+iy) .
() = [(oy) —{ e 5270
0 stz — 0.

[ =0 en ambos ejes asi que O, f = 0, f = 0 en el origen, pero

ltm 12 = 1O) im —27

2—0 z - (z,y)—(0,0) 2 + y2 ’
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no existe, pues st tomamos el limite por la recta y = ax

fZ)—f0) _ «
~ =17 para z # 0,

y por lo tanto el limite depende de a.

Proposicién 2.1.3.
Sea [ : U — C una funcion tal que O, f y O, f existen en una vecindad de z. St 0. f y Oy f
son continuas en z y O, f = 10, f entonces f es diferenciable en z.

Demostracién:
Sean [ =wu+ v, h =&+ .

Probaremos que

fz+h) — f(2) — 0. f(2) = Ozu(z) + i0,v(2)

h
cuando h — 0. Por el Teorema de valor medio
u(z +h)—u(z)  wl@+&yt+n)—ulwy)

h N &+

_ upt&ytn) —ul@tEy)  ul@ ) —uly)
E+in E+1n
n §

T m@yU(a? + &,y 4+ 0im) + e m@zuw + 028, y) ,

y analogamente tenemos que
v(z+h)—v(z) 7
h &+
para 0, € (0,1), k = 1,2, 3,4. Asf obtenemos

JEIh -
h E+1n

Oyv(z + &y + b3m) + ﬁ&w(w +64€,y) ,

. 1S .
[Oyu(z1) + i0,v(22)] + m[ﬁzu(zg) +i0,v(z4)] s

donde |z — z| — 0 cuando h — 0, para k = 1,2,3,4. Como 0, f = i0,.f en z podemos
expresar d, f(z) como

7 §
ST T
y
e+ h)— f(2) e — (=) 4+ i(Buv(z) — oz
. () = g (Bule) — 0u(2) +iBy(z2) - ()
1S (Boules) — Beu(2)) + i(Bevlza) — Bevl2))].

§+in
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Finalmente, usando que

‘ 3
1€ +n

o fE ) = 1)
h

h—0

n
§+m
concluimos

= 0:f ().

Ejercicio 2.1.1.
Sea f(z) = |z|?, pruebe que f es diferenciable solamente en 0.

Definicién 2.1.2.

20

Sea f: U — C con U C C abierto. Diremos que f es analitica en z € U si es diferenciable
en una vecindad de z. Asi mismo, si K C U, diremos que [ es analitica en K si es diferenciable

en un abierto que contiene a K.

Ejemplo 2.1.2.

(i) Pruebe que si [ = u+iv es analitica en un abierto U y u es constante en U, entonces f es

constante.

(i) Pruebe que si f = u +iv es analitica en un abierto U y |f| es constante en U, entonces f

es constante.

Solucion:

(7) Si f es analitica, entonces cumple las condiciones de Cauchy-Riemann, y tenemos que

Oyu = 0yu=0= 0, =0yv =0

con lo que se concluye.

(1) Si |f| = 0 el resultado es inmediato. Si no, tenemos que u* + v? = ¢ # 0 y derivando con

respecto a cada variable tenemos que

u0,u +v0,v =0y udyu + vo,v =0.

Ocupando las ecuaciones de Cauchy-Riemann tenemos que

ul,u — v0yu =0y v0,u —udyu =0,

de donde obtenemos
(u? + v*)0,u = 0,

y asi 0,u = J,v = 0. Andlogamente J,u = 0,v = 0, y por lo tanto f es constante.
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Definicién 2.1.3.
Una funcion f: C — C se dird entera si es analitica en todo C.

Observacién 2.1.2.
Sea f una funcion analitica. Definamos g(z,z) = f (
de Z.

z4+z z—2
2 7 2z

). Entonces g es independiente

Demostracién:
En efecto,

9 _0f1 0f 1

0z 012 Oy2i’

af of
3y

y por Cauchy-Riemann tenemos que 3= = iz-, por lo tanto

dg
o = 0.

Definicién 2.1.4.
Una funcion u : U — R se dird armonica en U si satisface la ecuacion Au =0 en U, donde

el operador A estd definido por
o? o?
A= —+ —.
ox? i Oy?

La siguiente proposicién establece la relacion entre funciones armoénicas y funciones analiticas:

Proposicién 2.1.4.
Sea f=u+1iv:U — C analitica en U, con U abierto. Entonces, u,v son armonicas.

Demostracién:
La demostracién es una consecuencia directa de las ecuaciones de Cauchy-Riemann. W La
siguientes proposiciones establecen las reglas usuales de derivacion.

Proposicién 2.1.5.
Sean f,g: U — C funciones diferenciables en z € U, entonces:

(i) [+ g es diferenciable en z y (f + 9)'(2) = f'(2) + ¢'(2).
(ii) fg es difernciable en z y (f9)'(z) = ['(2)9(2) + ¢'(2) f(2).
(iii) Si g(z) # 0 entonces f/g es diferenciable en z y (f/g) (z) = (f'(2)9(z) — ¢'(2) [(2))/g*(2).

Proposicién 2.1.6.
Sea f:U—C, g:V — C con f(U) C V. Suponga que f,g diferenciables en z y f(z)
respectivamente, entonces (g o f) es diferenciable en z y (go [)(z) = ¢'(f(2)) [ (2).
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Definicién 2.1.5.

Sean f: U — Cyg:V — C con f inyectiva en U y U,V abiertos. Diremos que g es
la inversa de [ en U si si f(U) =V y f(g(z)) = z en V. Diremos que g es la inversa de [ en
20 €V st g es la inversa de [ en una vecindad de 2.

Proposicién 2.1.7.
Suponga que g es la inversa de [ en zg y que g es continua en zo. St f es diferenciable en
9(z0) vy ['(9(z0)) # 0 entonces g es diferenciable en zy y

, B 1
960 = Fatan

Las demostraciones de estas proposiciones quedaran propuestas al lector.

2.2. Algunas funciones analiticas

En esta seccion vamos a extender la funcion exponencial a una funcién de variable compleja.
Queremos una funcién entera que satisfaga

(4)
f(z1+ 22) = f(21) f(22)
(44)

f(z) =¢® para todo real x.

Para que cumpla (7) y (i), debemos tener entonces

f(2) = f(@ +iy) = [(2)[(iy) = e[ (y)

Definiendo f(iy) = u(y) + iv(y), obtenemos que

J(z) = e"uly) +ie*v(y) .

Para que f sea analitica necesitamos que se cumplan las condiciones de Cauchy-Riemann,
y por lo tanto u(y) = v'(y) y v/(y) = —v(y), con lo que tenemos que u” = —u, entonces
consideraremos

u(y) = acosy + @siny

v(y) = —u'(y) = —Bcosy + asiny.
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Por la condicién (i4) tenemos que u(0) = a = 1, y v(0) = —F = 0, con lo que concluimos que

f(z) =€ cosy +ie”siny.

Es facil probar que f es entera ocupando las propiedades (¢) y (i%), lo que queda propuesto al
lector.

Proposicién 2.2.1.
Las siguientes propiedades se cumplen para la funcion f(z) = e*:

() le*] = e.

(i) e* # 0.

(111) € = cosy +isiny.

(iv) e* = « tiene infinitas soluciones para cualquier o # 0.
(v) e? = e*.

Ejercicio 2.2.1.
Pruebe la proposicion anterior.

A partir de la funcién exponencial compleja se define al igual que en los reales la inversa de
la exponencial.

Definicién 2.2.1.
Se define z = logw como una solucion de la ecuacion e = w.

Debido a que la funcién exponencial es siempre distinta de cero entonces el logaritmo no
estd definido en cero. Si w # 0 la ecuacién e* = w, con z = x + iy, es equivalente a

w

e = ful, &= "

[l

asi x = In|w| y la segunda ecuacién tiene una tnica solucién en el intervalo (—x, 7|, mas atn
cualquier otra solucién difiere por un multiplo entero de 27. La parte imaginaria de logw es el
argumento de w.

Asilog : C\ {0} — C queda bien definida teniendo logw = In |w| + i arg w.

Observacién 2.2.1.
La funcion log : C\ R_. — C con argw € (—=,7w) se denomina la rama principal del
logaritmo. Fsta funcion es diferenciable en C\ R_ y por la Proposicion 2.1.7 se cumple que

log'(z) = 1/z.

En general, para 0 € (—x,7) fijo, podemos definir log : C\ {re®, r > 0} — C considerando
argw € (6 — 2m,0).
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Podemos definimos la funcién z° = exp (blogz) para z # 0. En general z° tiene infinitos

valores que difieren de factores e2™®. Hay un solo valor para esta expresién si b € Z, y en ese

caso z° es una potencia de z o 1/z. Si b es racional b = £p/q con p, ¢ primos relativos, entonces

hay exactamente ¢ valores para 2°.

Observacién 2.2.2.
Ellog satisface la siguiente propiedad modulo 271

log(z122) = log z1 + log 2.

Definicién 2.2.2.
Se definen las funciones sen y coseno como

) eiz _ e—iz eiz + e—iz
sing = ————, cosz = ———
2
Teorema 2.2.1.
Las funciones seno y coseno complejas extienden a las correspondientes funciones reales.

Ademds cumplen que:

(i) sin®z + cos?z = 1.

(#i) sin(a + b) = sinacosb + sinbcos a.

)

)
(4ii) cos (a +b) = cosacosb— sinasinb.
(iv) Si k € Z, entonces sin (z + 2kw) = sin z, y cos (z + 2kw) = cos z.
)

(v) cosz = cos(—z), sin(—z) = —sinz.

Sin embargo, no es cierto que |sinz| < 1, |cos z| < 1. Por ejemplo, para todo nimero real
se cumple
: ef+e " e —e
COS 1 = ——p——, siniw = i,

que claramente no son acotadas.

Ejercicio 2.2.2.
Demuestre la identidad sin (x + iy) = sinz cosh y + 4 cos x sinh y.

Usando la definicién de log podemos definir las funciones arc cos y arcsin. Para definir arc cos
debemos resolver la ecuacion cos z = w, de donde resulta que

e” = w+ Vw? — 1, es decir arccosz — %ilog(w £ Vw? — 1),

donde hemos usado que w — vw? —1 y w + vw? — 1 son inversos. La funcién arccos tiene
infinitas ramas debido a la periodicidad de cos z. De manera analoga se define arcsin.
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2.3. Transformaciones conformes

Sean z1(t), z2(t) con t € I curvas suaves, es decir 25(t) # 0 en I para j = 1,2, contenidas en
una region U C C tal que para &y € I se tiene z1(to) = z2(to) = 20 Consideremos f: U — C
analftica. Es facil ver que para j = 1,2, las curvas w;(t) = f(z;(t)) satistacen

Wi(t) = 5 0)40), te 1.
Claramente si en o se tiene que f'(z0) 7# 0 entonces wj(to) 7 0, méds atin se tiene que el
arg w;(to) = arg f'(z0) + arg z;(to).

Por lo que el angulo entre las curvas z1, 2o €n zy y el dngulo entre las curvas wy, wq en f(zg) es
el mismo, es decir, si f'(z) # 0 la transformacion f es conforme en z.

Proposicién 2.3.1.
Sea [ : U — C analitica en U con [f'(z0) # 0, entonces [ es conforme en z.

La siguiente proposicién establece que si f es una transformacién conforme en R? entonces
satisface las condiciones de Cauchy-Riemann.

Proposicién 2.3.2.
Sea [: U — C tal que 0f/0x, Of /Oy son continuas, y [ conforme en zg € U. Entonces

0f(z0) _Z.af(ZO)‘

ox Jy

Demostracién:
Si z(t) = z(t) + dy(t) es una curva con z(tg) = zo entonces, usando regla de la cadena
obtenemos que la curva w(t) = f(z(t)) satisface

Of(2) , df(z) ,

w'(to) = oz © (to) + "oy Y (o)

Escribiendo z(t) = (2(t) + z(t))/2, y(t) = (2(t) — z(t))/2i obtenemos

(2 D) g L () 0

2 B 2 ox Oy

1)
w(to) = ox Oy

Es fécil probar que f es conforme si y sélo si, arg(w'(tg))/arg(z'(to)) es independiente de
arg(z'(tg)), por lo tanto la expresién

(24 ) (2 ) 2
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debe tener argumento constante. Como arg z'(tg) es arbitrario, la expresién anterior describe

un circulo con radio 3 8’;(;0) + i%?) y centro 1 <% - i%;”). Asi debemos tener que el

radio de este circulo sea 0, es decir

0f(z0) _ 0f(z0)

ox Jy

Para estudiar las propiedades geométricas de una transformaciéon conforme, consideraremos
como esta actia sobre una familia de curvas.

Para empezar veremos una de las funciones més elementales, f(z) = 22 la cual es conforme
excepto en z = 0. Consideramos la familia de curvas ortogonales en el plano Z dada por x = ci,
y = ¢1 como se describe en la figura:

Figura 2.1: Familia de curvas |

La transformacién w — 2?2 transforma estas curvas en la siguiente familia de parébolas ortog-
onales:

Figura 2.2: Transformacién w = z2

En este caso las pardbolas cuyos vértices estan hacia la izquierda corresponden a la imagen
de las rectas horizontales, y las otras a las verticales.
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Otra transformacién muy importante es w = e*, para la cual es facil ver cual es la imagen
de la familia de curvas 1. Para las rectas de la forma 2z = a + i, tenemos que e* = e%* donde
la variable es ¢, por lo que tenemos que su imagen es una circunferencia de radio e®. Para las
rectas de la forma z = ¢ + b, e = e'e® con lo que tenemos una semirecta que sale del origen
(cuando t — —o00) y cuyo grado de inclinacién es b.

i\,

IR

P>

Figura 2.3: Transformacion w = e*

Otra funcion muy interesante es w = %(z +271) pero en este caso consideraremos como actiia
sobre la siguiente familia de curvas ortogonales, compuesta de circunferencias concéntricas al
origen y rectas que pasan por el origen:

Figura 2.4: Familia de curvas II

Para estudiar la imagen de las circunferencias r = |z| con r < 1 escribimos z = re® con
t € |0, 2x]. Si denotamos w = u + v la imagen, entonces
N U B 1 11
— —(re + e ") = —(= t—i=(=—7)sint
U+ 2(7“6 +7“€ ) 2(TJr?“)cos 22(7“ r)sint,
por lo que u(t) = 3(2 +7)cost y v(t) = —3(3 —r) sint. Despejando sint y cost de las ecuaciones
y sumando sus cuadrados se obtiene entonces que
2 2
u v
5 T =1,

[5G )]



CAPITULO 2. FUNCIONES ANALITICAS 28

lo que corresponde a la ecuacion de una elipse.

Queda propuesto al lector ver que para la curva z(t) = te? con ¢t € [0,1) tenemos que la
imagen corresponde a una hipérbola, asi tenemos entonces que la imagen de la funcién aplicada

a la familia de curvas I es

iy

X
0

R

&
!

%
i

)
R
N

'lln{g&gg Sl
“‘{&\\*&ﬂ el

%
/7%

/
RS

Figura 2.5: Transformacion w = £(z + 27')

Hay que notar que usando esta transformacion podemos estudiar funciones trigonométricas.
En particular, podemos deducir como actia la funcién cos z sobre una familia de curvas de tipo

L.

Figura 2.6: Transformacion w = cos z

Las elipses corresponden a la imagen de las rectas horizontales y las hipérbolas a la de las
verticales. A continuacién se mostrard otras transformaciones conformes, pero ahora sobre re-

giones.

Las siguientes figuras mustran como algunas transformaciones conformes actian sobre re-
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giones. Las regiones de la izquierda corresponden a la variable z y las de la derecha a w = f(z).
Los tonos de gris indican la correspondencia.

Figura 2.7: Transformacién 1/z

z—1

Figura 2.8: Transformacion
z+1

Figura 2.9: Transformacion 22



CAPITULO 2. FUNCIONES ANALITICAS 30

00

Figura 2.10: Transformacién log z

Figura 2.11: Transformacion cosh z

2.4. Series de potencias

Definicién 2.4.1.

Sea K C C un conjunto y f, : K — C una sucesion de funciones continuas. Diremos que
fn converge a f uniformemente en K si para todo € > 0, existe un niumero N € N tal que para
cualquier natural n > N

|fu(2) — f(2)| < e para todo z en K .

Proposicién 2.4.1.
Si { fulnen €s una sucesion de funciones continuas que convergen uniformemente a f en el
conjunto K, entonces f es también continua.

Demostracion:
Dado zy en K, queremos demostrar que para cualquier € > 0, existe un niimero ¢ > 0 tal que
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si |z — 2| < d con z € K, entonces |f(z) — f(z0)] < €.

Como f,, converge uniformemente a f, existe NV € N tal que

fn(z) — f(2)] < g Vze K.

Puesto que fx es continua, existe ¢ > 0 tal que si |z —zo| < d§ entonces |fn(z) — fn(z0)| < &/3,
luego

[f(2) = f(z0)| = [f(2) = [n(2) + [n(2) = fn(20) + [ (z0) = f(20)]
< f(2) = ()] + [fw(2) = [a(z0) |+ [ (20) = fl20)] <.

Proposicién 2.4.2.
Sea { fn}nen una sucesion de funciones continuas en K, tal que |f,| < M, en K, con
Y neny Mn < 00. Entonces la sucesion de funciones gy definida por

converge uniformemente a una funcion continua que denotaremos Y - o fn-

Demostracién:
Demostremos que gx es una sucesion de Cauchy,

> falz)
> 1 fal2)]

1
< ZMn — 0, cuando k,l — oc.
n==k

l9x(2) — ai(2)] =

IN

Luego {gk(2)}ren es una sucesion de Cauchy independiente de z, con lo que tenemos que
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gr(z) — f(z). Probemos ahora que g, converge uniformemente.

> fal2)

n=k+1

Y 1)

n=k+1

k

n=0

IN

oo
< Z M, — 0, cuando k — ©.
n=k+1

Definicién 2.4.2.

Sea {an tneny una sucesion de niumeros reales, definiremos el limite superior de la sucesion
como

limsup a,, = lim sup ay .

Notemos que la sucesion b, = sup,s,, ax €s decreciente, por lo que su limite esta bien definido
en (—oo, 00.

Observacién 2.4.1.

Ellimsup a,, es el supremo de los puntos de acumulacion de la sucesion. Es mds, existe una
subsucesion {an, } que converge a limsup a,,.

Proposicién 2.4.3.
Sea L < oo tal que
limsupa, = L,

n—0o0

entonces:

(1) Para todo N, y para todo € > 0, existe k > N tal que ap, > L — €.
(79) Para todo € > 0, existe N tal que ap < L + ¢, para cualquier k > N.

(#i1) Sic >0, entonces
lim sup ca,, = climsup a,, .
7—00 7—00
() Sic, — ¢ >0, entonces
lim sup ¢,a,, = climsup a,, .

n—oo n—oo
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Definicién 2.4.3.
Sea >~ cpz* una serie de potencias, con ¢, € C, se define el radio de convergencia R de la

Serte como 1

= s o € 00l (2.2)

Ejercicio 2.4.1.
Calcule el radio de convergencia de las siguientes series:

1. Sz
2. > (n+2m)z"

n!
DI
Teorema 2.4.1.

_ 1 :
Sea R = s, a7 5¢ tiene que

1. Si R = oo, entonces > cpz* converge para todo z € C.
2. Si R=0, entonces > cpz® converge solo para z = 0.

3. S0 < R < oo, entonces > cpz® converge en |z| < R y no converge en |z| > R.
Demostracién:

1. Sea z # 0, como
lim sup |ex|Y* = 0,

k—oo
tomando £ = ﬁ, por la Proposicién 2.4.3(i4), existe un nimero N tal que |c,|/* < ﬁ
para todo k > NN, entonces
1
1/k
4 < 7
y asi
i 1
eullol < o7

lo que prueba el resultado.
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2. Para una subsucesién ¢y, tenemos que

|ckl|1/kz > i)
2]
entonces
ok, | /¥ 2] > 1,
y asi

por lo tanto la serie no converge.

3. Si|z| < R(1 —2) para § > 0, entonces sabemos que existe un nimero N tal que para
cualquier natural k£ > N

1/k <

ekl < =(1+9),

=yl

luego
sl Mz < (1-28)(1 +6),

y por lo tanto
ekl < {(1—20)(1 +)}*,

con lo que la serie converge.

Si |z| > R, existe un numero § > 0 tal que |z| > R(1 + ), entonces para todo natural N
existe un nimero k tal que

! l_é)v

1k~
a2 (1 -3

por lo que
)
el VFlz| > (14 0)(1 - 5 > 1

y la serie no converge.

Nota. i el radio de convergencia R > 0, entonces > cxz* converge uniformemente en cualquier
compacto K C D(0, R). En particular

f(Z) — chzkv
k=0

definida en D(0, R) es continua.
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Derivada de una serie de potencias

Consideremos la serie de potencias

1) =Y at,
k=0

derivando formalmente, la derivada de f debiera estar dada por la serie
z) = Z kepz1.
k=1

La siguiente proposicion probard este resultado.

Proposicién 2.4.4.
Si el radio de convergencia de [ es R > 0, entonces f'(z) = g(z) en D(0,R), y el radio de
convergencia de g es R.

Demostracién:
Si
1f 1/k 1
imsup |cg|/" = = < 00,

k—oo

entonces es facil ver que

1
It 1(k=1) _ *
fmsup e R’
Y como kFT — 1, g y f tienen el mismo radio de convergencia. Vamos a demostrar que
f(z)=g(z ) para todo |z| < R, es decir
fz1h) - [(2)
‘ N —g(z)| <e.
Definiendo }
fn(z) - chzkv
k=0
y 0
R.(z) = Z crz”,
k—n+1

tenemos que g(z) = f1(2) + Su(2), con Su(z) = Y07, . ckkz®. Vamos a probar que S,(z) — 0
cuando n — oo.
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Escribimos
Jeth) = J(2) _ Jalzth) = Julz) | Balzth) = Bul2)
h h h ’
con lo que
z+h)— f(z 22+ h)— folz R,(z+ h)— R,(z
CRRD R (O BN ACEY o A RPN NCEUD Ly O B
h h h
Veamos a qué corresponde el termino w:
Riy(z+h) — Ru(2) i cul(z + h)* — 2*]
h h '
k=n-+1
Y cada término corresponde a
k_ ok
W — (R R T2 (2 R)EFETE A

que son k términos. Si |z, |z + h| < R(1 — 7), entonces

(z + h)k — 2F
h

< KRSl -,

con lo que tenemos

o al(z 1 h)F =2 . k-1 k—1
< kR 1-—
Z A = k:zn;Ll Cr (1—mn)

< ¢/3 para todon > N,

k=n-+1

pues el radio de convergencia de la serie >~ kcyz"! es R. También tenemos que

|5, < Z kepzt 1
k=n-+1
< ) ke R =)
k=n-+1

< ¢/3 para todo n> N.

Fijemos n > N, como f,, es un polinomio, existe § > 0, tal que para todo |h| < §

fn(z+h)_fn(z) !
- ~ 11(2)

y por lo tanto usando (2.3) se concluye.

<e/3,

36

(2.3)
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Proposicién 2.4.5.
St

f(Z) — Zanzna

tiene radio de convergencia R > 0, entonces [ es infinitas veces diferenciable en D(0, R), y

(k)
: k;!(O) -

Ejercicio 2.4.2.
Desarrolle en serie de potencias la funcion f(z) = ﬁ alrededor del cero y calcule su radio
de convergencia.

Teorema 2.4.2. Teorema de Unicidad
Sea > 07 cn2™, una funcion con radio de convergencia B > 0, y {zx}ren una sucesion de
numeros distintos de cero, tal que 2z — 0, y

chzZ = 0 para todo k € N,

n=0

entonces ¢, = 0 para todo n, y por lo tanto

Demostracién:
Sea

n>0

Como f(zx) = 0 para todo k y zx — 0, entonces por continuidad f(0) = ¢o = 0. Por lo tanto

f(z) = Z Cn2" .

n>1

Sea ahora ()
o z o n—1
fl(z) - > - Z Cne s
n>1
continua en D(0, R). Dado que f1(z1) = 0, obtenemos f1(0) = ¢; = 0. Asf sucesivamente tenemos
que

filze) =D cazp™ =0,

n>1

con ésto ¢ = 0, para todo [. [ |
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Corolario 2.4.1.
Si > anz™, Y byz™ convergen en D(0, R) y existe {zx} — 0, 21, # 0 tal que

o0 o0
g an2) = g b,z para todo k,

entonces a,, = b, para todo n.

Ejemplo 2.4.1.

Sea f(z) =Y " yanz™ una serie de potencias convergente en C tal que f(R) C (0,00) y
f(22) = (f(2))? para todo z € C. Demuestre que f(z) = e** con A € R. Hint: Pruebe que para
todo n > 0 se tiene f(5) = e, para algin \ € R.

Solucién:
Como f(R) C (0,00), entonces existe un A € R tal que f(1) = e*. Ahora, usando induccién

podemos probar que f(2%) = 62%, de hecho

(r(3)) s,

entonces

Si f(5) = e*", tenemos que

2
2n+1
1
2n

?

/
_ f(
e

y por lo tanto

1 .
f 2n+1 =ert.

Asi 2z, = 2% — 0, satisface f(zx) = e** para todo k. Por el Teorema de Unicidad tenemos
que
f(z) = e, para todo z € C.

Ejemplo 2.4.2.

Suponga que |c,| < Me™", con M, r constantes positivas. Demuestre que la funcion
J(z) =527 yensin(nz) es analitica en {|Im z| < r} y satisface f(z +27) = f(2) y
f(=2) = = [f(2).

—nr
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Solucidn:
La funcién f se puede escribir como

f(z) = icn {%} .

n=0

Definamos f1(z) = > c,e™ y fa(z) = > cpe™™*, y veamos donde son analiticas.

Sea S(w) = > c,w™, por hipdtesis {/|c,| < e™", y por lo tanto el radio de convergencia de la

T

serieSeste%:e.
Ahora si [Im z| < 7, entonces |e®] = e7M* < e y |e7#| = e™* < .
Por lo tanto S(e**), S(e~*) son analiticas si |Im | < 7, y as{ [ es analitica.

Claramente

f(z+2r) = Z Cp sin (nz + n2w)
n=0

= Z Cp sin (nz)
= f(2).



Capitulo 3

Integrales

3.1. Integral de linea

Definicién 3.1.1.
Una funcion v : |a,b] — C, se dice de variacion acotada si existe una constante M > 0 tal
que para cualquier particion P = {a =tqg <11 < ... <t,, = b} de |a,b] se liene

v(r P) = () = y(tr)l < M.

La variacion total de v, V(7), estd definida por
V(v) = sup{v(y; P) : P es una particion de [a,b|}.

Definicién 3.1.2.

Una funcion de la forma z(t) = z(t) + iy(t) con a <t < b se dice diferenciable por pedazos
st existe una particion a < a; < ag < ... < a, < b tal que x,y son de clase C™ diferenciables en
la,a1], a1, a2, ..., [ an, b] ¥ 2,y son continuas en [a,b]. En este caso nos referiremos a la funcion
como curva. Notar que el camino definido por la curva define siempre un conjunto compacto.

Proposicién 3.1.1.
Sea v : |a,b] — C suave por pedazos, entonces v es de variacion acotada y

Viy) = / I ()de

Demostracién:
Asumiremos que - es suave (el caso general se deduce facilmente de éste).

40
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Sea P={a=1y<t; <...<l,=>0}, entonces de la definicién 3.1.1,

v P) = > (k) — ()]
_ Z / Yt
Z/ (t)| dt

- / 1y (0)] di.

Por lo tanto V(y) < f |v/(t)| dt, con lo que tenemos que v es de variacién acotada.

IN

Como v/ es continua y estamos en un compacto, entonces ' es uniformemente continua, asf que
dado cualquier € > 0, tenemos un ¢; > 0 tal que |s — t| < ¢; implica que [y (s) — 7' (t)] < .
Ahora tomaremos d; > 0 tal que || P|| := max {(tx — tx_1) : 1 < k < m} < J, entonces

| L= e - )| <

donde 7% es cualquier nimero en [tx_1, tx], y con ésto

b
/Iv’(t)ldt < ey

NE

| (7)1t — tr1)

T
I

T
I

IA
[
+
NE

]

v

NE
\ \

;;‘

S:

T
I

Si |P|| < 0 = min (d;,d2), entonces |[v' (1) — ' (t)| < e para t € [tp_1,tk] y

[ hwlde < cret-a) 13 o) -2t

ell + (b— a)] +Z(7; P)
< gll+(b—a)|l+ V().

I
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Tomando € Y\ 0, se concluye que

V(y) > / () de
[ ]

Teorema 3.1.1.

Sea v : |a,b] — C de variacion acotada, y suponga que [ : |a,b] — C es una funcién
continua. Fntonces existe un numero complejo I tal que para todo € > 0 existe un 6 > 0 tal que
cuando P = {tqg < 11 < ... <tn} es una particion de |a,b] con ||P| < 0, entonces

I=) flm)y(te) —v(te-1)l| <e
k=1
para cualquier eleccion de puntos my, th_1 < 7 < tx.
Demostracion:
Escojamos inductivamente nimeros positivos tales que d; > d2 > .. ., tales que si |s —t| < o,

entonces |f(s) — f(t)| < 1/m.

Para cada m definamos P,, = la clase de todas las particiones P de [a,b] con ||P|| < dpn;
asi P; D Py D ---. Finalmente definimos F;,, como la adherencia del conjunto:

O @) (te) = Y(te-1)] : P € Prny y tor < 70 < Ui},

de donde se sigue que F; D 5, D .-+, y diamF,, < %V(v). Con ésto por el Teorema de Cantor
existe un unico complejo I tal que I € F,, para todo m > 1. Con ésto se concluye la de-
mostracion, pues tomando € > 0, m > fV(v) y 0 = &, entonces F,, C B(I,¢). [ |

Este nimero I es denominado como la Integral de Riemann-Stieljes de f con respecto a v sobre
la,b] v se denota por:
b b
1= [t = [ roao.
Proposicién 3.1.2.

Sean v : |a,b] — C, de variacion acotada, y [ : |a,b] — C una funcién continua.
Sta=1tg <t <...<t,=0>, entonces

[ =3 [
a 1t s
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Teorema 3.1.2.
Si vy es suave por pedazos y [ : |a,b] — C es una fincién continua, entonces

b b
| rav= [ sorwa
Demostracién:

Consideraremos el caso en que 7y es suave, y nos preocuparemos de la parte real de la funcion,
por analogia se puede probar para la parte imaginaria. Por lo tanto consideremos el caso en que

7(la, b)) C R

Sea € > 0, y escojamos § > 0 tal que si || P|| < ¢, entonces

b n
€
[ty =3 s | < 5, (3.1
@ k=1
y
b €
/a F) dt—Zf (1) (7) (b — tr-)| < 5, (3.2)
para cualquier 7 € [tk_l, tk].
Aplicando el Teorema del valor medio obtenemos que existe una secuencia de niimeros
Tk € [te—1, ti] con 7'(7) = [y(te) — Y(tr-1)](te — tr—1) ™", y asi
> FE) () = Y(tes) Zf 7)Y (7)) (b — te—1) -
k=1
Combinando (3.1) y (3.2) se concluye que
/ fdy — / f(t) dt‘ <e.
[

Definicién 3.1.3.

Diremos que v es una curva rectificable siy es de variacion acotada. Si ademds la curva y(t)
cumple que ¥'(t) = o' (t) + ¢/'(t) # 0 excepto tal vez en un nimero finito de puntos, diremos que
la curva es suave.
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Definicién 3.1.4.
Si vyt la,b] — C es una curva rectificable y [ es una funcién continua sobre la curva 7,
entonces la (integral de linea) de f sobre v estd definida por

/ SO/ () ).

Esta integral de linea tambien se denota por f7 f= f7 f(z)dz.

Teorema 3.1.3.
Sean A un congunto abierto en C, «v : |a,b] — A un camino rectificable, y f : A — C
una funcion continua, entonces para todo € > 0 existe un camino poligonal I' en A tal que

P(a@) = (@), T0) = 5b), y | [,/ = Ji ] <=
Demostracién:

Esta demostracion la vamos a dividir en dos casos.
Caso 1:

Supongamos que A es un disco abierto. Como v(|a,b]) es un compacto, se tiene que
d = dist(y([a,b]),d4) > 0. Se sigue que si A = D(c,7) entonces (|a,b]) € D(c,p), donde
p=r— %d, y [ va a ser entonces uniformemente continua en D(c, p) € A. Asi sin pérdida de
generalidad podemos suponer que f es uniformemente continua en A. Tomemos § > 0 tal que
|f(z) — f(w)| < e cuando |z — w| < §. Escojamos una particién de [a,b], {to < t1 < ... < t,},

tal que
)

57
si tp_1 < s, t <ty tal que para ty_1 < 7 <t tengamos que

[7(s) =] < (3.3)

/ F= 3" ) i) — )] < e (3.4)

Definamos I' : [a,b] — C como

1

I = ———
(®) by — tp—1

[(tk — t)’}/(tk_l) + (t — tk_l)’}/(tk)] s si tk—l S t S tk.

Con lo que I' es un camino poligonal en A. De (3.3)

(L) — ()| < &, para t_1 <t <1. (3.5)
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[1= [ sewroa

/f thkk_tktfl/ AT

Como

se sigue que

y por (3.4)

te—1

f\ e S b = el = )™ [ 00 - Sl

Aplicando la desigualdad (3.5) se concluye que

—/j\ <11 V).

Caso 11:

Este caso queda propuesto al lector siguiendo una demostracion analoga al Caso 1. [ |

Observacién 3.1.1.
Debido al Teorema (3.1.3) los caminos de integracion v serdn paramelrizados por curvas
suaves por pedazos.

Definicién 3.1.5.
Las curvas
Ci:2(t) cona<t<b;Cy:w(t)conc<t<d, sediran equivalentes C; ~ Cqy si existe una funcion

M:la,b] — [c,d]|declaseC',1al,

tal que:

() Ma) = c; \b)=d
(@) N(t) > 0Vt

(i) 2(t) = w(A(¢))

Definicién 3.1.6.
Sea C una curva parametrizada por 2(t), t € |a,b|. Definimos —C la curva parametrizada por
w(t) = 2a+b—1),t €a,b]



CAPITULO 3. INTEGRALES 46

Ejercicio 3.1.1.

1. Demuestre que la relacion ~ es de equivalencia.

2. 8 Cy y Cy son curvas equivalentes, y sea f es una funcion continua en Cq, entonces

f(2)dz = [ f(z)dz
C1 Ca

Af@ﬂv—/;ﬂdw
Ejemplo 3.1.1.

Sea la funcion f: C — C definida por f(z) = 1, sea la curva parametrizada por C : £(t) =
Rcos(t) + iRsin(t); t € [0,2x| , demostrar que

3. Demuestre que

/Cf(z)dz = 271 .

Solucion:
Por definicién:

Af@M”A%fQ@KﬁMt

Veamos a que corresponde cada termino:
£(t) = Rceos(t) + iRsin(t) = ¢'(t) = —Rsin(t) + iR cos(t) = i&(t),

1
~ Recos(t) + iRsin(t)

JE@)

Entonces 1

- Rcos(t) + iRsin(t)

FE@E (@) i(Rcos(t) + iRsin(t)) = 1.

Por lo tanto

/0 " Fle@)E t)dt = /0 it — omi

Definicién 3.1.7.
Sean o, § € C, se dird que a < (5 si |a| < ||
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Lema 3.1.1.
Sea G :|a,b] — C una funcion continua, entonces

/abG(t)dt < /: ()|t

Demostracién: ,

/ Gt)dt = Re®® , R>0
Entonces

b .
/e"‘gG(t)dt*R,

asi

b b '

R*/ e_“gG(t)dt*/ Re [ G(t) ]dt

pero

Re[e™G(t)] < [e7G()] = |G,

/abG(t)dt‘ < /ab|G(t)|dt.

y por lo tanto

Proposicién 3.1.3.
Sea C una curva suave parametrizada por £(t) t € [a,b|de largo L, i.e.

L= / ()t

Sea [ una funcion continua en C, y M>0 tal que f(z) < M para todo z € C (i.e.|f(2)] < M),
entonces

/f(z)dz < ML
c

Demostracién:
Por el lema anterior

/ b f(&(t))é’(t)dt‘

/Cf(z)dz

/ FENIIE ) d.

IN
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y como |f(z)| < M en C, obtenemos

/Cf(z)dz

b
< M / (1)t
ML

Proposicién 3.1.4.
Sea C una curva, y {fn}tnen una sucesion de funciones continuas en C, tal que f, — [
uniformemente en C. Entonces:

/f(z)dz* lim [ fu(z)dz.
¢ c

n—0o0

Demostracién:
Si {f.}nen son todas continuas en C y convergen uniformemente a f en C entonces f es
continua en C. Ademés por el Lema (3.1.1)

/C (o — D)z

por lo que para ¢ > 0 existe N > 0 tal que

/C (= D)z

lo que preba el resultado. [ |

< / Fu2) — [l

<e-LVn>N,

Proposicién 3.1.5.
Sea C una curva parametrizada por £(t), t € [a,b], y [ : U — C una funcién continua,

U abierto tal que C C U. Supongamos que existe una funcion analitica F : U — C tal que
f(z) = F'(z). Entonces

/C f(2)dz = F(e(b)) — F(€(a).

Demostracién:
Tenemos que

por lo que
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3.2. Foérmula integral de Cauchy

3.2.1. Teorema del rectangulo

Definicién 3.2.1.
Sea C una curva parametrizada por £(t) t € [a,b]|, diremos que C es cerrada si £(a) = £(b).
Mads aun diremos que la curva C es cerrada simple si {(t) = E(L2), 61 < to =1 =a Aty =Db.

Teorema 3.2.1. (Teorema del Rectdngulo)
Sean a,b,c,d € R tales que a < b, c<d y R C C el rectangulo definido por:

R={z€C:a<Rez<b c<Imz<d}.

Sea f: Q2 — C una funcion analitica, con 2 un abierto que contiene a R. Entonces

f(z)dz =0,
IR

con IR la frontera de R orientada en sentido antihorario.

Antes de proceder a la demostracion del teorema probaremos el siguiente lema.

Lema 3.2.1.
Sea [ una funcion lineal, i.e. f es de la forma f(z) = az+0b con a y b constantes pertenecientes
a C, entonces

f(z)dz = 0.
OR

Demostracién:

Considerando F(z) = a% + bz se tiene que [y, f(z)dz = F(£(b)) — F(E(a)) = 0. O
Demostracién del Teorema del Rectangulo:

Sea I =[ . f(2)dz, y supogamos que |I| > 0. Sean [y,l; las dimensiones del rectdngulo, i.e.
Iy =b—a, ly = d— ¢, procederemos por contradicciéon. Definimos R1, Ri, Ri, Ri C C cuatro
rectangulos, con frontera orientada en sentido antihorario, congruentes de interior disjunto 2 a
2 de dimension % X %2, tales que Ule R! = R. Entonces

- f(z)dz = Z f(z)dz

1
i=1 7 IR;

Dado que | I| > 0 existe 7 tal que
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Este rectdngulo se denominard R'. Sean ahora los rectdngulos R, R3, R2, R2 C C de dimen-
siones &4 x & con |J;_; R? = R'. Entonces existe i tal que

/8722 f(z)dz

£

1]
U 42 .

Denominaremos ahora a este rectdngulo R?. Procediendo de manera recursiva obtenemos una,
secuencia de rectangulos R™ cuyas dimensiones son é—,ﬂ X é—i con la propiedad

1]

f(z)dz T

IR™

Por lo tanto tenemos una secuencia de conjuntos cerrados decreciente no vacios que cumplen
diam(R™) — 0. Por el Teorema de cerrados encajonados de Cantor, se tiene que existe un
tnico zg € C tal que zo =, R™

Por otra parte en R"™ podemos expandir f
f(z) = f(z0) + f'(20)(z — 20) + €.(2 — 20), con |e,(z — 20)| < €|z — 20| para n > N.

Asi

f(z)dz = f(z0) + [(z0)(z — 20) + €.(2 — 20)dz = /ann e.(z — 20)dz,

IR™ IR™

y usando que |z — 20| < 974/1% + 13, obtenemos que

I+ 1o /12 + 12
f(2)dz] < 1+_12 i 2. ¢
o 28(114‘12)\/@4‘1%
— ' )
Como ¢ es arbitrario obtenemos una contradiccidn. [ |

Proposicién 3.2.1.
Sea [ : int(R) — C una funcion analitica, con R = [a,b] x [c,d|. Entonces existe F :
(a,b) x (¢,d) — C analitica tal que F' = f.

Observaciéon 3.2.1.
En realidad la hipdtesis que f sea analitica es mds potente que lo necesario, solamente nece-
sitamos que f sea continua y que fﬁ fdz =0 para todo R C R rectangulo.
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Demostracién:
Sin pérdida de generalidad supongamos que 0 € int(R). Consideremos la curva I,

. 2ARez si A e0,1/2]
7 Rez+ (22— 1)Imz si A € [1/2,1]

con el punto z € int(R). Definamos ahora

F(z) = /OZ flw)dw = : fw)dw.

Probaremos que F'(z) = f(z) es decir:

F hy— F
Desarrollando
h) — F(z) — d d
F(z 1 h)— F(2) /[ e /[ oy fO
entonces
F(z+h) - F(z) 1 B 1 B
) fa) =7 /[ IRRCRCTS /[ oy [~ fI0

Ahora sea h tal que si |w — z| < |h|, entonces |f(z) — f(w)| < € lo cual muestra:

F(z+h)— F(z) |[Reh| . |Imbh)|
: +1e —— <
‘ h Iz ||

- f(z)‘ <-
[ |

Nota. Los resultados vistos no solo sirven para rectingulos, tambien se pueden extender a do-
minios como discos.

Teorema 3.2.2.
Sea [ una funcion analitica en C y C una curva cerrada (o un rectdngulo), entonces:

/Cf(z)dz = 0.

Demostracién:
Sea F': C — C analitica tal que F’ = f, la cual existe por la proposicién anterior. Por la

Proposicién 3.1.5 tenemos que
/f(z)dz = /F'(z)dz = 0.
c c
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3.2.2. Foérmula integral de Cauchy

Sea f : 2 — C una funcién analitica con €2 un abierto que contiene al rectangulo R. Sea
a€Qyl'=0R. Definamos ¢ : 2 — C de la siguiente forma:

fR=fla)

DEERY 6 2 4 a,
o) =1 e 9F7

f'(a) si z = a,

la cual es claramente continua.

Proposicién 3.2.2.

/Fg(z)dz =0

Demostracién:
Distinguiremos tres casos.

Si a ¢ R concluimos usando el Teorema, (3.2.1).

Si a € intR, entonces dividimos R como en la figura y usando el Teorema (3.2.1) y la
continuidad de g concluimos el resultado.
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El caso a € &R es similar. [ |

Teorema 3.2.3. (Férmula integral de Cauchy)
Sea [ una funcion analitica en D(zo, R) y 0 <1 < R, entonces para |a| < r

1 f(z)
f(a)—% Cﬂdz’

conC—=re?, 0<0 < 2r.

Demostracion:
Como a ¢ C, por la Proposicion 3.2.2

JECE

/ngzldz*f(a)/Cziadz*QM'f(a).

es decir

Ejemplo 3.2.1.
Resolver las siguientes integrales utilizando la formula integral de Cauchy:

1.
/ V9 — 22dz
| z|=1
2. .
d
/|Z|1 22+ 2z -
3.
% sin 722 + cos wz?
dz
s (2= 1D(z—2)
Solucion:

1. Notemos que f(z) = zv/9 — 22 es analitica en D(0, 3), y aplicando la férmula integral de
Cauchy obtenemos que

/ f(z)odz — 27i f(0) = 2mi(0 - V9 — 02) = 0,

1%~

por lo tanto

/ V9 — 22dz = 0.
| z|=1
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2. La funcién f(z) = - la cual es analitica en D(0,2) y entonces
z+2

f(z) , . PN T
Kz|lz_0dz27mf(0)2mo+2m.

1
/ dz = mi.
| z|=1 Z2 + 2z

3. Primero veamos como podemos escribir ésto de una manera apropiada

sinmz® + cosmz®  sinwz® 4 coswz®  sinwz? + coswz?
(z—D(z—-2) (z —2) (z —1) ’

entonces si f(z) = sinmwz? + coswz?%, ocupando la férmula integral de Cauchy, tenemos

fhs sinwz® + coswz dz =2mi(f(2) — f(1)) = 27i(1 — (—1)) = 4mi.

(z—1)(z—2)

Analizaremos en més detalle la Formula integral de Cauchy

Teorema 3.2.4. (Desarrollo en serie de potencias)
Si [ es una funcion analitica en el disco D(zy, R), entonces

f(2) =) calz —20)"
n=0
con ¢, € C, para todo z en D(zo, R).

Demostracién:
Veamos el caso en que zo = 0,

a
= , Y tenemos ‘—‘ <1
z—a 2(1-9) 4 z

entonces

1 I o= /a\"
— ()

como la serie converge uniformemente en C podemos intercambiar la integral con la serie, luego

o g [TER () e gy (8 [ L

n=0
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los coeficientes fc an(i)l dz no dependen de a, con a € D(0,7),y con 0 < r < R, pero si podrian

depender de R, veamos que ésto no es asi

1 oo
— 5 n n) D )
f(a) o ;c a", Ya e D(0,r)

y sabemos que ¢, = w, y por lo tanto no depende de R. [ |

Corolario 3.2.1.
Sea [ : U — C analitica en U, entonces

1. fesC® enl.

o f™(0)

2. Si fes analitica en C, entonces el radio de convergencia de >, Z" es 00.

n!

Observacién 3.2.2.
Supongamos que f : Q — C es una funcion analitica, con 2 un abierto. Sea ahora zy €
Q, r € R tal que D(z,7) C R, sea a € D(z,7), y sea C.(z) = 20 + re®, 0 € [0, 27|

f(a)*i/c ) .

a 271 +(20) z—a

realizando el mismo procedimiento anterior

f(a) - i f(n)(!z()) (a - Zo)n, con M = 1 /C o Ldz

n nl 2w (z — z)"H!

y el radio de convergencia de la serie es > dist(zg, 082).

Proposicién 3.2.3. (Expansion de Taylor)
Sea f una funcion analitica en n dominio 2, y a € €2, entonces se puede escribir

FOa)(z = 0!
(n—1)!

f(z) = fla)+ flla)(z—a) + ... + +(z—a)"fu(2),

con f,, analitica en Q; y si [ es analitica en D(a,r), entonces para todo z € D(a,r)

1 fw
f“”zm[mew—@ww—wd’

méXJD(a,r) |f(w)|
r=lr —|z —al)

[fa(2)] <
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Demostracién:
Debido a el Corolario (3.2.1) f, es analitica, y por lo tanto

o) =g [ P,

270 J5p(ayy W — 2
ademas )
< fP(a)
flw) = x (w—a)* + (w = a)" fu(w)
k=0
por lo que
n—1
f(w) M) (w—a) T fa(w)
(w—2)(w—a)” <= K (w—2) w— z
integrando
n—1 (k) _ N\k—n
[ [0 gy §[ e, ) L),
é6D(a,r) (w - Z) (w - a)n E—0 é6D(a,r) k! (w - Z) é6D(a,r) w—=z
con lo que se concluye el primer resultado. La desigualdad queda propuesta al lector. [ |

Ejemplo 3.2.2.
Demostrar que Vn, k € N tales quen > k > 1,

n 1 1)"
_1 % (z+1) i
k 2mi Jp o 2R
donde I' C C\{0} es cualquier camino cerrado y simple que encierra al origen, y que se recorre
en sentido antihorario.

Solucién:
Considerando f(z) = (z + 1) tenemos que

W 100
-5
*ﬁﬁz

B 1 z+1
a 2_ zkt1
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Teorema 3.2.5. (Teorema de Morera)
Sea f: Q2 — C una funcion continua tal que VR C Q) rectangulo

J(z)dz =0,

IR

entonces [ es analitica en €.

Nota. Este teorema es muy potente en variable compleja, pues propone otra caracterizacion de
las funciones analiticas.

Demostracion:
Por la Proposicién (3.2.1) y la Observacion (3.2.1), existe una funcién analitica £ tal que
F' = f. Por el Corolario (3.2.1), tenemos que £ es C*°, por lo tanto f analitica. [ |

Corolario 3.2.2.
Sean f, analiticas en (2, tales que para todo K C € compacto, f, — f uniformemente en
K, entonces f es analitica en 2.

3.2.3. Principio de reflexién de Schwarz

Teorema 3.2.6.
Sea ) abierto y f : 2 — C una funcion continua en £ y analitica excepto posiblemente en
un segmento de linea. Entonces [ : 2 — C es analitica.

Teorema 3.2.7. (Principio de reflexiéon de Schwarz)

Supongamos que Q C Imz > 0, y QN {Imz = 0} = (a,b). Sea f : Q@ — C una funcién
analitica y continua en QU (a,b), tal que f((a,b)) C {Imz = 0}. Entonces podemos extender f
de manera analitica a QU (a,b) UQ* con O* = {z € C:z € Q}, de la forma

[ f(z) siz€QU(a,b)
f(z){ﬁ iz € QF

Demostracion:
La demostracion queda propuesta al lector.

Ejercicio 3.2.1.
Sea [ una funcion analitica en el semi-disco: |z] < 1, Imz > 0, tal que f(z € R) si |z| = 1,
Imz > 0. Demostrar que si definimos

[ fz) siz <1, Imz>0
(){f@) si|z| > 1, Imz >0

entonces g es analitica en el semi-plano superior.
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Ejercicio 3.2.2.
Sea f: D(0,1) — C una funcion analitica, continua en 0D(0,1) tal que f(z) € R en |z] = 1.
Probar que f es constante.

3.2.4. Los ceros de las funciones analiticas

Definicién 3.2.2.
Sea [ : Q — C analitica, y sea a € C tal que f(a) = 0. Diremos que el orden de a es n si
¥ a) =0, Vk <n, y f™(a) #0.

Proposicién 3.2.4.
Sea f : Q — C una funcion analitica, con Q un abierto conexo. Sea a € Q tal que f™(a) = 0
para todo n € N. Entonces f =0 en (2.

Demostracion:
Procedamos por contradiccion. Sea A = { z € Q |3z, }nen €T Q, f(2,) =0, 2, — 2,2, # 2}
Probaremos que A es abierto y que su complemento también lo es.

Probemos que A es abierto. Sea z € A, como f admite desarrollo en serie de potencias,
f(w) =0 VYw € D(z,r,), lo que implica que A es abierto.

Sea z € A€, entonces

0 p(n) (4
Fw) =S D 0y con fe(z) 20,

n!

lo que implica que f # 0 en D(z,7)\{z} con r suficientemente pequefio. Entonces A€ es abierto,
y como £ es conexo y A # ¢, con lo que concluimos que f = 0. |

Observaciéon 3.2.3.
Con esta proposicion, si [ es analitica y f Z 0 para algun z € €2, el orden de un cero queda
bien definido.

Definicién 3.2.3.
Sea zg un punto tal que f(z) = 0. Diremos que zg es un cero aislado si existe € > 0 tal que
f(2) # 0 para todo z € D(z0,)\{20}-

Proposicién 3.2.5.
Sea [ : Q2 — C una funcion analitica con 2 un abierto conexo. St 4z, — 2z € € tal que
f(zn) = 0 para todo n, entonces f =0 en €.
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Nota. Esta proposicion implica que los ceros de las funciones analiticas son aislados.

Proposicién 3.2.6.
Sea [ :Q — C una funcion analitica, con f(z) = 0. Entonces la funcion

fz) .
stz 2
g(z) Z/Z() ) f 0
[(z0) siz= 2,

es analitica. Mds ain, si el orden de zq es k, entonces

% stz # 2o
9(z) = F®(z)
k! stz = 2z,
es analitica.
Observacién 3.2.4.
St 21, 29, .., 2k SON ceros de f, con z1 # Zo # ... F 2z, entonces
o= Zl)(zf(zz)) (o—2r) st 2 ¢ {z1,22,. .., %}
f'(z1) s
z1—29 )21 —2 21—2 Stz — 21
g(z) = (=1 2)(1: 3) (21— 2k)
fz) Sz = 2k

(ze—21)(z—22) (2 —2K—1)
es analitica.

Teorema 3.2.8. (Teorema de Liouville)
Sea [ : C — C una funcion analitica acotada, es decir existe M > 0 tal que | f(z)| < M Vz €
C. Entonces f es constante.

Demostracién:
Dado que f es analitica

f(z) = Zoo: %z" con f(’Z!(O) = %m/ciiuﬁdw, C = Re”, 0 ¢ 0,2n].

Analicemos los coeficientes para n > 1,

27 0
S(Re®) |
‘/w"le ‘ /0 ' Whedl) =

Rn+1€z(n+l)0

27 0
f(ze?) o

0 RnJr ein@

por lo tanto

M 27 M R
—df = —— — 0.
‘/ wnJrl ‘ — 0 Rn Rn
, f(n)(o) _ . . —
Ast =——= =0 Vn > 1, lo que implica que f = 0. [ |
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Teorema 3.2.9. (Teorema fundamental del algebra)
Sea p(z) = 2"+ ap_12" 1+ ... +ao, un polinomio no constante con coeficientes en C, entonces
p tiene al menos una raiz en C.

Demostracion:
Supongamos que p(z) no tiene raices en C, entonces g(z) = ]ﬁ es analitica en C y acotada,

por el teorema de Liouville ésto implica que g(z) es constante, y por lo tanto p(z) también lo
cual es una contradiccion. [ |

Proposicién 3.2.7.
Sea f una funcion analitica en C tal que |f(2)] < A+ Blz|* con A, B > 0, k € N. Entonces
f(2) es un polinomio de grado < k.

Ejercicio 3.2.3.
y . 1
Sea f una funcion analitica en C tal que |f(2)| < A+ B|z|2, probar que f es constante.

3.3. Aplicaciones a la Formula integral de Cauchy

3.3.1. El teorema del mdédulo maximo
Teorema del médulo maximo

Teorema 3.3.1. (Teorema del médulo méximo)
Sea [ : Q — C una funcion analitica, tal que f no es constante, entonces |f| no tiene
mdximos locales en 2.

Demostracion:
Sean 2 € Qy d >0, yseaC =z +ee? 0 |0,2n] con ¢ < §, entonces
1
o) = = [ L
27t Jow — 2
1 27 )
= — f(z +ee®)do.

2r Jo
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Nosotros sabemos que

1 27 )
uww—/fvwwﬂ
27 | Jo
1 27 )
< — |f(z + ce®)|do
2m Jo
< 4 W0y
< og[lo&g;]lf(z%e )|

Tenemos ahora dos posibilidades, |f(z)] < maxg |f(z + ce?)| o |f(2)] = méxg |f(z + €€®)], si
ocurre lo segundo tendriamos que

1

1 2 5 [ 168G+ et — 17 = 11+ ).

Si el teorema no se tuviera tendriamos que 36 > 0 tal que D(z,0) C Qv [f(2)] > |f(w)]
para todo w € D(z, 5) Sea 0 < £ < &, por lo antes visto tenemos dos posibilidades, 36* tal que
1f(z +ee?)| > |f(2)] o |f(2)] = |f(z + ce)| VO, lo primero no se tiene por la suposicién que
hicimos de que |f(z)| > |f(w)], entonces | f(2)| = |f(z + )| y como ¢ es arbitrario tenemos
que |f(z)| es consante en D(z,0), queda propuesto para el lector probar que si |f| es constante
en D y f es analitica, entonces f es constante en D, por lo tanto f es constante en €2, lo cual es
una contradiccion. [ |

Corolario 3.3.1. (Principio del médulo minimo)
Sea [ : Q — C una funcion analitica no constante, entonces | f| no tiene minimos locales a
menos que 3z € Q tal que f(z) = 0.

El lema de Schwarz

Teorema 3.3.2. (Lema de Schwarz)

Sea [ : D(0,1) — C una funcion analitica tal que |f| < 1y f(0) = 0, entonces | f(2)| < ||
y | f(0)] < 1, mds aun, si se tiene la igualdad en cualquiera de estas desigualdades, entonces
f(z) = ¥ para algin 0.

Demostracion:
Sea g(z) = @, la cual es analitica en D(0, 1), supongamos que g no es constante. Sea
20 € D(0,1) arbitrario. Por el teorema del médulo méaximo méx,cp(o,) |g(2)| se alcanza en la

|f|(j)| para un Z € 0D(0,r), lo
que implica que |g(z)| < * y como r es arbitrario [g(zo)| < 1 es decir | f(z0)| < |2o| y [f/(0)] < 1.

frontera 0D(0,7). Tomando r cercano a 1, obtenemos |g(zo)| <
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Si g fuera constante, g(z) = ¢, entonces f(z) = cz, con ¢ < 1.

Si para algin z € D(0,1) tal que |f(z)| = |z|, entonces |g| alcanza su méximo en el interior,
lo que implicaria que g es constante, y entonces g(z) = e®. [ |

Gracias al teorema del médulo maximo y al lema de Schwarz, se tienen diversas aplicaciones,
varias de las cuales mencionaremos.

Proposicién 3.3.1.
Sea f : D(0,1) — D(0,1) una funcion analitica biyectiva con f~' : D(0,1) — D(0,1)
también es analitica y que cumple f(0) = 0, entonces f(z) = €“z para algin 0.

Demostracién:
Por el lema de Schwarz tenemos que | f(z)| < |z| Vz € D(0,1) y |f~Hw)| < |w| Vw € D(0,1),
tenemos que [w] = | f(f 7 (w))| < [f7H(w)] < Jw| = |/~ (w)] = [w].

Andlogamente tenemos que |f(z)| = |z| y por el lema de Schwarz f(z) = 2. |
Proposicién 3.3.2.
Sea [ : D(0,1) — D(0,1) una funcion analitica biyectiva con inversa analilica, y sea
o € D(0,1) tal que f(a) = 0, entonces f(z) = e? (=2).

1—-az

Demostracién:
Sea g(z) = £=2, entonces la funcién f o g=': D(0,1) — D(0,1)es analitica biyectiva con

inversa analitica, y cumple que f o g=*(0) = 0. Por la Proposicién (3.3.1) se tiene que

fog l(z) = e“z es decir f(z) = fog Hg(z)) = e?g(z) = ( z—a > |

1—az
Ejemplo 3.3.1.

1. Sea f : C — C una funcion analitica tal que |f| = 1 en 8D(0, 1), probar que f(z) = ¥ 2"
para algin n € N.

2. Sea [ : D(0,1) — D(0,1) una funcién analitica tal que f(3) = 0, encontrar la mejor
cota para ‘f(%)‘
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Solucion:

1. Por el teorema del médulo méximo si f no es constante, entonces f : D(0,1) — D(0, 1).

Sean ahora aq, ag, ..., &y los ceros de f en D(0,1) contados con su multiplicidad. La
funcién <f__§:“z tiene médulo 1 para |z| = 1, y la funcién g(z) = % es analitica
k=1 1—apz

en D(0,1), g(z) #0en D(0,1),y |g| = 1 en dD(0, 1).Entonces, por el teorema del médulo
méximo, |g(z)| < 1 en D(0,1), y como g(z) # 0 por el principio del médulo minimo
| g(2)] > 1 en D(0,1), con lo que tenemos que g(z) = e® para algin 6. Luego

f(z) = e""k]ﬁ[1 ( — > Vz € D(0,1).

Ahora supongamos que existe algun k tal que 1 < k <ny a4 # 0. Si fuese asi tendriamos

que el radio de convergencia de la serie de f en torno a cero deberia ser
min {‘ 071]‘ : 1< j<ny a; #0} lo cual contradice que f sea analitica en C. Por lo tanto
ar =y =...=a, =0, yasl f(z) = ez O

2. Consideramos

f(z)
2=\~
2
(1)
Como g : D(0,1) — D(0, 1), tenemos que ‘g(%)‘ < 1y entonces

/()=

La cota es éptima pues si tomamos la funcién f(z) = <

g(z) =

3_ 1
1~ 2

3
1_4

2
=

1
2

o] —

z—

1—z

>1a cota se alcanza.

ML

Ejercicio 3.3.1.
Probar que las tinicas funciones analiticas biyectivas que llevan Imz > 0 a D(0,1) son de la
forma

Z—

h(z) = ¢ (z - O‘) a € {Imz > 0},

El Teorema de la Aplicacién Abierta

Teorema 3.3.3. (Teorema de la aplicacion abierta)
Sea f:U — C una funcion analitica no constante, conU. Si Q CU abierto, entonces f(£2)
es abierto.
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Demostracién:

Sea a € €, debemos demostrar que 3¢ > 0 tal que D(f(a),e) C f(£2). Sea 6 > 0 tal que
D(a,0) C Q2 y consideremos f(z) — f(c). Consideremos 1 = mingp(as) | f(2) — f(a)|, tomando
0 suficientemente pequetio, > 0 pues los ceros de las funciones analiticas son aislados. Para
w € D(f(a), %), queremos demostrar que existe z € D(w,d) tal que f(z) = w. En 0D(«,9),

[f(2) —w| = [f(z) = f(e)| = |[(a) — w]

) —
n
2

oS 3

Por otra parte si z = «, |f(a) —w| < %, pues w € D(f(), %), pero min |f(z) —w| > % en la
frontera, luego por el principio del médulo minimo la funcién tiene que anularse en algin punto,
es decir, 3z € D(a, ) tal que f(z) —w = 0. [

Corolario 3.3.2.
Sea [ : Q2 — U una funcion analitica biyectiva, entonces [~1 es continua.

Ejercicio 3.3.2.

(a) Sea funa funcion analitica y no constante en S, y sea T = f(S). Demuestre que si f(z)
es un punto de la frontera de T, entonces z es un punto de la frontera de S.

(b) Demuestre que el reciproco es, en general, falso. Para ello considere, por ejemplo, la funcion
f(z) = 2% en la region

S={2€C: |z|<1, Rez>0}U{z€C: |z] <2, Rez <0}.



Capitulo 4

Funciones Meromorfas

En el siguiente capitulo extenderemos la nocién de desarrollos en series para funciones mas
generales que las enteras y comezaremos el analisis de estas.

4.1. Dominios simplemente conexos

Definicién 4.1.1.
Diremos que D es una region o dominio en C si D es un abierto conexo.

Definicién 4.1.2.
Sean Yo,71 : [0, 1] — D dos curvas cerradas rectificables en una region D. Se dird que o es
homdtopa a y1 en D si existe una funcion continua 1" : [0,1] x [0,1] — D tal que

{F(s,or%(s) y Tis,1)=mls) Vselo1 1)
r,t)=1I(1,t) Vtelo,1]. '
Denotaremos vyg ~ 1.

Proposicién 4.1.1.
La relacion vg ~ 1 define una relacion de equivalencia.

Demostracién:

Es claro que 7y es hométopa a si misma. Si v9 ~ v y ' : [0,1] x [0,1] — D satisface la
condicién (4.1) entonces basta definir A(s,t) = I'(s, 1 — ¢) para ver que 71 ~ 7. Finalmente si
Yo~my e~ v con 'y A satisfaciendo las condiciones (4.1) respectivamente para cada una

65
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de las relaciones, entonces definimos

con lo que vy ~ 7o.

Teorema 4.1.1.
St o y 1 son dos curvas cerradas rectificables en una region D y ademds Yo ~ 71, entonces

[]

para toda funcion f analitica en D.

Demostracién:

Sea I = [0,1] y I' : I? — D la funcién dada por (4.1). Puesto que I' es continua e I?
es compacto tenemos que I' es uniformemente continua y I'(1?) es un compacto en D. Sea
r = dist(T'(I?),C\ D) y sea n € N tal que si (s — s')? + (£ — t')? < 4/n* entonces

IT'(s,t) —T'(s', )| < r.

Denotemos K
Z]kr<lv_>7 0<]7k<n y
n'n
7+ 1 k k+1
Jj,k: {lv‘i} X |:_7 il }7 Oéjvkén
n.n nn

Dado que el didmetro de J; . es v/2/n, se sigue por la continuidad de T que T'(J; ) C D(Z; ;7).
Llamemos P;; al camino poligonal cerrado de vértices Z; i, Zj1k, Zik+1, Ziv1,6+1 y dado que
los discos son convexos, Pjr C B(Z;g;r).
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Pero por el Teorema (3.1.3)

/P ) =0 (4.2)

para toda funcién analitica en D. Sea (), el camino poligonal cerrado de vértices Zg j, Z1 k.- s Zn -

Mostraremos que fvo f = fQO f=..= an f . Para ver que fvo f = fQO f notemos que si
oi(t) = v(t) parat € [j/n,(j+1)/n| entonces o+ [Z;11.0, Zjo] ( €l 7+ indica que o; es seguido
por el poligono) es una curva cerrada rectificable en el disco D(Z;;r) C D. Asf

[ o
o [Z5+1,0,Z;0] [Z50:Zj+1,0]

Sumando a ambos lados de la ecuacion sobre 0 < 7 < 7 se tiene fvo =1/ o,/ v similarmente

fyl f= an'

Nos falta ver que ka f= ka+1' Para eso ocupemos la ecuacién (4.2), la cual nos entrega

0= ni/P f. (4.3)
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Debemos observar que la integral [ P [ incluye la integral sobre el trazo [Z; 11k, Zj411k41] que
7

es el opuesto a la integral sobre [Z;11 k11, Zj+1] que es parte de la integral fP'+1 , f. Asi
7 3

Z()k =T (0, E) =T (1, E) - an7
n n

con lo que [Zp k11, Zok| = —[Z1k, Z1,k+1]- Tomando en consideracién las cancelaciones producidas
por el efecto anterior, la ecuacién (4.3) queda como

Ll

lo que completa la demostracién.O
Nota:
A partir de este momento D denotard una region.

Definicién 4.1.3.
Sea v una curva rectificable en D. Diremos que vy es homdtopa a cero (v ~ 0) siy es homdtopa
a una curva constante.

Definicién 4.1.4.
Un dominio D se dird simplemente conexo si para toda curva cerrada vy en D se cumple que
v~ 0.

Teorema 4.1.2. (Teorema de Cauchy)
St D es simplemente conexo y v es una curva cerrada rectificable, entonces

fo-

para todo funcion analitica f.

Demostracion:
Directa ocupando el Teorema 4.1.1.0

Corolario 4.1.1.
St D es simplemente conexo y f : D — C es una funcion analitica en D entonces f tiene
primitiva en D.

Demostracién:
Sea a € D fijoy z € D. Como D es conexo existe una curva vy que une los puntos a y z.
Definamos

F(z) - / fw)dw.
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Notemos que F estd bien definida, es decir, que es independiente del camino escogido. En efecto,
si 1 ¥y 72 son dos caminos que unen a con z, entonces I' = ;3 — 2 es una curva cerrada y por
el teorema 4.1.2

/Ff(w)dw =0 por lo que /71 fw)dw = /72 f(w)dw.

Dado que F' es analitica, se procede como en la demostracién de la propsicion eqrefexistencia
de primitiva para mostrar que F’'(z) = f(z0), lo que prueba el resultado.0

Ejemplo 4.1.1.

Sea D simplemente conezo y [ : D — C una funcion analitica tal que f(z) # 0 para todo
z en D. Entonces existe una funcion analitica g : D — C tal que f(z) = expg(z). Ademds si
20 € D ye* = f(z), podemos escoger g tal que g(zo) = wo.

Solucion:
Dado que la funcién f no tiene ceros se tiene que [’/ f es analitica en D y por el corolario anterior
posee una primitiva g;. Sea h(z) = exp ¢1(z) analitica que nunca se anula. Es facil probar que
f/h es constante por lo que
flz) = ced1(?) — ploi(2)+e]

para alguna constante ¢’. Llamando ¢(z) = ¢1(z) + ¢ + 2mik para un k apropiado, tendremos
que g(zg) = wo.

Ejercicio 4.1.1.

1. Sea D una region y sean 01,02 : [0, 1] — D curvas constantes o1 = a, oo = b. Muestre que
sty es una curva cerrada rectificable en D y v ~ o1 entonces v ~ ao. Hint: Conecte a y b
POT UNG CUTVA.

2. Sea y(0) = 0e® para 0 € (0,2x| y v(0) = 47 — 0 para 0 € |2, 4x]. Fvalie

/ dz

2 2

o 1

3. Sea D simplemente conexo tal que no contiene al origen. Pruebe que existe una funcion

inyectiva y analitica [ tal que f'(z) = 1/z.

4.  Muestre que en dominios simplemente conexos que no contienen al origen se puede definir
la funcion z°.

Ejercicio 4.1.2. Calcule las integrales de Fresnel

o0 o0
/ cos x2dx / sin z2dx
0 0



CAPITULO 4. FUNCIONES MEROMORFAS 70

Hint: Considere un sector angular de dngulo /4, la funcion e’ y recuerde la siguiente desigual-
dad

2
sinf > —0 V60e|0,n/2].
T

Ejercicio 4.1.3. Fvalué la siguiente integral

/ e cos(2a\z)da.

0

—Az

Hint: Considere la funcion f(z) = e ’ y un rectangulo de altura o.

4.2. Series de Laurent

Definicién 4.2.1.
Diremos que

Z Mk — L7
k=—o0

sty sdlo st las series Y oo bks Y poq M-k convergen a Lt y L™ respectivamente y se tiene que
Lt+ L~ =1L.

De esta forma, trataremos de definir una funcion analitica de la siguiente forma
o

Z cr(z — a)F,

k=—o00
donde a € C es un punto dado y (cx)rez es una familia de nimeros complejos indexada por
los enteros. Observemos que a diferencia de una serie de potencias, en esta representacion,
denominada serie de Laurent, intervienen tanto potencias positivas como negativas de (z — a).
Para esto analicemos el comportamiento de la serie en un anillo.

Proposicién 4.2.1.

Sea
o0 o0 o0
g ckzk = g ckszr g c_kz_k
k——o0 k=0 k—1
y sean
1
R = = - ,
limsup,, ., ¥/|cx|
1
Ry =

limsup,,_.. ¥/]c—n|

Supongamos Ry, Ra > 0, entonces
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1. Si1/Ry > Ry, entonces la serie no converge en ningun abierto de C.

2. 8i1/Ry < Ry, entonces la serie converge en el anillo 1/ Ry < |z| < R;.

3. Si1/Res =0, Ry = o0, entonces la serie converge absolutamente en C\ {0}.
Mds ain, si se satisface (i) o (ii) la funcion f(z) = >0 __ ckz® es analitica en el anillo
1/R2 < |Z| < Ry

La demostracion queda propuesta para el lector.

Definicién 4.2.2.
Llamaremos parte principal de la serie de Laurent a

P(z) = Z c_pz "
k=1

Nota:
Denotaremos por A, »,(20) al anillo r; < |z — 20| < ro.
El siguiente teorema muestra que las funciones analiticas poseen una representacion en serie de
Laurent.

Teorema 4.2.1. (Teorema de Laurent)
Sea f una funcion analitica en A,, .,(20), entonces f admite la representacion

en Ay s (20)-

Demostracion:
Sin perdida de generalidad tomamos z; = 0. Consideremos la funcién analitica

gtwy = 1 =IE 0,

y el camino I'* = C§ — C + I'] — I';, como se indica en la figura.
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Dado que g es analitica y I'* esta contenido en un dominio simplemente conexo, se tiene que

| stwidw 0.

Es facil ver que tomando € — 0 se tiene que

/ gl - / gty =0,

donde los circulos C7,Cy estan orientados en sentido antihorario. Desarrollando la expresion
anterior obtenemos que

de — de =0 de donde

Co w—z c w—z

fomzte= [t 10| oot [ =]

Como
1 :
/ dw =271 y
Co w—z
1
/ dw = 0,
1 w—z
entonces
2rif(z) = (w) dw — (w) dw.
Co w—z cq w—z

Ahora bien si w € Cy existe § > 0 tal que |w| > |w| — & > |z|, luego

1 11 1 o=/ z\"
w—z@l—z/w@%(@) '
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Dado que la convergencia en el interior es uniforme, se puede concluir que

oo [ S

De manera andloga, si w € C] existe ¢ tal que |w| < |z| — § < |z], luego

cy W

r -1 *—1 1 —1 < )n
w—2z z—w Z l—w/z g = \z)

de donde

Clw_

— w)w™dw
;szrl le(

y asi

nJrl

2rif(z Z / f(w

Es claro que la representaciéon es independiente de las curvas escogldas, dado que f es analitica
en el interior del anillo.

Encontraremos una formula explicita para los coeficientes de la serie, con lo cual queda tinica-
mente determinada la expansion. Si

o0
z) = Z cpz”

k=—o00
o
— g cpztt
k=—o00

entonces integrando en un circulo centrado C, se concluye que

2m'c_n_1*/f(z)z"dzﬂ
c

Ejemplo 4.2.1.

Calcule la serie de Laurent de f(z) = s en |z| > 1.

(1+ %)

Solucion:
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Consideremos w — z2, luego

1 d 1
(1+w)? dw 1+ w

T =)
i ()
CEnE)

k=0
o0

= > (k+1) (%)HQ.

k=0

Volviendo ahora a la variable z

Ejemplo 4.2.2.
Encuentre la expansion en serie de Laurent de f(z) = ﬁ en

1. {zeC:0< |z <1}.
2. {zeC:0<|z—-1| < 1}.
3. {ze€C: |z > 1}.

Solucion:
Desarrollaremos el segundo caso, los otros quedan propuestos. Tenemos que
I T |
(1—2) 2z 1-—2z
-1 1
RS E
1 -1

z—1 P
= Y (=DHE-D

la cual converge en anillo deseado.
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4.3. Clasificacion de singularidades

Definicién 4.3.1.
Sea [ analitica en D(0,1) \ {0}, cuya representacion en serie de Laurent estd dada por

0

f(z) = Z crz”.

n——oo

Diremos que

1. 0 es singularidad removible si ¢, = 0 para todo k < —1.
2. 0 es polo si existe N € N tal que c_, = 0 para todo k > N yc_ny = 0.

3. 0 es singularidad es esencial si existe n, — oo tal que, c_,, # 0.

Definicién 4.3.2.
Una singularidad zo de f se dice aislada st existe v > 0 tal que zy es la unica singulridad de
[ en D(z,7).

Ejercicio 4.3.1.
Sea [ analitica en Q = D(z,d) \ {20}, entonces zq una singularidad removible sty solo si existe
una funcion analitica h en D(zq,0), tal que hlqg = f.

Proposicién 4.3.1.
St f tiene una singularidad aislada en zy y

lim (z — %) f(2) = 0,

Z—Z0

entonces la singularidad zy es remouvible

Demostracién:
Sea

o) = {<z ) s A

0 siz= 2
la cual es continua en D(zg,7) y analitica en D(z,7) \ {20}. Debido a que g(z) = 0 se tiene que

9(2) = (2 — 20)h(2),

con h(z) analitica en D(zg,7), con lo que se concluye

Wz) = [(z) V27 2,

por lo que zy es singularidad removible.O
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Ejemplo 4.3.1. Pruebe que una singularidad aislada de f no puede ser polo de e .

Solucién:
Sea zp la singularidad, r > 0 tal que en f es analitica en 2 = D(0,7) \ {20}. Analicemos por
Casos.

1. Si zg es removible, entonces existe ¢ analitica en D(0,7) tal que glg = f. Luego es facil
ver que e9 es analitica en D(0,7) y se cumple que ef|q = ¢’.

2. Si z es polo de orden m. Razonemos por contradiccién, es decir, supongamos que e/ tiene
un polo de orden m'. Sabemos que cerca de cerca de 2, la funcién ef se comporta como

fz) = —

(z — 20)™

h(z),

donde h(z) es una funcién analitica. Llamemos g(z) = e/¢*) y tomemos derivada logaritmi-
ca. Por un lado tenemos

Jz) O
9z o
= 1.

Ahora, si consideramos la formula explicita para ¢ se tiene que
h(z m'h(z
() _whi)

z—20)" (2 —2z)t

g(z):(

de modo que

=W (z)+m'(z—z)"",

lo que nos entrega una férmula para comparar f'(z).
Ahora bien f(z) se comporta como (z — z9)~™ y por lo tanto f/(z) se comportara como
(2 — 20) ™D asi, igualando los ordenes de los polos, se concluye que

m+1l=1=m=0,
lo cual es una contradiccién. Por lo tanto e/ no puede tener polos.

3. La demostracion de este caso es andloga a la anterior. Se le sugiere al lector completar los
detalles.

Teorema 4.3.1. (Teorema de Casorati-Weierstrass)
St [ tiene una singularidad esencial en 2y, entonces Vo > 0 el conjunto

{/(2) : 2 € D(20,0) \ {20}}

es denso en C.
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Demostracién:
Razonemos por contradiccion. Sea d > 0 y supongamos que existe w tal que

|f(z) —w| >n Vze D(2,0)\ {2}

De esta forma la funcién g(z) = m resulta ser analitica en D(zg,0) \ {20} v acotada en z,
por lo que puede ser extendida a D(zg, d). Despejando de la ecuacién anterior f(z)

F&) = wt —= = () = WL

De esta forma, si g(zg) # 0, entonces zg resulta ser una singularidad removible y si g(z)= 0,
entonces zp es un polo de f, lo cual contradice que zp es una singularidad esencial de f.O

Ejemplo 4.3.2. Encuentre la imagen de f(z) = e=.

1/z

Solucidén: Al resolver w = e'/*, obtenemos

L tog(lw)) + iArg(w) + 2kri,
z

lo cual define una secuencia

1
log(|wl]) + iArg(w) + 2kmi’

Zk

expresion que tiende a 0 cuando k tiende a infinito. Escogiendo ¢ adecuadamente tendremos que
{e¥7:0 <|z| <6} =C\ {0}

Ejercicio 4.3.2. Sea {2,},y una secuencia en = D(z,1) \ {20}, que converge a 2o, y sea
[ Q\A{z},en — C, tal que z, es un polo de f para todo n. Demuestre que el conjunto

{f(z) |z € Q\ {zn}neN} es denso en C.

Ejercicio 4.3.3. Sea g : C — C analitica. Demuestre que g(C) es denso en C.
Hint: Demuéstrelo si g es un polinomio. Para el caso general considere la funcion g(1/z).

4.4. Teorema de los residuos y sus consecuencias

Definicién 4.4.1.
Sea v una curva cerrada rectificable y a & . Se define el indice de v con respecto a a como

1 1
n(vy,a) = — / dz.
vy

27 Z—a
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Nota:
Intuitivamente, el indice representa el nimero de vueltas que recorre 7y en torno a a.

& )

Proposicién 4.4.1.
Para todo z € C se tiene n(vy, z) € Z.

Demostracién:
Por el Teorema (3.1.3) nos reducimos al caso de una curva diferenciable por pedazos.
Sea 7 : |a,b] — C una parametrizacion de la curva. Por definicién se tiene

R A
n(%z)2—m/a Wdt.

h(t) = / %ds,

la cual resulta ser continua, con h(a) = 0y A’ continua por pedazos. Consideremos

Sea ahora

L0010 —2) = KD O60 ~ 2) e O (1)
_ ﬂe—h(t) IR
- e 0nm -+

= 0.
De esta forma concluimos que e~ (vy(t) — z) es constante en [a,b], es decir
e "D (y(t) — 2) = ¢
Evaluando en ¢t = a, se tiene que ¢ = y(a) — z y luego evaluando en b

o~ h®) _ v(a) — 2 1

Y(b) — 2
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pues y(a) = v(b) por ser una curva cerrada. Finalmente se concluye que h(b) = 27wik, k € Z, lo
cual imlica que n(y,z) € Z.O

Propiedades:
A continuacién se listaran algunas propiedades del indice.

1. n(—=v,2) = —n(vy,2).

2. Siy=m+72+ . + v, con y; cerrada y orientada consistentemente, se tiene que

n

n(y,2) =Y nly,2).

i=1
3. n(y,2) es constante en cada componente conexa de C\ {7}.

4. Si~ C D(0, R) entonces n(y, z) = 0 para |z| > R.

Demostracion:

Las propiedades 1) y 2) se dejan propuestas al lector.
Demostremos 3). Para eso, bastara mostrar que n(7, z) es continua como funcién de z. En efecto,
si y(t) es una parametrizacién de 7, se tiene

1 1 1

) - nlrw) = oo [ -

P 0 —w)
- / G0 — 200 —w) ™

Asi, dado € > 0 existe 0 tal que si |z — w| < §, entonces

(n(y,2) = n(y,w)) <e,

por lo que el indice resulta ser continuo en cada componente conexa.
Para 4) basta notar que

es analitica en D(0, R), por lo que se tiene que

1
/ dw = 0.0
LW Z
Ejercicio 4.4.1.

Muestre que hay solo una componente conexa de C\ v que es no acotada.
Hint: Use la esfera de Riemann y la proyeccion.
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Proposicién 4.4.2.

Sea v una curva cerrada que no pasa por cero y sean z1, Z2 € 7. Denotamos por vy el arco de
v que va de z a z2 (en la direccion dada por ) y ve al arco en la direccion de v que va de zo a
z1. Supongamos ademas que z; € Im(z) < 0y zo € I'm(z) > 0. Si v no toca el eje real negativo
Y 2 no toca el eje real positivo, entonces n(y,0) = 1.

Definicién 4.4.2.
Una curva continua, simple y cerrada se dice una curva de Jordan.

Teorema 4.4.1. (Teorema de las curvas de Jordan)
Sea v una curva de Jordan, el conjunto C\ v tiene exactamente dos componentes conexas,
con vy su frontera comin. Una de estas componentes es acotada y la otra es no acotada.

Observacién 4.4.1.
El teorema anterior es un resultado profundo de la topologia y su demostracion escapa la natu-

raleza de este apunte. De todos modos, se puede consultar por la demostracion en P.S. Aleksan-
drov ”Combinatorial Topology” Vol.1, Graylock Press, Rochester, N.Y.(1956), Chap.2.

Definicién 4.4.3.
Sea [ una funcion analitica en D\ {z1,...,2,}. Para la singularidad z, consideramos la
expansion en serie de Laurent en torno a zx de f

Definimos el residuo de f en zp como

Res(f,z) = c*,.

Teorema 4.4.2. (Teorema de los residuos)
Sea [ analitica en D\{z1, ..., zr} con D simplemente conexo y{z1, ..., 2z} singularidades aisladas.
Sea v una curva cerrada en D tal que z; &€ v Vi = 1,...... k, entonces

/f(z)dz = 271 Zn(% zi)Res(f, ).

Demostracién:
Sea

Pi(z) =) (z—z)™



CAPITULO 4. FUNCIONES MEROMORFAS

81

la parte principal del desarrollo en serie de Laurent en torno al polo z;, la cual converge uni-

formemente en compactos de D \ {z;.....z,}. Consideremos ahora

9(z) = f(2) — Pi(2) — Pa(z) — ... — Pi(2),

definido en D \ {z1......25 }. Cerca de z;, f se escribe como

f(z) = Pi(2) + > _di(z

Luego reemplazando esto en g tenemos

g(z +ZCZL z—z)" ZPj(z).
n=0 =0

Asi {z1, ..., 2z} resultan ser singularidades removibles g, por lo que f g(z)dz = 0. Més explicita-

mente

/7 [z — Z / Py(2)dz

= ZZ /z—zj ) "dz

jan

B SR
j=1

k
= 27 Z n(vy, z;)Res(f, z).0

=0
Observacion 4.4.2.
Stz es un polo de f de orden n, entonces

multiplicando por (z — zx)"

(z—z)"f(2) = cnt .. c_1(z — Zk)n_l + Zcz(z - zk)l

dn—l
= lim
z—zp dZn_

(2 — zk)"f(z)} = (n—1)!Res(f, z).

Luego hemos encontrado una formula alternativa para el residuo

dn—l

Reslf, 1) = oty i | 2= ).
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Ejemplo 4.4.1.
Calcular los residuos de

Solucion:
Para el primer caso, notemos que la funcion tiene polos simples en 4 y uno doble en 0. Ocupemos
la férmula (4.4)

1
n Ny .
es(f>1) Z1E(z Z)z2(z +1i)(z —1)
U
o 2(2) 2
El caso del polo —i lo dejamos propuesto. Veamos el polo doble
,od o, 1
festh0) = M 2wy
i d 1
= lim————
2—=0dz (224 1)

= 0.

Encontremos ahora el residuo de f(z) = m El caso de los polos simples k € Z\ {0} se reduce
f polo z = 0 de orden 3, para esto encontremos el

a un calculo similar al anterior. Calculemos e
coeficiente c¢_; de la expansion en serie de Laurent de f. Dado que 1/sin z tiene un polo simple

en 0, se tiene que

1 1 a_—1
SO :—2<—+a0+a1z+ ..... ),
zesinz  z z

por lo que ¢_; = a;. Por otro lado

1
- sinz —1
sin z
(a‘1+ +taz+ ) G 1
— tagtarz+ ... ==+ —=—..) =1
z o 3! 5!
De aqui se concluye que
a_
a_1:1, a0:0, 3—!1+a1:0,

y por lo tanto a; = 3T

En resumen

Res(f,0) = é
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Ejercicio 4.4.2. Paran € N encuentre el residuo de (1 —e™*)™" en 0.

Teorema 4.4.3. (Teorema de Cauchy para la derivada)
Sea [ analitica en D simplemente conexo y sea vy una curva cerrada. Sea z € vy, entonces

f(k)(z)n(%z) = 2]{;—7;2/ (w i(;l)jzkﬂ)‘

Demostracién:

Notando que z es un polo de orden a lo mas k + 1 de %, se tiene que

f(w) 1, df 1 f(w)
RGS (r%,fé’) — H}ulir,lz @(w — Z)kJr W_iqj)kﬂ
e
K
y luego .
[fz) 1 fw)
n(7, z) X %/y(w_z)nJrlD

Ejercicio 4.4.3. Sea vy una curva cerrada y ¢ : v — C continua. Sea D = {z € C\ v : n(y,z) = 1},

entonces .
16 = 5m [,

27 w— Z

es analitica en D. Encuentre ademds las derivadas.

Definicién 4.4.4.
Se dice que una funcion [ es meromorfa en D, si f es analitica en D salvo en un conjunto
de polos aislados.

Observacion 4.4.3.
El hecho de que los polos sean aislados exige que el conjunto de ellos sea a lo mas numerable.

Teorema 4.4.4.
Sea D simplemente conexo y f: D — C meromorfa. Consideremos una curva cerrada vy que
no contiene a los polos ni a los ceros de f, entonces

LI S ) = 3 ),

5
i)y T (2) Zn(f) P~(f)

donde los ceros (Z,(f)) y los polos (P,(f)) se cuentan con multiplicidad.



CAPITULO 4. FUNCIONES MEROMORFAS 84

Demostracién:
Consideremos g(z) = £ ( ) que tiene singularidades aisladas en los ceros y en los polos de f.
Sea a un cero de f de orden k, luego en una vecindad de a

f(z) = (z—a)h(z) porloque f'(2)=k(z—a)* h(z)+ (z —a)*h(z),

donde h(z) cumple que h(a) # 0. Dividiendo

k(z—a)*"'h(z)  M(2)(z—a)*

9(z) = (z — a)kh(z i h(z)(z — a)*
1 ()
= kz S + h(Z) ’

por lo que Res(g(z),a) = k. Para un polo b de orden m se procede de manera andloga y se
tendra,

—m(z —b)alz)  d(z)(z—-b)™™

9C) = L Tt =D
1 o (z)
z—b  az),

donde «(z) es analitica y a(b) # 0. Asi Res(g(z),b) = —m, lo que concluye el resultado.O

Definicién 4.4.5.
Una curva cerrada v se dice regqular si para todo z € C

n(v,z2) =0 o n(y,z)=1.

Corolario 4.4.1. (Pincipio del Argumento)
Sea f analitica en D simplemento conexo y sea 7y una curva cerrada reqular tal que no contiene

los ceros de f, entonces )
1 f'(z),

donde Z(f) denota el nimero de ceros de la funcion .

Observacion 4.4.4.
Una interpretacion poco rigurosa, pero intuitiva del corolario anterior es la siguiente

L[ f(?) 1
5. 0 2= 5 [log f(b) —log f(a)].

la cual se conoce como principio del argumento. En forma mas cologuial diriamos que el nimero
de veces que se esta sumando 2wt es el numero de ceros. Fquivalentemente, este hecho resulta
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de una transformacion

L) 1w
Lt - ] o
1 dw
omi Jp w
= n(Il',0),
donde I es la curva f(y). Fs decir, el numero de ceros es el nimero de vueltas de nuestra nueva
curva alrededor de 0.

Veamos mas aplicaciones y consecuencias del Teorema 4.4.2.

4.4.1. Funcion inversa

Nos proponemos en esta subseccion encontrar la funcién inversa (condiciones y férmulas) de una
funcién analitica f.

Proposicién 4.4.3.
Sea [ analilica en una vecindad de zo con [f'(z0) = 0, entonces [ no es inyectiva.

Demostracién:
Supongamos que f*)(z) = 0y f&H)(29) £ 0y sea wy = f(20). Sea ¢ > 0 tal que

f(z)—wo #0 V z € D(29,¢) \ {20},

y consideremos v = dD(zp,€). Por un lado tenemos que

LY@ -y

2mi 5 J(z) —wo

Consideremos ahora I' = f(7), entonces existe § > 0 tal que si |w — wy| < § entonces n(I', w) =
k, es decir

n(l,w) =k L[ Mdt

— Z(f(z) - w).

Para que todos los ceros de f(z)—w sean simples, basta tomar una vecindad de zg suficientemente
pequena tal que f'(z) # 0 en D(zg,¢) \ {z0}.0
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Teorema 4.4.5.
Sea [ analitica e inyectiva en D(z,€) y v = 0D(z0,€). St g es una funcion analitica en C,
entonces

1 /'(z)

omi Vg(z)f(z) —w
donde w € D(wqg,d) y & < dist(wo,y).

dz = g (f~H(w)),

Demostracién

Sea wo = f(z0). Dado que f es inyectiva se tiene f'(z) # 0 en D(zg, €), por lo que f(z)—wo = 0
tiene como Unica solucién zg en D(zg, €). Elegimos ¢ > 0 tal que si |w — wo| < 0 entonces para
I' = f(v) se cumple n(I',wg) = n(I', w). Como ¢ es analitica se tiene

Res (g(z)%azo = g(z0) Res (%JQ = g(%0),

por lo que

re
/7 o) s~ gleo)

(2) —w

Dado que f(z) — w solo tiene un cero en D(zg, €) se cumple que

P&
/vg(z)f(idzg()g(f (w)) .

z) —w
donde w € D(wy,d), § < dist(wo,y).0

Corolario 4.4.2.
Bago las mismas hipotesis sobre f del teorema 4.4.5, se cumple

Sy L /'(2)
7 w) = 27ri/7zf(z)—wdz’
donde w € D(wq,d), 0 < dist(wg,).

Demostracién:
Basta tomar g(z) = z en el Teorema 4.4.5.

Teorema 4.4.6.
La expansién en serie de g(f~!) definida en el teorema 4.4.5 estd dada por

0

o (710) =3 5 [ o0 e 0o (4.5
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Demostracion:
En la demostracién seguiremos la misma notacion que en el Teorema 4.4.5. Dado que
lw—wo| < dy|f(z) —wo| > 0 para z € 7, tenemos que

fe) /()
f&) —w ) —we— (w—w)
fe) 1

w—wp

J(2) —wal = 755205
S e
« f(z) —wo [f(2) —wo
Denotando M = méx.c | f'(2)], vemos que el termino general de la serie estd acotado por

M (|w —wol\"
) ) ’

lo que implica que la serie converge absolutamente. Ocupando el resultado del tTeorema 4.4.5 e
intercambiando serie con integral, se concluye que

0

(7 tw) =3 5 ) e = o

Ejemplo 4.4.2.
Pruebe que la serie (4.5), puede reescribirse como

Solucién
Béasicamente queremos evaluar

SN N O
21 J, " — wor?

para poder reemplazar el resultado en (4.5).
Siguiendo la demostracion del Teorema 4.4.5 se tienen que paran =0

1 ['(2)

o 79(»’5)md»’5 = g(20).

Usando integraciéon por partes obtenemos

%/ﬂ@)(f(z)fi(ifowdz - 2712'1n[,g(z)d{()f(z)1wO)"}

1 J'(z
omin /7 F02) — wo) &
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Supongamos que ¢'(zg) # 0, entonces es claro que la funcién

g'(2)
(f(2) — wo)"

tiene un polo en zy de orden n. Ocupando la férmula (4.4), se tiene

9'(2) > 1 { ot (z — 2)"
Res (—,zo = 9(0) 7~
(f(2) — wo)" (n—1! Lde"t (f(z) —wo)™ ) .,
que sigue siendo valida si ¢'(z¢) = 0. Luego ocupando este resultado en la férmula integral, se
concluye que

1 "(z 1 [ dv! z— z)"
_/g(z) f( ) 1d2’:— _1gl(Z0) ( 0) O
2mi /., (f(z) — wo)t n! | dz" (f(z) —wo)™ ) ,_,,
Ejercicio 4.4.4.
Reescribir los teoremas y corolarios anteriores para g(z) = z.

4.4.2. Teorema de Rouché y consecuencias

Teorema 4.4.7. (Teorema de Rouché)
Sean f, g funciones analiticas en D simplemente conexo. Consideremos una curva regular v que
no contiene ceros ni de f ni de g. Supongamos ademds que

[f() > g(z)] Vzen.

Entonces se tiene que
ZV(f +g) - Zv(f)v
donde los ceros han sido contados con multiplicidad.

Demostracién
Primero, recordemos que

_ L [U ey, [ 1@,
Z(f + g) = /yf(z)Jrg(z)d v Z(f) = '/vf(z)d

) )

Usando que

1) 9() = 1(2) {1 " %} ,

obtenemos que

L [ +gR), 1 /f’(z)d 1 [?iﬂldz.

omi ), Tt gl - 2w ), F2) 2 i o]
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Notando que % € D(0,1), por lo que

y ademas

se concluye
L [(fe) +g) 1 [[f()
omi ), F@ g C 2w ), i

Ejercicio 4.4.5.
Demuestre el Teorema Fundamental del Algebra usando el Teorema de Rouché.

Ejemplo 4.4.3.
Sea [ : D(0,1) — C analitica, tal que

f(O) =0, f/(O) =1, |f/(Z)| <M Vze D(Ovl)'

(i) Demuestre que |f'(z) — 1| < (M + 1) |z| para todo z € D(0,1). Hint: Use el Lema de
Schwarz.

(11) Pruebe que todo w € D <0, m> tiene una unica preimdgen en D (0, ﬁ) Hint: Use

el Teorema de Rouché, la parte anterior y observe que f(z2) —w+w—z = [7(f'(¢) —1)d¢.
Solucién:

(i) Propuesto
(ii)) Stwe D <0, m> y 2 € 0D (0, ﬁ) enotnces

jw—z[ > [2] = |w|
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y ademas

[ - 1)d<\

lf(z) —w+w—2 =

< Ozlf(C)—1|d<

< (M+1>/j|<|d<
(M 1
N 2 C2(M + 1)

Entonces, el Teorema de Rouché nos asegura que el nimero de ceros de z — w es el mismo

que el de f(z) —w+w— 2+ (z —w) en D (0, ﬁ), es decir

Z(f(z) —w) =Z(f(z) —~w+tw—2z+ (2 —w)) = Z(z —w) = 1,
es decir la ecuacién f(z) = w tiene exactamente una solucién en ese disco.
Ejemplo 4.4.4.
Sea P(z) = 2° + z.
(i) Encuentre explicitamente una constante 6 > 0 tal que P(z) = w tenga una unica solucion
z con |z| < 1/2 si|w| < 9.
(11) Para |w| < § sea R(w) la unica solucion de P(z) = w con |z| < 1/2. Pruebe que

1 ¢P(©)

Rw) = —
(w) 271 Jap(o,1/2) P¢) —w

dc.

(111) Encuentre el primer término distinto de cero de la expansion en serie de R(w) en torno a
0.

Solucion:

(i) Las soluciones de P(z) = w son los ceros de P(z) —w = 2° + z — w, por lo que aplicaremos
Rouché. Tomando f(z) = z y g(z) = 2° — w, tenemos que

1 1
= |z| = = D(0,=-].
f@I =l —5 e (03)
Impongamos para g la condicién necesaria para aplicar Rouché, es decir

1
9(2)] = |2° — w| < [2°| + |w| < 3
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y dado necesitamos |z| = 1/2, luego

por lo que para § = 15/32 tenemos que existe una unica solucién a nuestra ecuacion.
(ii) Propuesto (directo del Teorema de la Funcién Inversa).

(iii) Dado que R(w) es la inversa del polinomio P(z), luego encontrar su serie es recordar la
férmula (4.5), es decir

0

B 1 ¢P'(¢) n
fitw) = ; {2—7” /8D(0,1/2) P! o)

donde hemos tomado wy = 0. Encontremos el primer término distinto de cero. Es evidente
que R(0) = 0, veamos que pasa para n = 1

1 ¢P'(¢)
M o ap(o,1/2) P(¢)? &

1 ¢ 5¢*+1
2 /313(0,1/2) G (¢t
1 5¢*+1 d¢

2 ap(o,1/2) (C*+1)? <
= 1

dg

es decir a; = 1, donde el dltimo resultado se saca al calcular el residuo de la integral.

Observacion 4.4.5.
La parte (iii) del ejemplo anterior se puede hacer directamente ocupando derivada implicita
como sigue

Pw) + z(w) = w
5:4(w)? (w) + Z'(w) = 1 vy evaluando en cero
Aw) = 1,

es decir, el primer coeficiente de la serie distinto de cero es a; = 1.

Ejercicio 4.4.6.
Encuentre el nimero de raices de la siguiente ecuacion

A4 —1=0

en |z] < 1.
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Teorema 4.4.8.
Sea D una region y f, : D — D analitica para todo n con f, — [ uniformemente en
compactos de D. Entonces se tiene [l — [ uniformemente en compactos de D.

Demostracién :
Demostraremos que para cada zg € D existe r > 0 tal que f/ — f’ uniformemente en D(zg,r).
Sea r > 0 tal que D(zp,7) C D, debido a la férmula de Cauchy

/z_ /Z* 1 f(w)_fn(w)dw‘
f( ) fn( ) /8D(zo,r)

"~ omi (w — zp)?

Para ¢ > 0 existe n € N tal que f(w) — fu.(w) < e en dD(z,7), por lo que

()~ 1)) < / el —t

8D(zo,r)

y si z € D(zp,7/2) obtenemos

4e r Are

1) - el < (55) en (5) - =

lo cual prueba que f/ — f uniformemente en D(zo,7/2). El resultado general se tiene usando
que todo compacto admite recubrimiento finito.O

Teorema 4.4.9. (Teorema de Hurwitz)

Sean (fn),en Junciones analiticas en una region D y f,, — [ uniformemente en compactos de
D. Si f.(2) # 0 para todo z € D entonces f(z) #0Vze€ D o f=0.

Demostracién:
Razonemos por contradiccion. Supongamos que existe zg tal que f(z0) = 0y f # 0. Eligiendo
e > 0 pequeno obtenemos que

1 f'(w)

270 Jop(z0ey f(W)

dw = k,

donde k # 0 es la multiplicidad de zy. Pero por el teorema anterior
1 / /
L, [ s,
276 JoD(z0,e) fn(W) oD(z0e (W)

f(w)
f(w)

y cOmo faD(zo,e) %dw = 0 para todo n se conluye que faD(zo,e)

contradiccién. O

dw = 0, lo cual es una

Corolario 4.4.3.
Sea { fn},en una secuencia de funciones analiticas tal que f, — f uniformemente en compactos
de una reqion D. St [, es inyectiva para todo n € N, entonces [ es inyectiva o [ es constante.
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Demostracién:

Procederemos por contradiccion. Supongamos que existen z; # 2o tal que f(z1) = f(22) = «
y [ no constante. Sea ¢ > 0 tal que la ecuacion f(z) — a = 0 tiene como tunica solucién z; en
D(z1,€) y z2 en D(zg,¢).
Por el Teorema de Hurwitz existen {z,},cny {Wnt,en tal que fo(2,) = a y fulw,) = a, con
Zn € D(z1,€) y w,, € D(z9,¢). Esto tltimo contradice el hecho de que f,, sea inyetiva.O

Ejercicio 4.4.7.

Sea
253 + + (_l)nz2n+1
=2 — — e ———
g 3! @2n + 1)

Demuestre que para un n suficientemente grande g, tiene un cero en D(x, 1).

4.4.3. Aplicaciéon del Teorema de los residuos al calculo de integrales
reales

1. Sea R una funcién racional en las variables z, y. Para calcular
2w
/ R(cos 0, sin 0)db,
0

la escribiremos como una integral compleja. Consideremos z = €% en 4D(0, 1)

D (0,1)

* Wk

asi
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o 2 1 17 1 1
/ R(cosH,sinH)dH*/ R(— {er—} ,— {z——}> @7
0 0 2 Z] 2 z|) 2

y por el Teorema de los Residuos

2 1 1] 1 1 1
. o 1.1 Y 4,
/0 R(cosf,sin0)df = 2mi wg Res {R (2 {er z} ¥ {z z}> iz’wl}’ (4.6)

donde w; son los polos de la funcién racional.

/27r de
o a-+cosf’

de donde

Ejemplo 4.4.5.
Calcule

donde a > 1.

Solucién:
Escribiendo la integral en términos de z se tiene y usando (4.6) tenemos que

/27r do / —2i
Y R
o a-+cost ol=1 2%+ 2az + 1
. . 1
= —27-2m %:RGS (m,ﬂ]l) s

donde w; son polos en D(0,1). Es facil ver que el tnico polo de (22 +2az+1)~! en D(0,1)
es z1 = —a+ va? — 1 el cual resulta ser un polo simple. Un rapido cdlculo nos indica que

1 1
Res{—— o) = ——
°s <z2 + 2az + 1,z1> 2va — 1’

con lo que concluimos que
/ T d 27
o atcosl® aZ_1

Ejercicio 4.4.8.
Calcule las integrales

27T cos@ :
a) [y apdd si0<b<a.

2w do .
b) fO m82a>0,b>0.

c) [T do.

0 a2+sin? 0
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2. Sean P, @) dos polinomios tal que gr(P)+2 < gr(Q) y P(2)/Q(%) no tiene polos en el eje
real. Queremos encontrar una férmula para la siguiente integral impropia

P(x)

o™

Para eso consideremos el camino de la figura.

Como [° oooo ggzgdx es convergente, lo anterior es igual a

[T Plx)
Ly T

dz.

Ahora bien, sabemos que

P(z) P(z) , P(z)
Q 2 Q 2 2712%;&95 (@7%) ,

donde w; son los polos en el semiplano superior de la funcién racional. Sea R > 0 tal que
todos los polos de f(z) en I'm(z) > 0 pertenecen a D(0, R/2) () Im(z) > 0, luego

P(2) PR
~ ), atren) da‘
P(Re)
i (Re) Rdo

< / — Rdf

= F—>0cuandoR—>oo

[y i

Ademés
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lo cual nos permite concluir que
> Q=) : (P (2) >
dxr = 2w Res | —=,w; |, 4.7
.50 2 fes( ) 47)

donde w; son los polos en el semiplano superior ({Im(z) > 0}).

Ejemplo 4.4.6.
Calcule

/°° ey )

—_ (.
o T+ 1022 + 9
Solucion:

Sea P(z) = 22 — 2z + 2 y sea Q(z) = z* + 1022 — 9. Notemos que los ceros de P(z) no

coinciden con los ceros de Q(z), luego, los polos de la funcién 58 son los ceros de Q(z).

Descomponiendo Q(z)

Q(z) = (Z*+9(*+1)
= (24 3i)(z—3i)(z +1i)(z — 1),

luego los polos buscados son z1 = 3%, 22 = 4. Un pequetio calculo nos indica que

Res (%8’@) = 171;3,
() - 15

por lo que usando (4.7), se obtiene

/°° 22—z +2 ir — o —7i+3+1—i
o T 102249 48 16

S

12

Ejercicio 4.4.9.
Calcule la siguiente integral real

/°° x2dx
oo (@2 1)2(22 4 22+ 2)

3. Sean P, @ dos polinimios tal que gr(P)+ 1 < ¢gr(Q) y P(2)/Q(z) no tiene polos en
I'm(z) = 0. Buscamos una férmula explicita para la integral impropia

[

la cual probaremos que esta bien definida. Consideremos el camino de la figura, la funcién
compleja ¢ P(2)/Q(z) y denotemos por I a i, 7.
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Es importante notar el hecho de que el camino anterior no fue tomado simetrico, pues a
priori no sabemos si la integral converge o no, por lo que se deben escoger puntos arbitrarios
y tomar el limite por separado. Tomemos M7, My, H suficientemente grandes para que
todos los polos de la funcién en I'm(z) > 0 queden encerrados por I'. De esta forma el
teorema, de los residuos nos entrega

> | g e (e ). 4

=0 77.

donde w; representa un polo de la funcién. Analicemos el comportamiento de cada integral

P(z)
1 Q(2)

zzd ‘ _ M1+Zy

< / —e_ydy

— (1—
Ml e )7

z(M1+iy)Z'dy‘

donde ¢ es una constante. Andlogamente para -, se tiene que

/

P( ) ‘ c H
ePdz| < —(1—e),
Y4 Q( ) M2
Para 3 se tiene
P(z) My p H) ..
/ (z)ezzdz‘ _ ‘_ ($+Z )eersza:
v3 Q(Z) — Mo Q($+ZH)
My c//
< —e Hdy
vy H
G_HC”
= (M, + My)

H
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Ademés

P()'Lz MlP($)iz
et " /_M2 Q@

de esta forma, tomando H — oo se cumple que cada cota encotrada para las integrales
sobre v;,© = 2, 3,4 tiende a cero y tomando ahora M7, My — oo se tiene que la expresion

(4.8) resulta ser
( ;e”,wj> : (4.9)

/: gg;eiw — o %: Res (g(z

Ejemplo 4.4.7.
Pruebe que

*® zsinz T
——dr— —e° VYa>0
/0 % + a? 2

Solucion:

Dado que el integrando es par, podemos ocupar (4.9), para lo cual debemos calcular los
polos y residuos de ze**/(z? + a?). Es facil ver que el polo a considerar es ia y su residuo
es

zeiz . ) . zeiz
Res <7 2a> = lim(z — ia)

22 + a2’ —sia 22 4+ a2
aie’® e @
2a1 2
Tenemos entonces que
fere] weiz .e—a
ﬁdx = 2m—,
o 7t a 2

tomando parte imaginaria, se concluye que

o0 wezz —a
——dx = 27—
[

22+ a?

T —a
€

| < ze dr
por 1o que i m xr = 7‘-7'
Ejercicio 4.4.10.
Calcule las siguientes integrales reales

a) f_ (zczojgfz))z dx.

b) f cos(z) dz.

aZ4z?

oo g2 cos? (mx
C) f (z2+1()2 )d$
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4. Sean P, @) dos polinomios tal que gr(P)+ 1 < gr(Q) y supongamos ahora que P(z)/Q(z)
tiene polos zj....zx simples en Im(z) = 0. Queremos encotrar una férmula para el valor

principal de
< P(z) ,
———e"dx.
[ aw

Para eso consideremos el mismo contorno anterior, salvo que entorno a cada polo real
consideramos semicircunferencias Cs, del estilo d;e™* + z;, 0 € [0, 7).

iH 7
. Wi Wi
Yi NV
V2
Csj
F N o 17N
- M 'YS 4 "M
1

Analicemos el caso en el que hay solamene un polo en el eje real (la generalizacién que-
da clara después de este andlisis). Las curvas 7;,7 = 2,3,4, tienen el mismo desarrollo
anterior (su convergencia a cero no se ve alterada), con lo cual sélo debemos estudiar el
comportamiento siguiente

—ota p(gy * Plx) P(z) ,
lim Le”dav + Le”dav + Lewciz, (4.10)
=0 ) o Q) 5121 Q) o; Q%)
en donde se tomé el valor pricipal para que las integrales converjan. Consideremos ¢
suficientemente pequeno, H, M;, M, suficientemente grandes para que todos los polos de
I'm(z) > 0 estén dentro del camino considerado. Sabemos que cerca de z; se tiene
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donde L(z) es una funcién analtica en una vecindad de z; y « el coeficiente —1 de la
expansion en series de Laurent. Teniendo en cuenta el teorema de Cauchy, se tiene que

/C L(z)dz — 0,

Mei‘zdz = / o dz.
Cjs Q(Z) Cs % — X1

Escojamos log(z — z1) con su argumento en (—n /2,37 /2), luego

por lo que

/ R log(z; + 6 — z1) — log(z; — 6 — 1)
Cs X T A1
= log(d) — log(—4)

= —TiQ.

De esta forma, igualando (4.10) a sus residuos y luego tomando limite cuando ¢ se va a
cero, se concluye que

/: %e”dw — 2 %: Res (

donde w; representa un polo cualquiera en I'm(z) > 0. Es fdcil probar que (propuesto) la
generalizacion viene dada por

/_Z %eizda: - 2m’%;Res (gg e”,wj> N m'zz;Res (ggez]> e

donde w; representa un polo cualquiera en I'm(z) > 0 y z; un polo simple en I'm(z) = 0.

gge wj> + i,

Observacion 4.4.6.
El hecho de que los polos sean simples en I'm(z) = 0 es fundamental, si no

5 gge”dz - /05 {(z_aikzl)k T zo‘_‘lzl +L(z)} dz

= ) I o {logle — 2) YAl + o0),

lo cual puede valer cero o infinito, dependiendo del orden del polo.

o .
sinz
dzx.
0 z

Ejemplo 4.4.8.
Calcule
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Solucién:
Ocupemos (4.11), as{

oo iz 1z
e , e
/ —dx = mwiRes (—,0>
o T z
= T,

luego tomando parte imaginaria
smx

/.5
[,

Ejercicio 4.4.11.
Calcule

a) [° zos(z)dx
b) [ uagy,

5. Sean P, @ dos polinimios tal que gr(P) + 2 < gr(Q) y
Q={z€ C/Im(z) =0, Re(z) > 0}. Nos interersa calcular

<P
/ D) 4
o Q)
para lo cual consideramos la funcién de variable compleja log(z)P(2)/Q(z), donde el ar-
gumento esta tomado en (0, 27) y consideramos el camino de la figura.

P(2)/Q(z) no tiene polos en

o« Wk
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Tomemos R suficientemente grande y § pequetio tal que todos los polos de log(z) P(z)/Q(z)
en {2 estén encerrados por la curva. Calculemos cada integral

P( ) /27r—5 P(Reze) ” .
log zdz — " log(Re*)Ri0dA
o Q) % s Qe OB
2n—6 c
< — 1 '
< /5 e llog(R) + 0| Rdf
< 2]7;0 [2mlog(R) + 4x°]

expresion que tiende a cero cuando R tiende a infinito. Un desarrollo similar nos llevara a
concluir que
P(z)

o5 Q(2)

la cual tiende a cero cuando § tiende a cero. Analicemos I; e , Iy,

log zdz| < ¢z [27log(d) + 47°] 6,

P(z) 254,x) .
s %) log zdz / 00 1 2) log (i + z)dz,

de esta forma si d — 0

P(i0 + x) , B p(x)
lo 2(5+xda:—>/ log(z)dz.
0 T 2) g( ) . 0@ g(x)
Para el caso de I hay que notar que hemos dado aproximadamente una vuelta completa,
as{
p ( ) 2(5 + Jc) . .
log zdz = — log(id 4+ x) + 271 + 0(0)] dx,
y tomando o — 0 se tendré
P(z) / % P(x) :
log zdz — —— |log(xz) + 27| dz.
1 Q) o Qlay OB

Finalmente, invocando el Teorema de los Residuos, podemos concluir que
Res
X
donde w; es un polo cualquiera de log(z)P(2)/Q(%) en €.

Observacién 4.4.7.
Notemos que para calcular integrales de la forma

[ awr

basta utilizar la funcion log(z — a)P(2)/Q(z) y trasladar el contorno anterior en a.

logz w]> ) (4.12)
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Ejemplo 4.4.9.
Calcular

/ *  dz
0 1 -+ $3 '
Solucion:

Para ocupar (4.12) calculemos los residuos de log(z) 2

1423
logz .5\ w1 V3
Res (m,e = ~9 13 +1 5 |
logz ;.\  mwi
Res (m,@ > = 3
Res logz eBT/3 ) — _@ 1 _ Zﬁ
1+ 2% 9 \2 2 )7

con lo que concluimos que
oo
dz
0 1+ $3

Ol N
=
)

Ejercicio 4.4.12.
Calcule

a) Jo zglis;f

oo z2dx
b) [y erratatiaTe

6. Sea P un polinomio tal que satisface P(0) # 0y gr(P) > 1. Supongamos ademds que
1/P(z) no tiene polos en la recta real positiva. Sea 0 < a < 1, queremos calcular

/00 wa—l J
x.
o Plz)
Para esto consideremos la funcién compleja z2~1/P(z) donde hemos escogido el argu-
mento en (0,27). Consideremos el mismo camino anterior (y misma notacién), con R

suficientemente grande y 0 lo bastante pequefio tal que todos los polos de 1/P(z) estdn en
Q={zeC/Im(z) =0, Re(z) > 0}.
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o« Wk

Notemos que

(0%

P -1 _ |z|04—1 ei(oz—l)m‘g(z)7
desarrollando la integral

za—l
dz
/05 P(z)

/27!'—6 6a—1€i(a—1)arg(z)i6€i0d0
. P(oe?)

< 20%w 0
- ?
— |P(0)|

cuando & — 0, pues « es positivo. Andlogamente es facil ver que para Cg se tiene la

siguiente cota
/ zoz—l d
z
cr P(2)

Procediendo ahora con I, I de manera idéntica a la hecha para encontrar (4.12) se tiene

que cuando 0 — 0
zoz—l oo wa—l
dz — / dx
/11 P(z) o Pz)
1

P oo wa—l )
dz — — / —e(a_1)27”d$,
/12 P(z) o Plz)

o0 xa—l o0 xa—l ( 1)2 . za—l
dx — a—temtdy = 971 R —w;
/0 P / P(z)" ! ”Z es(P(z)’““)’

< 2xkR*! — 0 cuando R — oo

Finalmente
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donde w; representa un polo de 27! /P(z) en . Reordenando se obtiene

<zt 211 sa—1
B ' FSYPS At A A 4.13
/0 P(f) da 1 — e2ri(a—1) %: fes (P(z)ij> ( )

Ejemplo 4.4.10.

Calcule )
o D—
/ T i
0o 1+wx
Solucidn:
El polo de la funcién viene dado por w — —1 — €™ y su residuo es
P ) 2Pl
fies (H—z7w> B zlgg(erl)lJrz
— elp=1)mi
Asf por lo anterior
% gp—l 2mieP—m
o 14z 1 — e2mi(p=1)
27 T

ePTi — e=PTi ginpr

Ejercicio 4.4.13.
Verifigue que para 0 <p <1 y b > 0 se cumple que

O gPdxr T
a‘) fO 1+z2 — 2cos(pn/2) "

S dx s
b) fO zP(z+b) - bP sin(pm)

oo dx o T
c) fo P(a 102 P Lisin(pm)

4.4.4. Aplicaciéon al calculo de series

1. Sea f una funciéon meromorfa tal que

a

/()] <

s Vi[> R,

z|

y no tiene polos en Z. Deseamos calcular la siguiente serie

> fn).

n—=——oo
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Para esto, consideremos g(z) = 7 f(z) cot(wz) y notemos que sus polos son los polos de f
y los de cot(nz). El residuo de g en z = n € Z viene dado por

Res(g(z),n) = lim(z — n)w

z—=n SiD(?TZ)
L cos(mz)
- lm z)cos(ﬂn) AL

Consideremos el camino cuadrado 7 de vertices ([N + 1/2] + 4[N + 1/2]), (=[N + 1/2] +
AN+ 1/2]), (=[N + 1/2] — i[N + 1/2]), ([N + 1/2] — i[N + 1/2]), orientado en sentido
antihorario.

PN+ 172)

(N+1/2)

-(N+ 1/2)

SN 12)

Llamemos L1, L2, L3, L4 a las las rectas que conforman el cuadrado anterior. Por el
teorema de los residuos sabemos que

/g(z)dz = 2 Z f(n)+ ZRes(g(z),wj) , (4.14)

donde w; representa un polo de f. Nuestra intencion es hacer tender N a infinito, para
eso miremos el comportamiento de la integral. En L;:

.eiW(N+1/2+iy) T e—i7r(N+1/2+iy)

cot m(N +1/2 +iy) = i (NT1/2+iy) _ gin(N+1/2+iy)

1 T e—27ri(N+1/2+iy)

S em2mi Nt 2ty



CAPITULO 4. FUNCIONES MEROMORFAS 107

Tomando modulo

. e27ry + 1
lcot m(N +1/2 + iy)| < ] <K
con K una constante. Ademads como la cotangente es impar se tiene que también es acotada
en L3 asl
KA
weot(nz) f(z)dz| < W(QNJF 1). (4.15)
L1,Ls

Trabajemos ahora en Lg:

.eiw(i(N+1/2)—z) + e—i7r(N+1/2)—z)
R (NT1/2)=2) _ g—in(N11/2)—2)
1 T e—27ri(i(N+1/2)—z)

e riaN t1/2)-2)

cot w(i(N +1/2) —x) =

Tomando modulo

| e2m(N+1/2) 4 q ,
ot m(i(N +1/2) — )| < o < K

con K’ una constante. Al igual que antes, dada la imparidad se tiene que también es

acotada en Ly asi
!

Aon ). (4.16)

/ weot(nz) f(z)dz
L2,L4

De esta forma, tomando limite, las ecuaciones (4.15), (4.16), nos dice que la integral en
(4.14) tiende a cero, por lo que se concluye

Z f(n) = Z Res (7 f(2) cot mz,w;), (4.17)

donde w, son los polos de f.

Ejemplo 4.4.11.
Calcule

= 1
nz_:oo n2 + a2’

donde a # in para todo n € Z.

Solucién:
Tomemos f(z) = ﬁ y calculemos los residuos de f(z)cot 7z para ocupar (4.17). Un
pequetio calculo nos indica que

Res(f(z)cotrz, z = ai) = 2i cot(mwai)
ai
Res(f(z) cotmz,z = —ai) = 2_7:; cot(—mai) = % cot(wai),
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y de esta forma

—— = — Ccot\mai
< n? + a? a

=T coth(wa).
a

Observacion 4.4.8.

En el ejemplo anterior hemos encotrado la descomposicion en fracciones parciales de
I coth(nz), pues lo anterior puede expresarse como
z

T - 1 1 ]1
T coth(nz) = =
PR (2) Z L’—ererin} 2z’

n——oo

por lo que

1 1
27 coth(wz) = Z L —- + o m} :

n——oo

2. Sea f una funcién meromorfa sin polos en Z tal que

el <A

Z|
Deseamos calcular la serie

> (=) f(n).
Consideremos la funcién compleja g(z)w csc(nz) f(z), cuyo residuo en un polo cualquiera
n € Zes

w(z—n)

Res(g(z),n) = lim f(z)

z—n SiD(?TZ)
E——

cos(nn)
= (=1)"f(n),

y el camino cuadrado de vértices ([N +1/2]4+4[N+1/2]), (=[N +1/2|+i{N+1/2]), (—[N+
1/2] — 4[N 4+ 1/2]), ([N +1/2] — [N 4 1/2|) y procedemos de la misma manera hecha para
encontrar (4.17). Dado que csc z es acotda, pues

csc?z —cot?z =1,

se tiene que la integral sobre el camino cuadrado tendera a cero y denotando por w; un
polo cualquiera de f se concluira que
oo

> (=1)*f(n) = Res(mwesc(rz) f(2), w;). (4.18)
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Ejercicio 4.4.14.

Calcule
l)n

Zoo (n+ a)?

y deduzca en particular que

= (-1) ™
Z 2 12

n=1
Ejercicio 4.4.15. Para una funcion meromorfa sin polos en %Z = {%z 1z € Z} tal que
A
1/ (2)] < —3
2|

se cumple que:

a)

S, (Z0) = X Restrtantma a1,

b)

Z (=" f <2n2+ 1> = ZRes(ﬂsec(ﬂz)f(z),wj),

n——oo

donde w; es un polo de f.
Hint: Considere un camino cuadrado de vértices [N +iN|,[—N +iN],|[-N —iN|, [N —iN]

y copie el desarrollo hecho para encontrar (4.17).



Capitulo 5

Fracciones parciales y productos
infinitos

5.1. Fracciones parciales

Teorema 5.1.1.

Sea f una funcion meromorfa en C. Denotamos por z, sus polos sin repeticion, ordenados

de acuerdo a sus mdédulos, es decir |z,| < |zni1| y denotamos P, <L> la parte principal del

Z—2Zn

desarrollo en serie de Laurent de f entorno a z,, la cual viene dada por

1 a” a”
pn< >f SR
Z— Zn (z — zn)

Entonces existen polinomios ¢, de grado r, tal que

By 222 ) w1

n=1

donde g : C — C es analitica y la convergencia de la serie es en compactos de C\ {z,}.

Observacién 5.1.1.
Los polinomios q,, se agregan para garantizar la convergencia.

Demostracién
Sin pérdida de generalidad supongamos que z, # 0. Consideremos z fijo en algin compacto

de C\{z,}, entonces P, <ﬁ> es analitica en |z| < |z,|. En D(0, R) con R < |z,| consideramos

110
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una expansion de orden 7, la cual de P, <%> denotaremos por ¢,, asi usando el teorema
T

z—

(hacer refencia), tenemos que

1 2 M,
Pn — Yn < 9
(z—zn> ¢ (z)‘— R R— 7]

_ |zl

P, <Z_lz )‘ Si n es suficientemente grande, consideramos R = =+, con lo
n

con M, = maxsp(,r)

| 2|

cual |z| < &4, asi por el Teorema (3.2.3)
! Bl e,
Pn — Yn Tn
2 1
M,
= 27'77, .
Eligiendo r, tal que
M, 1
<5
27‘n 2n

tenemos que h(z) = > 7 Py <i> — gn(z) converge uniformemente en compactos de C\ {z,}.

De esta forma h(z) es meromorfa con polos {z,} con parte principal P, <i>, por lo que

g(z) = f(2) — h(z) es analitica, lo que prueba el resultado.O

5.2. Productos infinitos

Definicién 5.2.1.
Sea {2} pey un secuencia de nimeros y consideremos

N
PN — sz
k=1

Diremos que:

(i) Py converge a P silimy_, o Py = P # 0.
(11) Py diverge a cero si limy_o Py = 0.

(1ii) Px converge a cero si [[, 2, converge y z, = 0 se cumple solo para un nimero finitos

de indices.

Zk£0
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Observacién 5.2.1.
. Py
Supongamos que 2 # 0 para todo k, entonces si Py — P, se debe tener que P
Entonces una condicion necesaria para asegurar la convergencia es que zp — 1 cuando k — 00.
Por esta razén denotaremos el término general de Py como 1+ z con z, — 0, 2z, #£ —1.

— 1.

Proposicién 5.2.1.
Stz # —1 para todo k € N, entonces [[o (1 + 2zx) converge sy solo sty p log(1 + 2x)
converge, donde log(1 + zx) es la rama principal del logaritmo para k grande.

Demostracién:
Supongamos que » ., log(1 + zx) converge a S, es decir

N
Zlog(l +z) — S cuando N — oo,

k=1

Tomando exponencial em el limite anterior obtenemos

N
e o log(142g) . GS,
pero
N
N
log(1
ek—1log(ltzr) H(l + z1),
k=1

lo que concluye la implicancia.

Sin pérdida de generalidad supongamos que log(1 + zx) estd bien definido para todo k y como
[T (1+ 2) # 0, entonces para alguna rama del logaritmo, que denominaremos Log, podemos
considerar Log ([ ][4, (1 + zx)). Entonces si N es suficientemente grande

Log (H(l + zk)> — Log(P),

k=1
pero
N N
Loy (Hu + zk)> = [log(1 + z) + 2mingl,
k=1 k=1
de donde concluimos que n;, = 0 para k grande, dado que esta serie converge.[
Proposicién 5.2.2.

. o0 oo
Sea {z1} ey un secuencia de numeros tal que Y . | |zk| es convergente, entonces [ [~ (1 +2)
es convergente.

Demostracién:
Basta mostrar que Y, ;log(1 + z) es convergente. Para eso basta notar que si |z| < 1/2
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entonces
log(1+2)] = |>_(-1'
k=1
z 22
= l1— =+ —— ...
fAh-g e 5
< 2]z,

luego escogiendo k suficientemente grande para que |z,| < 1/2 se concluye el resultado.O

Definicién 5.2.2.
Se dird que [[o (1 + z) converge absolutamente si [ (1 + |zx]) converge.

Proposicién 5.2.3.
Si [T, (1+ 2x) converge absolutamente, entonces converge.

Demostracién:
Notemos que se tiene la siguiente desigualdad

N N N N
S Jzl < [T+ J2l) < [ e = ettt
k=1 k=1 k=1

pues 1 +x < €* si > 0. Ahora bien, como [[,-,(1 + |2&|) converge, se tiene que > o, ||
converge y por la proposicién anterior se concluye.O

Nuestra intencion es poder definir funciones analiticas en un dominio mediante productos in-
finitos.

Proposicién 5.2.4.
Sean f, : & — C funciones analiticas para todon € N con  un dominio. Siy - ;| [a(2)| con-

verge uniformemente en compactos de §2, entonces [[, (1 + fu(2)) define una funcion analitica
en €.

Demostracién:

Consideremos Y > log(1 + f,(2)). Sea K un compacto de  y N independiente de z € K
tal que |f,(2)| < 1/2 para todo z € K, n > N, Dado que |log(1 + f.(2))] < 2|f.(2)| se tiene
que

S Jlog(1 + ful2)) <23 Iful2),

expresion que converge uniformemente a cero en K cuando N — oo. Para concluir el resultado
basta notar que exp (3 ; log(1 + f.(2))) converge uniformemente en K.O
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Teorema 5.2.1. (Teorema de Weierstrass)
Sean { M\ }o, una sucesion en C con N\, # 0 y tal que |A\x] — 0o cuando k — oo, entonces la
funcion entera mds general que tiene como ceros la sucesion { A} es de la forma

f@y&@11<1—§>e&@,
k=1 k

donde Py(z) son polinomios, g es una funcién entera.

Demostracién:
Sea R > 0 fijo. Supondremos que para todo k |Ax| > R. Si |z] < R tenemos

z = /z\"1
og{1-2) =-S5 (2) L
Og( >\k> ;(&) n
Definimos
z 22 2

= — 4+ —5+ ..t
e 20,2

Escogemos ko(R) tal que si k > ko(R) entonces Ay > 2R. Entonces si |z| < R obtenemos que

P )
%(2) T

N { z = 2t Zmet2
0 1——| + P z> < { + +}
kl( g { AJ +(2) ; (e + DA (g + 2) A 12
&0 zmk+1 { P 2 }
< T4 =+ || + -
; (mg + 1At Ak A2

z

Ak

|z|mk+1
1 —
(my + 1) |>\,€|"““+1 (

K

k=1

(1_

por lo que tomando my = k, obtenemos que

Er1\

la cual es uniformemente convergente. Es fécil ver que dado

. V4
gn(z) — (1 - _> epk(Z)v
U5

y también si k > ko(R), entonces

o ko(R)

3 (log {1 . ﬂ + Pk(z)> < 2

k=1 k=

z

Ak

z

-1 o] 1 k 1
-} —/— .9
Ak > +Z<2> k+1 7

ko(R)
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sus unicos ceros son z = A, con k = 1,....,n. Luego como ¢,(z) converge uniformemente a
oo _ 2\ oPul?) i ini o0 _ 2\ oPul?)
I, <1 /\k> e en compactos de C\{Ay}, ¢y se tiene que los tinicos cerosde [, (1 — 5 ) e
son Ag, k € N. Sea ahora h(z) una funcién analitica con ceros {A;}, oy, entonces
h(z)
bl
o0 _ =z Pi.(z
Hk):l <1 )\k> e k( )

es entera y sin ceros, por lo que
h(z)
| <1 - ﬁ) el

con g(z) entera con lo que concluimos que

h(z) = e9@ H (1 — )\i> el &0,
k
k=1

_ 69(2)7

Observacién 5.2.2.
Sea f: C — C una funcion analitica con ceros {\p} oy, tal que f(0) = 0 y el orden del cero

es m, entonces
f(2) = e T (1 _ Aﬁ) )
k
k=1

zZ

o s . o0 1
Observacién 5.2.3. Recordemos que si ) ;- , By < 00, entonces I, <1 — E) converge, por

lo que no necesitamos incluir e™*) para que el producto converja. En general tenemos que si

S i <
= Al

1 mel
oy Am—1 )
m >‘k

entonces basta considerar Py(z) = YRS para que el producto converja.

Ejemplo 5.2.1.
Encuentre la descomposicion en producto infinito de sin(rz).

Solucion:
Los ceros de sin(nz) son z € Z y como ZZO:_OO ,3—2 converge se tiene que

- 1
sin(rz) = e9®)z H (1 — E> ek,

k=—00,k#£0
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Para encontrar g(z) tomamos derivada logaritmica, con lo cual obtenemos que

meot(rz) = ¢'(2) + ! + Z {% + H

7 e 1—2z/n
= 1 1
_ / - -
=gz X ()
k=—00,k#£0

= ¢'(z) + wcot(rz),

con lo cual obtenemos que g(z) = ¢ es constante. Asi

oo 1
. _ € 1— = z/k
sin(rwz) = €z | | ( k;> e,
k=—00,k#£0

sm(7rz)

pero sabemos que — 7 cuando z — 0, con lo que concluimos que e® = .

Ejemplo 5.2.2.

Sea {an} C C con |a,| — o0 y A, una secuencia de nimeros complejos. Pruebe que existe
una funcion [ analitica en C que satisface f(a,) = A,. Hint: Sea g una funcién con ceros
simples en {a,}. Demuestre que

Z e’yﬂ (Z an) A’I’L
9 Z )
n g (an)

converge para una eleccion apropiada de 7y, .
Solucion:

Demostremos la indicacion, sea z fijo en D(0, R) y n suficientemente grande tal que a, > 2R.
Consideremos v, = a,0,, con 3, — 00, asi

=) A Bulanl(R=lanl) | A
zgze Ml < z'g ‘ ,
n 9'(0n) g'(an)
> A
< 4 _Bn|an| n
= zenga((}){,R)Lg(z”;e gl(an) 9

luego escogiendo 3, tal que el sumando sea menor o igual que -5 se obtiene que la serie converge
uniformemente en compactos de C, definiendo asi una funmon anahtlca. Llamando

Z e')'n(z an) A’I’L
9 Z )
an g'(an)

es facil probar que f(a,) = Ax.
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Ejercicio 5.2.1.
En este ejercicio de probar el Teorema de Weierstrass de descomposicion en producto infinito
a partir de la descomposicion en fracciones parciales.

(i) Sea a, una secuencia en C, con |a,| — o0, a,, # 0 para todo n. Demuestre que eziste una
secuencia de enteros k,, tal que

ey (z _lan +a—1n (ain> . +a—1n (fﬂ)lH) ,

n=1

es una funcion meromorfa con polos simples en a,, para todo n.

(i) Sea z € C\ {an},cn, demuestre que si y1, y2 son dos curvas suaves en C\ {an}, oy de 0
a z entonces
/ / = 2mim,

(i) Pruebe que siy es cualquier curva suave en C\ {an},cn de 0 a z, entonces

con m entero.

OR
define una funcion analitica en C\ {an},cn-

(tv) Pruebe que si z € {ay,as,....} entonces z es una singularidad removible de [, mds aun
f(z) = 0 y la multiplicidad de z es igual al nimero de veces que z estd repetido en la
secuencia de {an},cn-

(v) Pruebe que

Ejercicio 5.2.2.
Pruebe las siguientes expansiones:

. o 22
(i) cos(mz) =[], <1 - (23—1)2>‘
(ZZ) Sin(z + Oé) — €7r2cot(7ro¢) Hzo: <

(i) [Ty (1— ) = 3

z
)e_n+a.

n+a



Capitulo 6

Funciones Especiales

6.1. La Funcion gamma

La funcién m$ simple cuyos ceros estdn dados por N\ {0} estd dada por
G(z) = ﬁ <1 1 E) -
n=1 n

En el capitulo anterior vimos que la descomposicion en fracciones parciales de sin 7z viene dada

por
z

sinwz = 2 1+—> e,
oo I (141

n=—00,n#£0

por lo que G(z) cumple que

HC(5)G(—z) — OTE

T
Observemos que G(z — 1) tiene los mismos ceros que G(z), luego

Gz — 1) = 2279 C(2),

donde v(z) es una funcién entera. Para determinar v(z) tomemos derivada logaritmica a ambos
lados de la ecuacion, de este modo

0

Y () e ()

118
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pero

= 1 1 1 = 1 1
- - - Z_1 —
;<z—1+n n> z +;<z+n n+1>
1 > 1 1 > /1 1
= - -1 B - )
z +;<z+n n>+;<n n+1>

Con esto obtenemos v/(z) = 0, por lo que v(z) = -y resulta ser constante, llamada constante de
Euler, la cual viene dada por la expresion

o de forma equivalente
, 1 1 1
y=Ilm 1+ -+-+...+——logn|.
Ahora si H(z) = €7*G(z) se tiene que
H(z—1) = G(z—1)etD
= zH(z),

por lo que definiendo

se tiene que
Fiz+1) = zI(2).

A la funcién I'(2) se le llama la funcién gamma de Euler, la cual de manera explicita viene dada
por

e AL
() — <1 _> -z 6.1
@ II0v) (61
Ejercicio 6.1.1.
Pruebe que
()T —2) = ——
sinmz

y en particular que T() = /7.

Observacién 6.1.1.
La funcion U'(z) es una funcion meromorfa con polos simples en z = 0,—1,—2.... y sin ceros.
Ademds se cumple que I'(n) = (n — 1)! para todo n € N.



CAPITULO 6. FUNCIONES ESPECIALES 120

Proposicién 6.1.1. (Formula de Gauss)
La funcion I'(z) cumple

nln?
I(z) = I .
L P | B Y

Demostracion:
Por definicion de la funcion I' tenemos que

e v AN z n
I'(z) = lim <1 + —) e =14—= )
2 N—oo o n n n+tz
por lo que
F(Z) — lim ez(l+1/2+1/3+...+1/N—logN—fy)ezlogN N! )
N—oo 2(z+1)---(z+ N)

Debido a la por definicién de 7 se tiene que e H1/2H1/3+.,1/N=logN) _, | ¢ pzlogN — N2 v asf g
ecuacion anterior se transforma en

NN~
I'(z) = lf O
(2) N z(z £ 1) - (2 - N)

Proposicién 6.1.2.
Fl residuo de la funcion I'(z) en un polo cualquiera —n viene dado por

(-1

n!

Res(I'(z), —n) =

Demostracion:
Dado que los polos son simples

Res(I'(z), —n) = lim (z +n)['(2),

pero
FNz+n+1) = (z+n)(z+n—1)---2I(2), luego

I(z+n+1)
(z+n)(z+n—-1)--- 2z

Reemplazando esto en el limite, obtenemos que

I'(1 —1)"
Res(I'(z), —n) == —n(—n+1)- ()(—n +n—1) - ( n!) -
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Ejemplo 6.1.1.
Demuestre la formula de duplicacion de Legendre

VAl (2z) = 22711 (2)0 (z + %) :

Solucién:
Considerando la segunda derivada de log I'(z) en (6.1) se tiene que

Luego

1 oo 1 oo 1
-~ @47 — + -
2 ) ;(HH)Q ;(Hw%f

< 1 1
— 4 -
[; (2z + 2n)? + Z (2z+2n+1)2

n=0

por lo que integrando tenemos

I'(z)l (z + %) — e TP(22),

donde a y b son constantes a determinar. Dado que I'(3) = /7, I'(1) = 1, T(1 + ) = 3(3) =
s/ y I'(2) = 1 se tienen las siguientes ecuaciones

1 1 1
§a+b:§10g7r, a+b:§10g7r—log2.

Asi .
a=—2log2, b= 510g7r+10g2,

por lo que

VAl (2z) = 22711 (2)0 (z + %) :
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Ejercicio 6.1.2.
Pruebe que

Teorema 6.1.1.
Para Re(z) > 0 se cumple que

I'(z) = /000 e t=tdt. (6.2)

Demostracién:
Sean

fu(2) = /On (1 — %>ntz_1dt, y [f(z)= /000 e 71,

y probemos que f, — f uniformemente en compactos de D = {z: Re(z) > 0} o equivalente-

mente . ;
lim {e‘t — (1 — —>} 7 ldt =0,
n—00 0 n

n

f(z)= lim [ e 't*'dt,

n—0o0 0

pues

uniformemente. Si |t| < n, entonces se cumplen las siguientes desigualdades

14 L <etin< lt, (1+3> <, (1—3> <e™,
n 1—5 n n

lo que implica que para |t| < n se tiene que

ocer-o-2) - eelg)
ety

2 12 2 n—1

= e_tﬁ 1+<1_$>+“"+<1_ﬁ> ]
t2et
= n

Asi

/ {e‘t — (1 — —> } tz‘ldt‘ < —/ ettt < —/ e tmHde,
0 n n Jo n Jo
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donde x = Re(z), lo que prueba que f,(z) — f(z) uniformemente en compactos de Re(z) > 0.
Probemos ahora que
lim f.(z) =1(2) ze€D.

Considerando el cambio t = n7 se tiene que

fu(2) = nz/o (1—7)"r" dr. (6.3)

Integrando (6.3) por partes n veces, obtenemos que

z z

fa(2) = nin /lTH"_ldT* n'n
n *z(z+1)...(z+n—1) 0 7Z(Z+1)"'(Z~I»n)7

lo que prueba el resultado.O

6.1.1. La férmula de Stirling

Nuestra intencién es probar la formula de Stirling
I'(z) =V 2mr 2o 7e! ), (6.4)

donde J(z) — 0 cuando z — oo. Para demostrar la féormula de duplicacién de Legendre uti-

lizamos que
d (T'(z)\ = 1
dz (F(z)> B ; (z+n)?

Nuestra intencion es expresar esta serie como una integral de linea. Consideremos la funciéon

7 cot ¢
(z +¢)*

cuyos residuos son los términos de la suma anterior. Sea K la frontera del rectangulo en el
plano (£,7n), cuyos lados verticales estdn dados por £ =0y & =n + % y con lados horizontales
n = £Y. Nuestra intencién es hacer tender primero Y y despues n a infinito. Este contorno pasa
a través del polo en 0, pero sabemos que la féormula de los residuos sigue siendo valida, dado
que tomamos el valor principal de la integral y medio valor del residuo, luego

$(¢) =

1 1 =~ 1
o ¢(C)dC:—2—z2+Zm-

K i=0
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n+12

Nota: 0 es polo

En los lados horizontales del rectangulo la funcién cotn( tiende uniformemente a +¢ cuando
Y — ooy dado que 1/(z+¢)? tiende a cero, tenemos que las integrales correspondientes tienden
a a cero. La integral sobre la linea £ = n + % estd dada por

dn
d¢ = .
/£n+§¢(<) ‘ c/sn+; ¢+ 2/

con ¢ constante. Esta tltima integral puede ser evaluada usando residuos, y se obtiene que

/ dn 27
e=ntd |+ 2”20 14227

cuyo limite es cero cuando n — co.
El valor principal de la integral sobre el eje imaginario de 100 a +i00 puede ser escrito de la

forma . ) ) - 5
. nz
— cot w1 : — — dn = — coth mn—————=dn,
2/0 ! Lm+z>2 (277—»8)2} ! / TP+ 2

con lo cual obtenemos que

d (T"(2) 1 = 2nz
d — hn—% an. 6.5
dz<r<z>> !, o (6:5)

Esta integral define una funcién analitica en Re(z) > 0, Im(z) > 0, pero tiene un polo en z = 0.
Escribiendo

thmn =1 _z
cothmn = +627”7—1’



CAPITULO 6. FUNCIONES ESPECIALES 125

podemos reescribir (6.5) como

d (T"(2) *1+ 1 +/oo Anz dn

dz\T(z) ) =z 222 J, (n*+22)2 e2m—1
Tomando z restringido a {z: Re(z) > 0, Im(z) > 0}, vemos que la féormula anterior puede ser
integrada, de esta forma

I(z) 1 < 2p dn
_ 1 = . 6.6
I'(2) ¢+ log(z) 2z /0 n?+ 22 e¥rn—1’ (6.6)

donde hemos tomado la rama principal del logaritmo y C' es la constante de integracion. Quer-
emos volver a integrar, lo que introducirfa arctan(z/n) en la integral, pero para evitar el uso
de funciones multivaluadas, transformamos la integral de (6.6) via integracion por partes para

obtener o p e 2 )
Ui Ui <=1 —or
/o 7?4222 e™M—-1 « /0 (n? + 22)? og(1 = e )

donde el logaritmo es real. Ahora integramos (6.6) con respecto a z y obtenemos

1 1 [ =z 1
logl'(z) = C' +Cz + (z = §> log z + - /0 P log T e_%ndn, (6.7)

donde C’ es una constante de integraciéon y C' — 1 se ha renombrado a C.
Falta determinar los valores de C’ y C'. Para esto debemos primero estudiar el comportamiento

de e .
z
= — 1 dn.
) 7T/o Pt o1 e

Supongamos que z pertenece al plano semiplano z > M > 0, de esta forma

1oEE 1 1z 1
JE) =12 1 di + — 1 dn = Ji(z) + Ja(z).
(z) 0 /0 772 + 22 ©8 1 — e=2m nt ™ szg 772 + 22 o8 1 — e—2m U 1(2:) + 2(2:)

En la primera integral |n? + 22| > |z|° — |2/2° = 3 |2|° /4, por lo que

4 e 1
J < — log —————dn.
K < g [ g

En la segunda integral [n? + 22| = |z — in| - |z + in|, y asl

1 e 1
Talz) =] < — / log ———dp.

e 2| /2 1-— 6_27”7

Dado que la integral de log(1 — e=2™)~! es convergente, concluimos que .J; y Jo tienden a 0
cuando z — 00.
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El valor de C' lo encontramos sustituyendo (6.7) en la ecuacién funcional I'(z + 1) = zI'(z), lo
que nos entrega

Cy+0z+0+<z+%>bgz+l)%ﬂz+D*(7+Cz+<z+%>bgz+ﬂ@,

lo que se reduce a
1 1
C=- <z+§> log <1+—> +J(z) = J(z+1),
z
por lo que tomando z — oo obtenemos C' = —1. Ahora aplicamos (6.7) a la ecuacién
Gamma(z)'(1 — z) = n/sinnwz

eligiendo z = % + 1y, luego
/ . . , 1 1 1.
2C" — 1 +ylog §+2y — 1y log 5~ W +J §+2y +J 5~ W = log # — log cosh my.

Sabemos que cuando y — oo, J(1/2+14y) y J(1/2—1iy) tienden a cero. Desarrollando el logaritmo
en serie, tenemos que

1 . 1

N L+ 55

iylog ¥ — Yy iy (erlog T 2i'> = —7y + &1(y),
2 2y

mientras que
log coshmy = wy — log 2 + e2(y),

con £1(y), e2(y) tendiendo a 0. Lo anterior implica que C' = %log 27, por lo que hemos probado

que
1

1
logl(z) = 510g27r—z+ (z— 5

> logz + J(2),

o equivalentemente

I'(z) =V omrTre el ),

Ejercicio 6.1.3.
Para x > 0 real pruebe que

I(x) = \/émvz_%e_zee(z)/uz,

con 0 < 0(x) < 1.
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6.2. La funcion zeta de Riemann

Sea z tal que Re(z) > 1 entonces la funcién

= (6.8)

converge uniformemente y define una funcién analitica. La funcién (6.8) es conocida como la
funcién Zeta de Riemann y juega un rol importante en la teoria de niimeros.

Teorema 6.2.1.
Para z € {z € C: Re(z) > 1} se liene que

1 o
donde p, es la secuencia de primos.

Demostracién:
Probemos que

¢ [ -p2) =1,

n=1

multiplicando los términos. Asi

Gt =27 = S = S S

m=1

donde m recorre todos los niimeros impares. Bajo el mismo razonamiento

((2)1—27)(1=37)=> m™,

donde m recorre todos los enteros que no son divisibles por 2 y 3. Mas generalmente

()1 =27)(1=37) - (1—py) = Y_m™,

donde la suma anterior recorre todos los enteros que no contienen ningun factor primo 2, 3, ..., pn.
El primer término de la suma es 1, y el proximo es py” ;, por lo que todos los términos excepto
el primero tienden a cero cuando N — oo, con lo que se concluye que

N

Iim (2 )}_[1(1 —p,7) = 1.0



CAPITULO 6. FUNCIONES ESPECIALES 128

Proposicién 6.2.1. Para z € {z € C: Re(z) > 1} se tiene que

=)

du. (6.9)

Demostracién:
Ocupando la férmula (6.2) tenemos que

o0 z—1
n*I'(z) = / <£> le_tdt,
0o \n n

por lo que haciendo el cambio de variables u = % obtenemos

n_zF(z)*/ u* e ™ du.
0

Sumando y teniendo en cuenta la convergencia uniforme, se tiene que

o) o) 00
Z n~*I'(z) = Z/ w e ™ duy
n=1 n=1"0
00 o)
_ / uz—l Z e—nudu7
0 n=1

y utilizando

00
E e — 1

u 1’
n=1 €

se concluye el resultado.O

6.2.1. Extensién de ((z) a todo el plano

Usando (6.9) extenderemos la funcién ((z) a 0 < Re(z) < 1. Notemos que

1 I 1 X,
e R AP L

la cual tiene un radio de convergencia de 27. Escribamos

o0 1 ! 1 1 ! 1 % yrt
/ w1 du */ w1 — = du+/ uz_l—dqu/ 4 du.
0 e —1 0 e*—1 wu 0 U ;e —1

La expresion
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define una funcién analitica en Re(z) > 0. Por otra parte si Re(z) > 1 tenemos que

Asi podemos extender la funcién fooo w1l -du a Re(z) >0, 2 # 1 como

e®—1

1 o0 -1
1 1 1 u®
-1
s ——|d du.
/Ou L”—l u} u+z_1+/1 e 1M

Extendamos ahora ((z) como una funcién meromorfa a Re(z) > 0, z # —1. Por la relacién (6.9)

tenemos que
1 o) —1
1 1 1 u”
F po— 2_1 - d d
¢(2)['(2) /Ou L”—l u} u+z_1+/1 10

por lo que definimos

1 R | 1 1 % gl
C(Z)iF(z) (/Ou L”—l_ﬂdUJrz—lJr/l e”—1du>7

para Re(z) > 0, z # 1.

Observacién 6.2.1.

Usando la extension anterior vemos que la funcion ((z) tiene un polo simple en z = 1 y su
residuo es 1.

Extandamos ahora ((z) a Re(z) > —1. Consideremos

1 1 1
1 1 1 1 1 1
-1 z—1 z—1
: — ldu= e T T
/o“ L”—l u} ¢ /0 L“—l u+2}“ ¢ /02“ v

donde la integral
1
1 1 1] L,
I R RS S
/OLU—I u+2}u “

estd bien definido para Re(z) > —1. Integrando

1
1 1
—/ —uwldy = —u*t
0

! 1

?
0 2z

2 2z

para Re(z) > 0. Luego

1 1
1 1 1 1 1 1
—1
? — —| du= ——+ | du— —
/0 " L”—l u} " /0 L”—l u+2} YT




CAPITULO 6. FUNCIONES ESPECIALES 130

para Re(z) > —1, # 1. As{ podemos extender {(z) como

1 T 11 1 1 * yl
<) F(z)(/o L”—l u+2} “ 2z+z—1+/1 e“—1u>
Dado que I'(z) tiene un polo simple en cero, la funcién {(z) resulta ser analitica en z = 0. De

esta forma ((z) esta definida en Re(z) > —1, z # 1.
Para poder extender ((z) a todo el plano complejo deberemos demostrar el siguiente teorema.

Teorema 6.2.2. (Fcuacion Funcional de Riemann)
Para 1 < Re(z) < 0 se cumple que

C(2) = 2027171 = 2)¢(1 — 2) sin <%z) . (6.10)

Demostracién:
Utilizando la relacion

y observando

obtenemos que

I(z)((z) = 2 [/000 uz; mdu]

o0 uz
- 2 ol ————du/|,
{sumnl/o W T AnEe? u}

donde hemos usado la descomposicion en fracciones parciales de cot(%). Probemos la férmula
para el caso real z = z € (—1,0). Ocupando residuos encontramos que

I VAl 1 T
? U md“} =gmsee (),
lo cual nos indica que

& 27mn(27n)*

* (u/2mn)* 1
x)((x) = 2 ; (27n)2 /0 (u/27rn)2+127rndu]

= 2 i(%m)z_lgsec <7T—2w>]
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Usando la identidad

™ ™

(1 —a2)l'(z) = sin(mx) B 2 cos(1/2nx) sin(1/27z)’

concluimos el resultado.O

Usando la ecuacién funcional podemos extender ¢ : C\ {1} — C a una funcién meromorfa
con polo simple en z = 1.
Analicemos ahora los ceros de la funcién ¢. Como la funcién ((z) es analitica y sin ceros en
z=2,3... y I'(z) tiene polos simples en esos puntos se debe tener que

¢(1— z)sin <%z> =0 Vz=23..

y los ceros dee ((1—z) sin (%) deben ser simples. De esta forma, si z = 2m con m en N entonces
sin (227) = 0, por lo que {(1 —2m) # 0. Si z = 2m + 1, entonces {(1 — (2m + 1)) = {(2m) = 0,
por lo tanto —2, —4, ... son los ceros triviales de la funcién {(z).

Ejercicio 6.2.1.
Demuestre la siguiente formula
Tz

C(1—2) =2"*77% cos <7> ['(z)((2). (6.11)

Ejemplo 6.2.1.
Demuestre que la funcion

() = 521 — 2 (=/2)4(2),

es entera y satisface £(z) = £(1 — 2).

Solucion:
Veamos que es entera. Para esto basta notar que el factor 1 — z anula el polo de {(z) y los polos
de I'(z/2) se cancelan con los ceros triviales de ((z). Usando (6.11) la ecuacién £(z) = £(1 — z)
se transforma en

71_2/2F(z/2)C(z) — g=D/2p (1;2’) C(1—z) = 21—Z7T—(Z+1)/2F(z)r (1 ; z> o8 <7r_z> 7

2

lo que es equivalente a
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F<1;z>F(1;%>*cmdﬁmw

la ecuacién anterior se reduce a

7T1/2F(Z) _ 22—1F <§> r (1 ; Z> 7

la cual no es méas que la férmula de duplicacién de Legendre.

Dado que

Ejercicio 6.2.2.
Para los siguientes problemas considere que las formulas valen para Re(z) > A con A > 1

apropiado a cada caso:

1. Pruebe que

T

= d(n
e -y
n=1
donde d(n) es el numero de divisores de n.

2. Pruebe que

(s —1) =3 T

donde o(n) es la suma de los divisores de n.

3. Pruebe que

Cz—1) o)
¢(2) e

donde ¢(n) es el numero de enteros menores que n que son relativamente primos a n.

?

n=1



Capitulo 7

Funciones Armonicas

7.1. Propiedades basicas

Recordemos que si f: Q — C es analitica, entonces Re(f) y Im(f) son arménicas.

Proposicién 7.1.1.
St u es armonica en una region §2, entonces

Oou Ou
f(Z) - % - Za_yv

define una funcion analitica.

Demostracién:
Basta chequear las condiciones de Cauchy-Riemann.O

Suponga que [ se define usando

133
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Si u tiene conjugada arménica v, entonces la parte imaginaria se podria escribir como

Ov (% 8u ou

En general no hay conjugada de u, por lo que se define

» Ju Ju
duf—a—yd +a dy,

la cual se llama la conjugada diferencial de du. De esta forma tenemos que
fdz = du+1i *du.

Por el Teorema de Cauchy tenemos que la integral de fdz es cero en cualquier curva cerrada
simple y por otro lado la integral del diferencial exacto du también es cero. De esta forma

obtenemos que
/ *du = / iz + —dy =0, (7.3)

donde 7y es una curva cerrada simple.

Teorema 7.1.1.
St uy, ug son dos funciones armonicas en una region §2, entonces

/ (251 *dUQ — U9 *du1 — 0, (74)
R

para cada ciclo R homdtopo a cero en ).

Demostracion:

Razonando como en el Teorema (4.1.1), basta probar para el caso en que v = dR con R un
rectangulo contenido en €2. En R, u; y uy tienen funciones conjugadas vy, ve, por lo que podemos
escribir

Ul *dUQ — U2 *du1 = uldvg — u2dU1 — uldvg -+ UldUQ — d(u2U1).

Aqui d(ugvq) es un diferencial exacto y uidve + v1dus es la parte imaginaria de
(u1 + iv1)(dug + idvs),

la cual puede ser reescrita de la forma F] fo, donde Fi(z) y f2(z) son analiticas en R.(mencionar
teorema 4.1)0
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7.2. El Teorema del valor medio

En (7.4) consideremos u; = log(r), arménica en 0 < r < 00 y ug = u una funcién armonica
en |z| < p. Consideremos z € 2 con 0 < |z| < p y Cy, Cq, donde C; es un circulo centrado en 0
y de radio 7; < p. En |z| = r tenemos que *du = r2%df y asi (7.4) se transforma a

Ju Ou
1 e - — 1 - - .
og(ry) /01 "y, do /01 u df = log(rs) /02 g do /02 u df

En otras palabras, la expresion

/ u df — log(r) / r@dﬁ,
|z|=r |z|=r or

es constante. Por (7.3) se tiene también que

ou
Kdr TEdH,

es constante en el caso de un anillo y cero si u es armonica en todo el disco. Con estos dos
resultados hemos probado el siguiente teorema.

Teorema 7.2.1. (Teorema del Valor Medio para funciones armonicas)
La media aritmética de una funcion armonica sobre circulos concéntricos |z| = r es una funcion

lineal de log(r), es decir
1

o

u df = alog(r) + 3,

|z|=r

Y st u es armonica en todo el disco se tiene que a = 0.

Observaciéon 7.2.1.
Tomando 8 = u(0), por continuidad y trasladando el origen se tiene

1

o

2w
/ u(zo + re®)do. (7.5)
0

u(zg) =

Ademds siu es armonica, entonces se tiene que 8 = u(0).

Teorema 7.2.2. (Principio del mdximo y minimo)
Sea u : 2 — R una funcion armdnica, entonces no alcanza mdximos y minimos en §2. De esta
forma, en un cerrado E el mdximo y el minimo se alcanzan en la frontera de E.

Demostracién:
La demostracion es analoga a la hecha en el caso de funciones analiticas por lo que se deja
propuesta al lector.
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Ejercicio 7.2.1.

1. Siu es una funcién armonica y acotada en 0 < |z| < p, entonces el origen es una singu-

laridad removible en el sentido de que u pasa a ser arménica en |z| < p, cuando u(0) esta
bien definida.

2. Encuentre una funcion armdénica en D(0,1) tal que el valor de la frontera este dado por
u(z,y) = 2.

3. Encuentre una funcion armonica en D(0,1) tal que el valor de la frontera este dado por
u(z,y) = x°.

7.3. La formula de Poisson

Teorema 7.3.1. (La Férmula de Poisson)
Sea u(z) armonica en |z| < R y continua en |z| < R. Entonces

ua*l Muzdﬁ 7.6
@5/, (2)a, (7.6)

Com |z —af’

para todo |a| < R.

Demostracién:
Supongamos que u(z) es armonica en el disco cerrado |z| < R. La transformacién de Moebius

2810 - Tt

envia [(| < 1al|z] < Ry manda { =0 a z = a. La funcién u(S(¢)) es armoénica en || < 1y
por (7.5) obtenemos que

1
u(a) = 5~ u(S(¢))d arg. (7.7)
T JKl=1
Dado que
- R(z —a)
Rz —az’
entonces

d¢ 1 a B z az
darng—z?f Z(z—a+R2—az>dz(z—a+R2—az>d9'
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Escribiendo R? = 2z la tltima expresién puede ser reescrita como

]l

2 R? — |af?
+ J—

Z—aQ z—a |z—a|27

y por (7.7) obtenemos

1 R?— |af’ 1
Au(z)dﬁ = — ReZ ta

27 |z|=R z—a

u(a) = u(z)do. (7.8)

27 Jier |z —af

lo cual concluye la demostracién, en el caso de que u(z) es arménica en el disco cerrado. Veamos
ahora el caso que es armonica en el disco abierto y continua en el disco cerrado. Sea 0 < r < 1,
entonces u(rz) es armonica en el disco cerrado y obtenemos

1 2~ |af’
u(ra) = —/ Mu(m)d&.
27 Jizler |2 — qf

Como u(z) es uniformemente continua en |z| < R, tomando r tendiendo a 1, se obtiene que
u(rz) — u(z) uniformemente en |z| = R, lo que finaliza la demostracién.O

Observaciéon 7.3.1.
En polares la formula (7.6) se puede expresar como

1 R? — 2

- 0
2 |z|=r R? —2rRcos(0 — ¢) + T2U(Re )do.

u(re'?)

Observaciéon 7.3.2.
Un caso particular de (7.6) es tomando v = 1 lo que nos indica que

2 2
/ Mdﬁ = 2.
|

-k |z —al’

Notemos que el teorema anterior nos da una férmula explicita para la conjugada de u, en
efecto, la férmula (7.8) nos entrega

L[ Chr &
u(z) = Re {2712’ /|¢|RC—2’U(<)C :

Dado el Teorema de Morera, la expresion dentro del paréntesis es una funcion analitica para
|z| < R, luego u(z) es la parte real de

1 C(+z
n 27 |Z|:R<—Z

g
¢

donde C' es una contante real arbitraria. La formula (7.9) es conocida como la férmula de
Schwarz.

f(2) u(¢)—= +1iC, (7.9)
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7.4. FEl Teorema de Schwarz

Definicién 7.4.1.
Sea U(0) con 0 < 0 <27 una funcion continua por pedazos, definimos la integral de Poisson
de U como

27 0
Pulz) — i/ Re& 217 (0)do.
0

2 e — 2

Ejercicio 7.4.1. Pruebe que Py(z) satisface

(i) Pyiv = Py + Py
(i1) P.y = cPy para toda constante c.
(113) Si U > 0 entonces Py > 0.

(tv) Sim < U < M entonces m < Py < M. Hint: Demuestre primero que P. = ¢ para toda
constante c.

Teorema 7.4.1.
La funcion Py(z) es arménica para |z| < 1 y si U es continua en 0y se tiene

lim Py(z) = U(by). (7.10)

z—e®0

Demostacion:
Usando la demostracién anterior es facil ver que Py(z) es arménica, ahora para estudiar el com-
portamiento en la frontera, sean C y (5 arcos complementarios del circulo unitario y denotemos
por U; la funcién que coincide con U en Cy y que vale cero en Cy. Analogamente denotemos por
U; a la funcién que vale U en Cy y cero en (. Claramente Py = Py, 1v,.
Dado que Py, puede ser escrita como una integral de linea sobre (', se tiene que es armonica
en todas partes salvo en el arco cerrado €. La expresion

; 2
etz 1|z
Re— = —
0 9 27
e —z |e’ — z|
es nula en |z| = 1 para z # €¥. Py, es cero en el arco abierto Cs, ,y dado que es continua

Py, — 0 cuando z — ¢ € C,.

Para probar (7.10) supongamos sin pérdida de generalidad que U(6y) = 0, pues si no basta
reemplazar U por U — U(fy). Dado € > 0 podemos encontar Cy y Cq tales que ¢ es un punto
interior de Cy y |U(0)| < /2 para ¥ € Cy. Bajo esta condicién |Uy(0)| < /2 para todo 6,
luego | Py,(2)| < /2 para todo |z| < 1. Por otro lado, dado que U, es continua y se anula en e%°
existe 0 tal que |Py,(2)| < ¢/2 para |z — €| < 4. Concluimos que |P,(2)| < |Py,| + |Py,| < ¢
cuando |z| < 1y |z — €| < 6.0
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Ejercicio 7.4.2.

1. Pruebe que una funcion que es armonica y acotada en el semiplano superior, continua en
el eje real, puede ser representada como una integral de Poisson.

2. Si f(z) es analitica en todo el plano y si 27 Re(f(z)) — 0 cuando z — oo, entonces [ es
contante. Hint: Use (7.9)

3. Siu(z) es arménica para 0 < |z| < p y lim,_q 2z(u(z)) = 0, entonces u puede ser escrita
de la forma u(z) = alog|z| + ug(z), donde a es constante y ug es una funcién armdnica
en |z| < p.

7.5. Principio de reflexion de Schwarz

Teorema 7.5.1.

Sea 2 una region y denotemos por QT = QN {z € C:Im(z) >0}, 2~ ={ze€ClzeQt}y
a o la parte del eje real en 2. Supongamos que v(xz) es continua en QY o, armoénica en QO y
nula en o. Entonces v tiene una extension arménica en Q| Jo|JQ™ que satisface la relacion de
simetria v(Z) = —v(2). Bajo las mismas condiciones, si v es la parte imaginaria de una funcion
analitica f(z) en Q7F, entonces f(z) tiene una extension analitica que satisface f(z) = f(Z).

Demostracion:

Sea V(z) la funcién que es igual a v(z) en 2, 0 en o y —v(z) en Q. Debemos probar
que V(z) es arménica en o, pues es claro que —v(z) es armoénica en 7. Para un punto zg € o
consideremos el disco centrado en xy contenido en €2 (denotado por D(zo,7)) y sea Py la integral
de Poisson con respecto a este disco, formada por los valores de frontera de V. La diferencia
V — Py es armonica en la mitad superior del disco y se anula en el semicirculo por el Teorema
7.4.1. Como v tiende a cero en o y Py se anula por simetria, entonces V — Py también se anula
en el didmetro. Por el Teorema 7.2.2 lo anterior implica que V = Py en la mitad superior del
disco y el mismo desarrollo se hace para probar la igualdad en la mitad inferior. Asi concluimos
que V es arménica en todo el disco y en particular en zg.

Para probar el resto del teorema, consideremos un disco con centro en o. Queremos que

f:U()‘FZ.U,

defina una funcién analitica con ug € D(xq,7). Ya hemos extendido v a todo el disco, y v es la
conjugada arménica de —ug en el mismo disco, la cual podemos elegir para que ug = Ref(z)
en la parte superior el disco. Basta probar que wug(z) pertence a o N D(xg, 7). Consideremos
Uo(2) = uo(2) — uo(2), la cual en el eje real cumple que Uy /0x = 0 y ademas

8U0* 8u0* (9?)*
8—y728y 7_2(%70'
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Se sigue que la funcién analitia OUy/0x — 10Uy /Oy se anula en el eje real y por ende es nula.
De esta forma U es constante, y la constante es evidentemente igual a cero, con lo cual hemos
probado que uo(z) = uo(2).

La construcciéon puede ser repetida para discos arbitrarios, por lo que se concluye el teorema.O

Ejercicio 7.5.1.

1. Muestre que toda funcion que es analitica en una region simétrica 2 puede ser escrita de
la forma f1+ifs, donde f1, fo son analiticas en £ y reales en el eje real.

2. 8i f(z) es analitica en |z| < 1 y satisface |f| = 1 cuando |z| = 1, entonces f(z) es racional.



Capitulo 8

Teorema de Riemann

8.1. El Teorema de Riemann

Teorema 8.1.1. ( El Teorema de Riemann)
Sean Q1 y Qg dos dominios simplemente conexos en C, Q1 # C, Qy # C. Sean z; € €y,
2o € g, entonces existe una unica funcion o : 1 — Qy biyectiva analitica (conforme) tal que

o(z1) = 22 y ¢'(21) > 0.

Demostracion:

Basta demostrar el teorema en el caso € = Q # C simplemente conexo, y Qs = D(0,1),
con z; = 0. Fijamos zy € €2, queremos demostrar que existe una tnica funcion ¢ : Q@ — D(0, 1)
analitica biyectiva tal que p(z0) = 0, ¢'(z0) > 0.

Veamos que la funcién ¢ es dnica. Sean 1,99 : 2 — D(0,1) tales que ¢1(z0) = O,
W1 (z0) > 0y walz0) = 0, ¥h(z) > 0. La funcién @y 0 p7* : D(0,1) — D(0,1), es biyecti-
va con (pg 0 p71)(0) = 0. Por el Lema de Schwarz ‘(gog o gol_l)(z)‘ < |z|. De manera andloga
o103t 2 D(0,1) — DO,1) y |(ro¢3")(2)] < |2l Por lo tanto |(g2067)(2)] = J2] v
‘(gpl o gogl)(z)‘ — |2], y asi (p1 0 p31)(2) = ze®, pero como (ps 0 p71)/(0) = € > 0, entonces

e — 1.
Probaremos ahora la existencia de .

Sea F={f:Q2— D(0,1) : f es analitica, f es inyectiva, f'(z9) > 0}.

141
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Vamos a probar que sup;.r f'(20) se alcanza en ¢ € F, y que ¢ es la funcién buscada. La
demostracion consta de cuatro pasos:

Demostracién de (a):

Si Q¢ contiene a D(wq, ), entonces la funcién

estd en F.

Para el caso general,consideramos wy € §2¢, y definimos la funcién g : @ — C

9(z) = /=== con g(z0) = 1,
Z0 — Wo

Z—wo

——.— 10 contiene al cero cuando z € (1.

la cual estd bien definida pues

Verifiquemos ahora que existe 7 > 0 tal que |g(z) + 1| > 5 para todo z € €. Si no fuera
asi existirfa una sucesién z, en € tal que g(z,) — —1, con lo que ¢*(z,) — 1, por lo que
zn — 2o, contradiciendo el hecho de que g(z) = 1.

Por lo tanto podemos definir

o= (-2)

la cual pertenece a F.
Probemos (b):

Sea f € F y d= dist(zg,2¢) > 0. Entonces

Pl =17 Gl =g [ T, 1)




CAPITULO 8. TEOREMA DE RIEMANN 143

con lo que

, porque |f| < 1.

QU W~

' (20)] <

Consideremos f, € F, tal que f}(20) — supser f'(20). Sea K, una sucesién creciente (en
el sentido de la inclusién) de compactos tal que U,y Km = Q, y 20 € Int(K;). Definimos
dy = dist(K7, £2°), procediendo como en (8.1) obtenemos |f! (w)| < di‘l para todo w € Kj. Por
lo tanto tenemos una sucesion { f,}.en de funciones equicontinuas en Kj. Por Arzela-Ascoli
existe una subsucesion f,, que converge uniformemente a o, en K. Asf f, — sup;cp f'(20) ¥
7 (20) — ¥ (20) > 0. La funcién es inyectiva por el Teorema (4.4.9) .

Procediendo como en el paso anterior existe una subsucesion {nq} C {n;} tal que f,, — w2
uniformemente en Ky, con po = @ en K;. Asi podemos definir una subsucesion {n,,} tal que
Jr — Pm en K, y on|k, = @i para todo ¢ < n.

Sea ¢ — D(0,1) dada por ¢|k, = ¢©m- Es claro que la subsucesién f,, — ¢ uniformemente
en compactos de 2. Como f,, es inyectiva y ¢'(z9) > 0, entonces por el Corolario (4.4.3) ¢ es
inyectiva y |¢| < 1.

Probemos (c):
Si ¢(z0) = a # 0, entonces la funcién

p(z) —«a
g(z) = W,

cumple que

9'(z0) = % > ¢'(20)

lo cual es una contradiccién, y por lo tanto ¢(zy) = 0.

Ahora basta probar (d):
Sea w € D(0,1) tal que p(z) # w para todo z € , con w = —t2e¥ para algiin 0 < ¢t < 1. Sea

¢ =e Py, con lo que p(z) = —t2 para cualquier z € Q. Definamos la funcién

@(z) + 17

fl(Z) - Wv

la cual es distinta de cero para todo z € €2, como €2 es simplemente conexo podemos definir la

funcién fo : Q@ — D(0,1)
oty = ML

C1-t/fi(z)]
que cumple que fo(20) = 0. Es facil ver que | f3(z0)| > |¢(20)|. Lo que es una contradiccidn, asi ¢
es biyectiva. ]
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8.2. Comportamiento en la Frontera

Definicién 8.2.1.

Diremos que {z,} C Q tiende a la frontera si para todo z € Q existen e > 0 yng € N tales
que |z — z,| > € para cualquier n > ng. De manera andloga diremos que la funcién continua
z(t) € Q, cont € [0,1) tiende a la frontera si para todo z € Q existen € > 0, to < 1 tales que
|z(t) — z| > € para todo t > ty.

Proposicién 8.2.1.
Sean 2,8 dos regiones en C, y f : Q@ — & un homeomorfismo. Si {z,} tiende a la
frontera de 2, entonces { f(z,)} tiende a la frontera de €Y.

Demostracién:

Sea w € €, entonces existe z € £ tal que f(z) = w. Sabemos que existen € > 0, ng € N
tales que |z — z,| > € para todo n > ngy. Tenemos que f (D(z,€)) contiene una vecindad de w,
es decir, existe § > 0 tal que D(w,d) C f(D(z,¢)). Por lo tanto si n > ng

|f(zn) —w| > 0.

8.3. Formula de Schwarz-Christoffel

Si bien el Teorema de Riemann sola nos da la existencia y unicidad de la funciéon, hay un
caso particular en el que existe una férmula explicita para mandar el disco unitario en cualquier
poligono, y ésta es la Férmula de Schwarz-Christoffel. .Consideremos el poligono {2 de vértices
{zr}}_; y dngulos internos correspondientes {aym}7_;, con 0 < ay < 2 para todo k.

Definamos ahora 8, := 1 —ay. Tenemos que si el poligono es convexo se cumple que Y, B =
2,y B > 0 para todo k.

Definiendo las transformaciones ¢ = Tj(z) = (2 — 2)'/**, y sus correspondientes inversas
T HC¢) = 2z + (. Sea f: Q — D(0,1) la funcién que nos d4 el Teorema de Riemann, defini-
mos entonces g(¢) = fo T, (¢) = f(zr + () g se puede extender analiticamente a la frontera
y va a seguir siendo analiticaen 0 y 1 — 1.

Ademés g~ (w) = Ty, o [~ (w) = (F(w) — z1,)"/* con F = f~1.
F(w) =z = [g7 (w)]* = (w — wp)*Gi(w), con wi = f(zx), Gk # 0,
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asi derivando
Fl(w) = a(w — wi)** ' Gr(w) + (w — we)* Glp(w),

con ésto
F'(w)(w — wy)f = axGr(w) + (w — w)Glp(w),

va a ser una funcion analitica que no se va a anular en un entorno de wy,.

Definamos entonces la siguiente funcién analitica y distinta de cero en D(0, 1),

n

H(w) = F'(w) [ ] (w — wi)™. (8.2)

k=1
Veamos que pasa con H. Notemos que

arg H(w) = arg I (w) + Zﬁk arg (w — wy,).
k—1

Si denotamos w(t) = p(z(t)), con z(t) una curva, entonces w = ¢'(2)Z y argw = arg¢'(z) +
arg Z. En nuestro contexto, arg F'(w) = arg dF' + arg dw, donde dF es la diferencia de dos puntos
en la tangente a 02 en F(w), y dw es la diferencia de dos puntos en la tangente a dD(0,1) en
w. Siw =€ dw=0+7/2y dF =ctte (pues depende solo de 0 y 0,1 y no de 0).

Asi,
arg H(w) = ctte — 0 + Zﬁk arg (w — wy).

k=1

Finalmente

. . 1
w— wy, = €0 — e — 2”2 senE(H — 0y),
luego arg (w — wy) = % + 2. Ast
0

arg H(w) =a— 0+ (ZBIC) 5= @
k=1

Como arg H(w) es una funcién arménica no nula, por Teoremas del Médulo Méximo y Mini-
mo se sigue que arg H(w) = a en el disco, con lo que se sigue que H = ¢ en el disco.
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Volviendo a la ecuacién (8.2), se tiene que
Fl(w) = [ ] (w = we) ™,
k=1

e integrando se tiene

F(w) = ¢ /0 ’ [T ¢ —we)™Pd¢ + F(0). (8.3)

Asi se tiene que (8.3) corresponde a la funcién de Riemann que manda el disco en el poligono
Q y se llama Férmula de Schwarz-Christoftel.
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