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P1. Sean X1, X2 v.a uniformes en [0, 1] e independientes.
a) Sea X3 = X1 + X3. Calcule fX3 .
b) Sea X3 = X1X2. Calcule fX3 .
c)Sea X3 = max{X1, X2}. Calcule fX3 .
d)Sea X3 = X2

X2
1
.Calcule fX3 .

e) Sea X3 = max{X1,X2}
min{X1,X2}

P2. Sean X1, X2 y X3 normales de media 0 y varianza 1 independientes. Sea X4 =
√

X2
1 + X2

2 + X2
3 .

Calcule fX4 .

P3. En este problema estudiaremos los conocidos estad́ısticos de orden. Sean X1,...Xn v.a
absolutamente continuas iid cada una con densidad f(x) y función de distribución F (x). Sea Tk

la variable aleatoria que indica el k-ésimo valor más pequeño de las variables aleatorias. (Cuando
dos variables distintas toman el mismo valor se ordenan por el ı́ndice). Pruebe que

fTk
(x) = n

(
n− 1
k − 1

)
f(x)(F (x))k−1(1− F (x))n−k

P4. Sean X1, X2 v.a iid exponenciales de parámetro 1.
a) Sea X3 = X1 + X3. Calcule fX3 .
b)Sea X3 = X2

X1
.Calcule fX3 .

P5. Sean X1, X2 v.a iid normales de media 0 y varianza 1. Sea X3 = X2
X1

. Calcule fX3 .

P6. Suponga que un gusano se encuentra aleatoriamente, con distribución uniforme, en una
manzana esférica cuya ecuación en R3 está dada por x2 + y2 + z2 = 4a2, donde a es un real.
Suponga que usted se come la manzana hasta que queda un cilindro, donde estan las pepas, de
ecuación x2 + y2 = a2. Encuentre la probabilidad de que se coma al gusano.

P7. Un punto (X1, X2, X3) se encuentra distribuido uniformemente en la región de R3 de-
scrita por x2 + y2 ≤ 4, 0 ≤ z ≤ 3x. Encuentre la probabilidad de que X3 ≤ 2X1.

P8. Sean T1, ..., Tn los estad́ısticos de orden definidos en el problema 3. Pruebe que la densidad
conjunta de estas variables aleatorias esta dada por

g(x1, x2, ..., xn) =

{
n!f(x1)f(x2), .., f(xn), si x1 < x2 < ... < xn

0, si no

Indicación Calcule P(T1 ≤ b1, ..., Tn ≤ bn, X1 < X2 < ... < Xn).

P9. Sean X1, X2 y X3 iid con densidad exponencial de parámetro 1. Calcule P(X1 ≥ 2X2 ≥ 3X3)

P10. Si n puntos X1, X2,..., Xn, en una barra de largo L, se escogen aleatoriamente inde-
pendientemente y con densidad uniforme, encuentre la probabilidad de que ningún par de puntos
tengan una distancia entre ellos menor que d. Esto es, encuentre P(min{|Xi −Xj |, i 6= j} ≥ d)
Indicación Calcule primero P(min{|Xi −Xj |, i 6= j} ≥ d,X1 < X2 < ... < Xn)

P11.Sean X1 y X2 v.a iid con distribuciones normales de media 0 y varianza 1. Defina, de



manera impĺıcita, las v.a R0 Y Θ0 por las siguientes relaciones: X1 = R0 cosΘ0, X2 = R0 sin Θ0.
Pruebe que R0 Y Θ0 son independientes y encuentre sus densidades.

P12.Sean X1, X2 v.a independientes, absolutamente continuas, con densidades fX1 y fX2 re-
spectivamente. Sea X3 = X1X2. Pruebe que:

fX3(z) =

{∫∞
0

1
wfX1(

z
w )fX2(w)dw, si z > 0

0, si z < 0

Indicación Considere las variables aleatorias X3 = X1X2 Y X4 = X2 y aplique el método del
jacobiano.

P13. Sea (X1, X2) un vector aleatorio con densidad conjunta
{

8xy, si 0 ≤ y ≤ x ≤ 1
0, si no

a)Encuentre la esperanza condicional de X2 dado que X1 = x y la esperanza condicional de X1

dado que X2 = y
b)Encuentre la esperanza condicional de X4

2 dado que X1 = x.
c) Encuentre la esperanza condicional de X2 dado el evento A= {X1 ≤ 1

2}.

P14. Sea X0 una v.a no negativa exponencial de parámetro 1. Si X0 = λ se toman n ob-
servaciones independientes (va independientes) con distribuciones exponenciales de parámetro λ.
a)Encuentre la densidad condicional de X0 dado (X1, X2, .., Xn).
b)Encuentre la esperanza condicional de X−n

0 dado X1 = x1,...,Xn = xn.

P15. Sea (X1, X2) uniformemente distribuido sobre el paralelogramo de vértices (0, 0), (2, 0), (1, 1), (3, 1).
Encuentre E(X2|X1 = x).

P16.Un dado es lanzado independientemente n veces. Encuentre el promedio de 2’s dado que el
número de 1’s es k .

P17. Sean X1, X2 va iid uniformes en [0, 2].
a)Encuentre la probabilidad condicional de que X1 ≥ 1 dado que X1 + X2 ≤ 3.
b)Encuentre la esperanza condicional de X1 dado que X1 + X2 ≤ 3.

P18. De las 100 personas que viven en un pueblo, 50 siempre dicen la verdad, 30 siempre
mienten y 20 siempre rehusan contestar. Un dado no cargado es lanzado. Si el resultado es 1, 2, 3
o 4 una muestra de 30 personas es extráıda con reposición. Si el resultado es 5 o 6 una muestra
de 30 personas es extráıda sin reposición. Se define la v.a X de la siguiente manera: X = 1 si
el resultado en de la muestra contiene 10 personas de cada categoŕıa, X = 2 si la muestra es
tomada con reposición y contiene 12 mentirosos, X = 3 de otra forma. Encuentre E(X).

P19. Sean X1 y X2 va iid uniformes en [0, 1]. Encuentre la esperanza condicional de (X2
1 +X2

2 )2

dado X1 −X2.

P20. Sean X1, X2 va iid, cada una con densidad




1
2e−x, si x ≥ 0
1/2, si− 1 ≤ x ≤ 0,

0 six < −1

Sea X3 = X2
1 + X2

2 . Encuentre E(X3|X1 = x).

P21. Sea X uniforme en [0, 1]. Si X = λ, una moneda con probabilidad de cara igual a λ
es lanzada independientemente n veces. Si X1,..., Xn son los resultados de los lanzamientos
(valen 1 si sale cara, 0 si sale sello), encuentre la densidad condicional de X dado (X1, ..., Xn).
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P22.Sea X el número de éxitos en n experimentos de Bernoulli, con probabilidad de éxito p.
Encuentre la esperanza condicional de X dado que X ≥ 2.

P23.Sea X1 uniforme en [0, 10] y defina X2 por
{

X2
1 , si 0 ≤ X1 ≤ 6

3, si 6 < X1 ≤ 10

Encuentre la esperanza condicional de X2 dado que 2 ≤ X2 ≤ 4.

P24. Considere el siguiente experimento que se realiza en 2 etapas.
(i) Un ćırculo de radio R y centro en (0, 0) es selecionado, donde R tiene densidad exponencial
de parámetro 1.
(ii) Un punto (X1, X2) es seleccionado, donde (X1, X2) se distribuye uniformente dentro del
ćırculo construido en (i).
a) Si D =

√
X2

1 + X2
2 es la distancia del punto al origen, encuentre E(D).

b) Encuentre la densidad condicional de R dado X1 = x,X2 = y (Deje la respuesta como una
integral, no tiene que calcularla).

P25.El siguiente es un ejemplo de un problema de estimación. La entrada R de un radar es
de la forma θ + N donde θ (la señal) y N (el ruido) son va independientes con esperanzas y
varianzas finitas. El valor R es observado, y entonces una estimación de θ es hecha, digamos
θ̂ = d(R), donde d es una función de los reales en los reales. El propósito es escoger el estimador
de modo que E((θ̂ − θ)2) sea lo más pequeña posible. Asuma que R es absolutamente continua.
a)Pruebe que d(x) = E(θ|R = x).
b)Sea θ = ±1 con igual probabilidad, y N uniformemente distribúıda en [-2,2]. Encuentre d(x)
y el valor mı́nimo de E((θ̂ − θ)2).

P26. Un número θ es escogido aleatoriamente con densidad exponencial de parámetro 1. Si
θ toma un valor λ, una va R es observada, donde R se distribuye como una va Poisson de
parámetro λ (Por ejemplo, puede pensarse R como el número de part́ıculas radioactivas que
pasan a través de un mecanismo de conteo, en cierto intervalo de tiempo, donde el número
promedio de estas part́ıculas es seleccionado aleatoriamente). El valor de R es observado y una
estimación de θ es realizada, digamos θ̂ = d(R). Aplique el problema anterior para encontrar d(x)

P27.Sea f(x, y) = k(1 + xy(x2 − y2) la densidad conjunta del vectora aleatorio (X,Y ) con
soporte en el cuadrado [−1, 1]× [−1, 1].
a)Calcule el valor de k.
b) Calcule la función caracteŕıstica conjunta.
c)Calcule las densidades marginales y las funciones caracteŕısticas de X y de Y .
d)La función caracteŕıstica de X + Y . ¿Conclusión?

P28. Denotemos por V el volumen de un sólido tridimensional cualquiera. Sea Y el número de
part́ıculas observadas en V , y suponga que Y es una v.a Poisson de parámetro λV . Las part́ıculas
pueden representar polvo en el aire, bacterias en el agua, etc.
a) Si un punto es escogido aleatoriamente dentro de un volumen v, sea R la v.a que indica la
distancia del punto a la part́ıcula más cercana. Calcule la densidad de R
b)Pruebe que U = R3 sigue una distribución exponencial.

P29. Sea (X1, X2) un vector normal multivariado con vector de media, el vector nulo, y matriz
de covarianza

σ2 =
(

a2 a2

a2 a2

)

En la matriz anterior a ∈ R. Exprese (X1, X2) como producto de una matriz ortonormal y un
vector aleatorio (Y1, Y2) donde Y1, Y2 son va normales independientes de media 0.

P30. Sea X = (X1, ..., Xn) un vector normal multivariado n-dimensional
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a)Pruebe que si A es una matriz de m × n entonces AX es un vector normal multivariado m-
dimensional.
b)Pruebe que si a1,a2..., an son reales cualesquiera entonces a1X1 + a2X2 + ... + anXn es una va
que sigue una distribución normal.

P31. Pruebe que si se tiene que ∀ a1, a2..., an ∈ R, a1X1 + a2X2 + ... + anXn es una va
con una distribución normal, entonces el vector X = (X1, ..., Xn) sigue una distribución normal
multivariada.

P32. Sea X = (X1, ..., Xn, Xn+1) un vector normal multivariado (n+1)-dimensional. Pruebe
que condicionalmente a (X1, ..., Xn), Xn+1 sigue una distribución normal.
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