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Resumen Materia

Métodos Numéricos en R
1. Punto fijo: Diremos que una funcién g : R — R tiene un punto fijo en zq ssi: g(zo) = xo.
2. Ceros de una funcién: Diremos que una funcién f : R — R tiene un cero en zq ssi: f(zo) = 0.

3. Relacién entre punto fijo y ceros: Dado alguno de los dos problemas, se puede transformar en el otro tipo de
problema:

(a) Sizg es un punto fijo de g(x), entonces zg es un cero de la funcién definida como f(z) =z — g(x).

x
(b) Si xg es un cero de f(x), entonces g es un punto fijo de la funcién definida como g(z) = x — f(x).
4. Teorema de punto fijo: Sea g(x) una funcién continua en [a, b].
(a) Sia < g(x) <b= g(x) tiene un punto fijo p € [a, ).
(b) Si g(x) es derivable en (a,b) y ‘d%—f)

<1 para z € (a,b) => el punto fijo es tnico.
5. Método de punto fijo: Si se cumplen las condiciones de existencia y unicidad del punto fijo:

(a) Partir con un zg € [a, b]

(b) La sucesién definida como 41 = g(zx) converge al punto fijo tinico de g(x).
6. Método de la Biseccién: Si f(z) tiene una sola raiz Z € [a, b], entonces:

(a) Sean ay, 8, € [a,b] tal que f(ap) v f(By) tengan distinto signo, es decir: f(ap)f(5,) < 0.Sea € la precisién
buscada.

Se define g;, = O"“TJ”B"

Si |f(er)| < e, terminar y T ~ gy

Si f(er)f(ar) <0, entonces apq1 = ag, By = k-

En caso contrario, si f(ex)f(8;) < 0, entonces agy1 = €k, Bry1 = By
Volver a (b).

El numero de iteraciones serd cercano a n = logy(=2)
7. Método de la Secante: Si f(z) tiene una sola raiz T € [a, b, entonces:

Sean xg, x1 dos aproximaciones iniciales de Z.

(a
(

)

b) La recta que interpola a f(z) en xg,zk—1 es: Ly(z) = f(zr) + (z — xk)w
)
)

T —Tk—1
(c¢) Se define zj41 la nueva aproximacién de Z que cumple L, (xg+1) = 0.

T —Tkp—1

(d) Despejando se obtiene la sucesion: xpy1 =z — f(a:k)m

8. Método de Newton - Raphson: Dada una funcién f : R — R regular, por Taylor se obtiene que f(Z) = f(z) +

f(@)
I (@)

(@)@ —z)+ w(ﬁc—x)Q Si Z es un cero de f(z), entonces si [T —z|~ 0= T =z —

(a) Sea g € R cercano a Z.

(b) Tpy1 =2k — ff/((zkk))




9. Convergencia del Método de Newton: Sea f(z) € (*[a,b]. Sea T tal que f(z) = 0, f (Z) # 0. Entonces existe
d > 0 tal que el método de newton genera una sucesién {zj}72 ; que converge a T para cualquier zy € (Z — J,Z + 9)

10. Orden de convergencia: Sea {z;}%2, una sucesién que converge a Z, construida por un método iterativo. Sea
e, = T — x, el error cometido por la n-ésima iteracién. Se dird que el método es de orden p si existe una constante c
. P
tal que: |ent1] < clen|

(a) Biseccién: e,11 = 3(en +ep1) = p=1

(b) Secante: e, = —enen,1%, con &, € ¢0(T, T, Tn—1), Ny € CO(Tp, Tpn_1) =>p = 1+2\/5
(c) Newton: e, 1 = —¢2 ;f,((i:)), con &,, € ¢o(Z,xy) = p =2
Métodos Numéricos en R~
fi(z)
- q fa(z) .
1. Campo Vectorial: F:R" — R" F(z) = . |, donde f; : R™ — R es un campo escalar, i = 1...n.
fu()

2. Punto Fijo: F(z) tiene un punto fijo Z en D = [ay, b1] X [az, ba] X ... X [an,by] si F(Z) =
3. Teorema de punto fijo: Sea ﬁ(m) un campo vectorial continuo en D

(a) Si F(x) € D Vz € D = F(z) tiene un punto fijo en D.

B - - 0fi(x)
(b) Si F(z) es derivable con continuidad en D y ’87_7

unico

< % Ve € D,Vi,j = 1..n con K < 1 => el punto fijo es

4. Método de punto fijo: Si se cumplen las condiciones de existencia y unicidad del punto fijo:

(a) Partir con un zg € D

(b) La sucesién definida como 241 = F(x;) converge al punto fijo tnico de F(z).

5. Ceros de un campo vectorial: Diremos que n campo vectorial F(z) tiene un cero en xg ssi: F(xg) = 0.

6. Método de Newton — Kantorovich: Dado un campo vectorial F (z) regular, el Teorema de Taylor en R™ nos asegura

que F(z) = F(z) + VF(z)(@ — 2) + O(| — 2|?). Si |z — 2| 0 = T =2 — [vﬁ(x)] " R,

(a) xg € R™ cercano a T

(b) 41 =z — {Vﬁ(xk)]

1,
F(xy)
Problemas

1. Usando una aritmetica de 4 cifras significativas con redondeo, aplique el método de newton - raphson para resolver la
siguiente ecuacién: f(z) = z,donde f(z) = 12% —sin(rz) — 1 cos(rz?). Tome zo = 3
2. Demuestre que el orden de convergencia del método de la secante es p = % .

3. Usando una aritmetica de 4 cifras significativas con redondeo, aplique el método de newton - kantorovich para encontrar

. . 5x? — a3 0.25
ceros del siguiente campo vectorial: F(z1,x2) = o — L(sinzy — cosay) | Tome zo = 0.5
27§ 1— 2 .



Respuestas

1.

2.

To= %, Tpy1 = Tk — J@8)  Usando una aritmetica de 4 cifras significativas con redondeo.
PR f(zk)

(a) Se define g(z) = f(z) — v => g(z) = 2% —sin(rz) — § cos(ma?) — x

(b) Se calcula ¢ (z) = x — 7 cos(nz) + mxsin(rz?) — 1

Laf —sin(rwy,)— 1 cos(mai)—wy
z—m cos(mwy)+may sin(rri)—1

(€) Thy1 =K —

ko xp 7 sin(may) cos(mxy) Tk sin(ﬂxz)

@ o 2 8205625  sin(wd) = 12 cos(nd) = —1v2  3sin(n3®) = 0.7356
1 240.2518=1.002 1.0022 = 1.004  sin(1.0027) = —0.006283 cos(1.0027) = —1  1.002 51n(771 002%) =
2 1.002—0.002012=1 1 0 ~1 0

(e) La solucién es 7 =1

VA

Th4+1 = Tk — f(xk)%7 en =T — Xy P |en+1‘ < C|en|p7 En+l1 = —En€n— 12f ((fln))

(a) Busquemos e;,,+1 en funcién de e, y €,,—1.

(b) f(@n) = F(@n-1) + F () (@0 — zno1) = f (n) = LE20T 0] ) e (2,1, )

Tp —Tn—1

(¢) Error de Lagrange: f(z) — Ly (%) = (z — 2n) (@ — 1)L 2(5), con Ly, (z) = f(zy) + (x — x,) LE L @)

Tp —Tn—1

)
110

(d) f(2)=0= L, (%) = —(T — 2p)(T — Tp_1) € €to(xn_1,Zn,T)

)
Por contruccién del método, Ly, (zp+1) =0 = f(zn) = —(Tpt1 — xn)f/ (n)
f) Luego Ly (z) = —(2ns1 — zn)f () + (2 — z)f () = (z — 2ng1) £ (0)
T ) = ensif (1) ¥ La(@) = —enenr 149

(e
(

(¢) Entonces L, (T) = (T — Tpt1)f
(

h) Finalmente, e,41 = —epe,— 12ff( ),f € Co(Tp—1,Tn,T),n € CO(Tp—1,%n)

(j) Sea & = max{M |eg|, M |e;|} < 1. Entonces M |eg| < 66 = 6% < 6.

(k) M les| < 6%6 =63, M |eyq| < 636% = 6°.

(1) Si definimos ¢, € N de modo que M e, | < §7", entonces tenemos la ecuacion M |e, 41| < §9 %~ = §I+*
(m) La ecuacién recursiva queda ¢, + ¢n—1 = gnt1, con go = 1,¢q1 =1

)
)
)
)
)
(i) Ahora, |ept1] < lenllen—1] M <= M |ept1| < M |en| M |en—1]
)
)
)
)
n) Suponiendo ¢, = A", entonces A" + X" P = X" —= A2 A —-1=0
)

(
(o) Las soluciones son A; = 1+2\/5,A2 = 1*27\/5 — g, =01 (HT\/g) T e (1 \f)

JERV-AN 1—v5\"H! 15\l
(p) M |epyr| < 0%+t = 561( 2 ) (562( 2 ) , pero como 1= f —0.618, entonces 6 ( 2 ) se puede acotar
por una constante
(1+\/5 n+1 ) ) 1+f <1+\F)"+1
(q) Se define B, = ké\ 2 . B, tiene orden de convergencia p = , va que Bpip = ko\ 2 =
1-V5 1+V5 1+V5
k:< )Bfl 2 ) = cBT(l ), Luego, como e,, < B,,, entonces e,, tiene un orden de convergencia menor o igual a

p= 1+\f

—(



53 — 13 0.25 . .
3. F(z1,22) = . 1 (sinz cosas)| To = | 95| - Primero encontremos la formula explicita
2— 7 1— 2 .
ofir  Of1
3T e 10x —2x
. — | 921 Jdra | — 1 2
(a) Calculamos VF(x1,x2) [gfz gfz] [_411 coszy 1— Lgin xz}
Ty xro
1 1
) 0 10z, —2x9 1 — -T2
I F .| 10, : _ s
(b) Invertimos VF(z1,z2) [ 0 1 } [ ficosxl 1-— %smxg ] { —i CcoS T —isin:cg +1 }
1 0 1 — 5T [ — 5T
! icosxl 1 —%cosxl —Lginaga+1 ] |0 —isinmg—ﬁxgcosxl—i—l
1 1
L (1) 1 L —@ 2 _ I —g®2
0 7%sin127ﬁ12C0511+1 0 —2 SINxg — ml‘gcosml +1 0 1
1 e I —gz2 ] _[1 0
| 0 1 0 1 0 1

1 1
= [VF(z1,22)]” } [ 0

sin xo—4
—40x1+2x2 cos x1+10x1 sin zo
COSs T

(1) 1 0
1
7%sinm27ﬁ1200511+1 ZCOSJH 1

1% ¢

Tl

— [VF(z1,22)] " = [

T T40z1+272 cos 1 +10z1 sin z2

- — —1
(€) Try1 =Tk — [VF(2z1,22)] " F(z1,22)
sin xo—4
—40x14+2x2 cos x1+10x1 sin xo
_ COS T
—40x1+2x2 cosz1+10xq sin zo

:>fk+1fk[

(5w% — m%) —4 L2
(5z% — x3) — 20 L

Zo
—20x1+x2 cos x1+5x1 sin zo :l
1

—20x1+x2 cos x1+5x1 sin xo

1 1
(:zc2+ 1C0ST2 — 7

—20x1+x2 cos x1+5x1 sin xo

sin) }

1 1
—20x1+x2 cos x1+5x1 sin xo L2 + 4 cosx 4 SlIl.’L'l)

(d) Como se puede ver, es extremadamente complicada la formula, entonces lo hacemos numericamente

. Jo2s _ 5(0.25)% — (0.25)° -~
boro = {0.25]  Flwo) = {0.25 — 1(sin0.25 — c0s0.25)|

2.5 -0.5
—0.2422 0.9381

1 [0.4218 0.2248

[VE(x0)] _{0,1089 1.124]
. Jo25] [04218 0.2248][ 0.25 ] _
T = 10950 7 01089 1.124 | |0.4304] ~

5(0.0478)% — (—0.261)

Flan) = [0.261 — L(sin0.0478 — cos —0.261)

0.25 [ 10025  —2(0.25) ]
[0.4304} VF(@o) = {—icoso.% 1-Lsin0.25) =

0.0478
—0.261

—0.056 7}

} T {—0.031 41

VE(e) = | 10000478) ~2(-0.03141) ] [ 0478  0.06282
)7 | “1cos(0.0478) 1—1sin—0.03141] ~ [-0.2497  1.008
~1 [2.026 —0.1263
VE@) = {0.5019 0.9608}
i g _ [0:0478] [2.026 —0.1263] [ ~0.0567] _ [0.1587
S 127 |-0.261] T |0.5019  0.9608 | |-0.03141] ~ [-0.2024
Flas) = 5(0.1587)% — (—0.2024)* ~ [0.08496
27 [-0.2024 — (sin0.1587 — cos —0.2024)| ~ |0.002988
VF(ny) = | 10(O1587)  =2(-02024) ] _ [ 1.587 04048
P27 | 1cos0.1587 11— Lsin—0.2024] T |-0.2469 1.050
~1_ [0.5945 —0.2292
VE(@)l = [0.1398 0.8985}
o g [01587 7] [0.5045 —0.2202] [0.08496] _ [0.1089
C T -0.2024] T [0.1398  0.8985 | |0.002988) — |-0.217
Flrs) = 5(0.1089) — (—0.217)* [ 001221
27 [-0.217 — 1(sin0.1089 — cos —0.217)| — [—0.000034 28
VF(ng) = | 10(0-1089)  =2(=0217) T [ 1.089 0434
¥3) 7 | 10501089 1—1sin—0217] ~ |-0.2485 1.054
~1_ [0.8394 —0.3456
[VE(@)l™ = {0.1979 0.8673}
o g _ [0-1089] [0.8394 —03456] [ 0.01221 ] _ [0.09864
ST 20217 T |0.1979  0.8673 | [-0.00003428| — |-0.2194

5(0.09864)% — (—0.2194)°

0.0005129 ]

Flws) = [—0.2194— 1 (sin 0.098 64 —cos—0.2194)} - [—0.00001298



