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Resumen Materia

Métodos Numéricos en R

1. Punto �jo: Diremos que una función g : R! R tiene un punto �jo en x0 ssi: g(x0) = x0:

2. Ceros de una función: Diremos que una función f : R! R tiene un cero en x0 ssi: f(x0) = 0:

3. Relación entre punto �jo y ceros: Dado alguno de los dos problemas, se puede transformar en el otro tipo de
problema:

(a) Si x0 es un punto �jo de g(x), entonces x0 es un cero de la función de�nida como f(x) = x� g(x):
(b) Si x0 es un cero de f(x), entonces x0 es un punto �jo de la función de�nida como g(x) = x� f(x):

4. Teorema de punto �jo: Sea g(x) una función continua en [a; b]:

(a) Si a � g(x) � b =) g(x) tiene un punto �jo p 2 [a; b]:

(b) Si g(x) es derivable en (a; b) y
���dg(x)dx

��� � 1 para x 2 (a; b) =) el punto �jo es único.

5. Método de punto �jo: Si se cumplen las condiciones de existencia y unicidad del punto �jo:

(a) Partir con un x0 2 [a; b]
(b) La sucesión de�nida como xk+1 = g(xk) converge al punto �jo único de g(x):

6. Método de la Bisección: Si f(x) tiene una sola raiz �x 2 [a; b]; entonces:

(a) Sean �0; �0 2 [a; b] tal que f(�0) y f(�0) tengan distinto signo, es decir: f(�0)f(�0) < 0:Sea " la precisión
buscada.

(b) Se de�ne "k =
�k+�k
2 :

(c) Si jf("k)j � ", terminar y �x ' "k:
(d) Si f("k)f(�k) < 0; entonces �k+1 = �k; �k+1 = "k:

(e) En caso contrario, si f("k)f(�k) < 0; entonces �k+1 = "k; �k+1 = �k:

(f) Volver a (b):

(g) El numero de iteraciones será cercano a n = log2(
"0
" )

7. Método de la Secante: Si f(x) tiene una sola raiz �x 2 [a; b]; entonces:

(a) Sean x0; x1 dos aproximaciones iniciales de �x:

(b) La recta que interpola a f(x) en xk; xk�1 es: Ln(x) = f(xk) + (x� xk) f(xk)�f(xk�1)xk�xk�1

(c) Se de�ne xk+1 la nueva aproximación de �x que cumple Ln(xk+1) = 0:

(d) Despejando se obtiene la sucesión: xk+1 = xk � f(xk) xk�xk�1
f(xk)�f(xk�1)

8. Método de Newton - Raphson: Dada una función f : R ! R regular, por Taylor se obtiene que f(�x) = f(x) +

f
0
(x)(�x� x) + f

00
(�(x))
2 (�x� x)2: Si �x es un cero de f(x), entonces si j�x� xj � 0 =) �x = x� f(x)

f 0 (x)

(a) Sea x0 2 R cercano a �x:
(b) xk+1 = xk � f(xk)

f 0 (xk)
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9. Convergencia del Método de Newton: Sea f(x) 2 �2[a; b]: Sea �x tal que f(�x) = 0; f
0
(�x) 6= 0: Entonces existe

� > 0 tal que el método de newton genera una sucesión fxkg1k=1 que converge a �x para cualquier x0 2 (�x� �; �x+ �)

10. Orden de convergencia: Sea fxkg1k=1 una sucesión que converge a �x; construida por un método iterativo. Sea
en = �x � xn el error cometido por la n-ésima iteración. Se dirá que el método es de orden p si existe una constante c
tal que: jen+1j � c jenjp

(a) Bisección: en+1 = 1
2 (en + en�1) =) p = 1

(b) Secante: en+1 = �enen�1 f
00
(�n)

2f 0 (�n)
; con �n 2 co(�x; xn; xn�1); �n 2 co(xn; xn�1) =) p = 1+

p
5
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(c) Newton: en+1 = �e2n
f
00
(�n)

2f 0 (xn)
, con �n 2 co(�x; xn) =) p = 2

Métodos Numéricos en Rn

1. Campo Vectorial: ~F : Rn ! Rn; ~F (x) =

26664
f1(x)
f2(x)
...

fn(x)

37775, donde fi : Rn ! R es un campo escalar, i = 1:::n:

2. Punto Fijo: ~F (x) tiene un punto �jo �x en D = [a1; b1]� [a2; b2]� :::� [an; bn] si ~F (�x) = �x

3. Teorema de punto �jo: Sea ~F (x) un campo vectorial continuo en D

(a) Si ~F (x) 2 D 8x 2 D =) ~F (x) tiene un punto �jo en D:

(b) Si ~F (x) es derivable con continuidad en D y
���@fi(x)@xj

��� � K
n 8x 2 D;8i; j = 1:::n con K < 1 =) el punto �jo es

único

4. Método de punto �jo: Si se cumplen las condiciones de existencia y unicidad del punto �jo:

(a) Partir con un x0 2 D
(b) La sucesión de�nida como xk+1 = ~F (xk) converge al punto �jo único de ~F (x):

5. Ceros de un campo vectorial: Diremos que n campo vectorial ~F (x) tiene un cero en x0 ssi: ~F (x0) = ~0:

6. Método de Newton �Kantorovich: Dado un campo vectorial ~F (x) regular, el Teorema de Taylor en Rn nos asegura

que ~F (�x) = ~F (x) +r~F (x)(�x� x) +O(k�x� xk2): Si k�x� xk � 0 =) �x = x�
h
r~F (x)

i�1
~F (x):

(a) x0 2 Rn cercano a �x

(b) xk+1 = xk �
h
r~F (xk)

i�1
~F (xk)

Problemas

1. Usando una aritmetica de 4 cifras signi�cativas con redondeo, aplique el método de newton - raphson para resolver la
siguiente ecuación: f(x) = x;donde f(x) = 1

2x
2 � sin(�x)� 1

2 cos(�x
2): Tome x0 = 3

4

2. Demuestre que el orden de convergencia del método de la secante es p = 1+
p
5

2 .

3. Usando una aritmetica de 4 cifras signi�cativas con redondeo, aplique el método de newton - kantorovich para encontrar

ceros del siguiente campo vectorial: F (x1; x2) =
�

5x21 � x22
x2 � 1

4 (sinx1 � cosx2)

�
: Tome x0 =

�
0:25
0:25

�
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Respuestas

1. x0 = 1
2 ; xk+1 = xk �

f(xk)

f 0 (xk)
: Usando una aritmetica de 4 cifras signi�cativas con redondeo.

(a) Se de�ne g(x) = f(x)� x =) g(x) = 1
2x

2 � sin(�x)� 1
2 cos(�x

2)� x

(b) Se calcula g
0
(x) = x� � cos(�x) + �x sin(�x2)� 1

(c) xk+1 = xk �
1
2x

2
k�sin(�xk)� 1

2 cos(�x
2
k)�xk

xk�� cos(�xk)+�xk sin(�x2k)�1

(d)

k xk x2k sin(�xk) cos(�xk) xk sin(�x
2
k) cos(�x2k) g(xk) g

0
(xk)

g(xk)

g0 (xk)

0 3
4

3
4

2
= 0:562 5 sin(� 34 ) =

1
2

p
2 cos(� 34 ) = �

1
2

p
2 3

4 sin(�
3
4

2
) = 0:735 6 cos(� 34

2
) = �0:195 1 g( 34 ) = �1: 078 g

0
( 34 ) = 4: 282

�1: 078
4: 282 = �0:251 8

1 3
4 + 0:251 8 = 1: 002 1: 0022 = 1: 004 sin(1: 002�) = �0:006 283 cos(1: 002�) = �1 1: 002 sin(�1: 0022) = �0:012 6 cos(�1: 0022) = �0:999 9 g(1: 002) = 0:006 246 g

0
(1: 002) = 3: 104 0:006 246

3: 104 = 0:002 012
2 1: 002� 0:002 012 = 1 1 0 �1 0 �1 g(1) = 0

(e) La solución es �x = 1

2. xk+1 = xk � f(xk) xk�xk�1
f(xk)�f(xk�1) ; en = �x� xn , jen+1j � c jenj

p
; en+1 = �enen�1 f

00
(�n)

2f 0 (�n)

(a) Busquemos en+1 en función de en y en�1.

(b) f(xn) = f(xn�1) + f
0
(�)(xn � xn�1) =) f

0
(�) = f(xn)�f(xn�1)

xn�xn�1 , � 2 co(xn�1; xn)

(c) Error de Lagrange: f(x)� Ln(x) = (x� xn)(x� xn�1) f
00
(�)
2 ; con Ln(x) = f(xn) + (x� xn) f(xn)�f(xn�1)xn�xn�1

(d) f(�x) = 0 =) Ln(�x) = �(�x� xn)(�x� xn�1) f
00
(�)
2 ; � 2 co(xn�1; xn; �x)

(e) Por contrucción del método, Ln(xn+1) = 0 =) f(xn) = �(xn+1 � xn)f
0
(�)

(f) Luego Ln(x) = �(xn+1 � xn)f
0
(�) + (x� xn)f

0
(�) = (x� xn+1)f

0
(�)

(g) Entonces Ln(�x) = (�x� xn+1)f
0
(�) = en+1f

0
(�) y Ln(�x) = �enen�1 f

00
(�)
2

(h) Finalmente, en+1 = �enen�1 f
00
(�)

2f 0 (�)
; � 2 co(xn�1; xn; �x); � 2 co(xn�1; xn)

(i) Ahora, jen+1j � jenj jen�1jM ()M jen+1j �M jenjM jen�1j
(j) Sea � = maxfM je0j ;M je1jg < 1: Entonces M je2j � �� = �2 < �:
(k) M je3j � �2� = �3; M je4j � �3�2 = �5:
(l) Si de�nimos qn 2 N de modo que M jenj � �qn ; entonces tenemos la ecuación M jen+1j � �qn�qn�1 = �qn+1

(m) La ecuación recursiva queda qn + qn�1 = qn+1; con q0 = 1; q1 = 1

(n) Suponiendo qn = �
n; entonces �n + �n�1 = �n+1 =) �2 � �� 1 = 0

(o) Las soluciones son �1 = 1+
p
5

2 ; �2 =
1�
p
5

2 =) qn = c1

�
1+
p
5

2

�n
+ c2

�
1�
p
5

2

�n
(p) M jen+1j � �qn+1 = �

c1
�
1+

p
5

2

�n+1
�
c2
�
1�

p
5

2

�n+1
; pero como 1�

p
5

2 ' �0:618 ; entonces �c2
�
1�

p
5

2

�n+1
se puede acotar

por una constante

(q) Se de�ne Bn = k�

�
1+

p
5

2

�n+1
: Bn tiene orden de convergencia p = 1+

p
5

2 ; ya que Bn+1 = k�

�
1+

p
5

2

�n+1
=

k

�
1�

p
5

2

�
B
( 1+

p
5

2 )
n = cB

( 1+
p
5

2 )
n : Luego, como en � Bn, entonces en tiene un orden de convergencia menor o igual a

p = 1+
p
5

2 :
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3. F (x1; x2) =
�

5x21 � x22
x2 � 1

4 (sinx1 � cosx2)

�
: x0 =

�
0:25
0:25

�
: Primero encontremos la formula explicita

(a) Calculamos rF (x1; x2) =
"
@f1
@x1

@f1
@x2

@f2
@x1

@f2
@x2

#
=

�
10x1 �2x2

� 1
4 cosx1 1� 1

4 sinx2

�
(b) Invertimos rF (x1; x2) :

�
1

10x1
0

0 1

� �
10x1 �2x2

� 1
4 cosx1 1� 1

4 sinx2

�
=

�
1 � 1

5x1
x2

� 1
4 cosx1 � 1

4 sinx2 + 1

�
�

1 0
1
4 cosx1 1

� �
1 � 1

5x1
x2

� 1
4 cosx1 � 1

4 sinx2 + 1

�
=

�
1 � 1

5x1
x2

0 � 1
4 sinx2 �

1
20x1

x2 cosx1 + 1

�
"
1 0
0 1

� 1
4 sin x2�

1
20x1

x2 cos x1+1

# �
1 � 1

5x1
x2

0 � 1
4 sinx2 �

1
20x1

x2 cosx1 + 1

�
=

�
1 � 1

5x1
x2

0 1

�
�
1 1

5x1
x2

0 1

� �
1 � 1

5x1
x2

0 1

�
=

�
1 0
0 1

�
=) [rF (x1; x2)]�1 =

�
1 1

5x1
x2

0 1

�"
1 0
0 1

� 1
4 sin x2�

1
20x1

x2 cos x1+1

# �
1 0

1
4 cosx1 1

� �
1

10x1
0

0 1

�
=) [rF (x1; x2)]�1 =

� sin x2�4
�40x1+2x2 cos x1+10x1 sin x2 �4 x2

�20x1+x2 cos x1+5x1 sin x2
� cos x1
�40x1+2x2 cos x1+10x1 sin x2 �20 x1

�20x1+x2 cos x1+5x1 sin x2

�
(c) ~xk+1 = ~xk � [rF (x1; x2)]�1 F (x1; x2)

=) ~xk+1 = ~xk �
� sin x2�4

�40x1+2x2 cos x1+10x1 sin x2

�
5x21 � x22

�
� 4 x2

�20x1+x2 cos x1+5x1 sin x2

�
x2 +

1
4 cosx2 �

1
4 sinx1

�
� cos x1
�40x1+2x2 cos x1+10x1 sin x2

�
5x21 � x22

�
� 20 x1

�20x1+x2 cos x1+5x1 sin x2

�
x2 +

1
4 cosx2 �

1
4 sinx1

��
(d) Como se puede ver, es extremadamente complicada la formula, entonces lo hacemos numericamente

i. x0 =
�
0:25
0:25

�
; F (x0) =

�
5 (0:25)

2 � (0:25)2
0:25� 1

4 (sin 0:25� cos 0:25)

�
=

�
0:25
0:430 4

�
rF (x0) =

�
10 (0:25) �2 (0:25)
� 1
4 cos 0:25 1� 1

4 sin 0:25

�
=�

2: 5 �0:5
�0:242 2 0:938 1

�
[rF (x0)]�1 =

�
0:421 8 0:224 8
0:108 9 1: 124

�
ii. x1 =

�
0:25
0:25

�
�
�
0:421 8 0:224 8
0:108 9 1: 124

� �
0:25
0:430 4

�
=

�
0:047 8
�0:261

�
F (x1) =

�
5 (0:047 8)

2 � (�0:261)2
�0:261� 1

4 (sin 0:047 8� cos�0:261)

�
: =

�
�0:056 7
�0:031 41

�
rF (x1) =

�
10 (0:047 8) �2 (�0:031 41)

� 1
4 cos (0:047 8) 1� 1

4 sin�0:031 41

�
=

�
0:478 0:062 82
�0:249 7 1: 008

�
[rF (x1)]�1 =

�
2: 026 �0:126 3
0:501 9 0:960 8

�
iii. x2 =

�
0:047 8
�0:261

�
�
�
2: 026 �0:126 3
0:501 9 0:960 8

� �
�0:056 7
�0:031 41

�
=

�
0:158 7
�0:202 4

�
F (x2) =

�
5 (0:158 7 )

2 � (�0:202 4)2
�0:202 4� 1

4 (sin 0:158 7 � cos�0:202 4 )

�
=

�
0:084 96
0:002 988

�
rF (x2) =

�
10 (0:158 7 ) �2 (�0:202 4)
� 1
4 cos 0:158 7 1� 1

4 sin�0:202 4

�
=

�
1: 587 0:404 8
�0:246 9 1: 050

�
[rF (x2)]�1 =

�
0:594 5 �0:229 2
0:139 8 0:898 5

�
iv. x3 =

�
0:158 7
�0:202 4

�
�
�
0:594 5 �0:229 2
0:139 8 0:898 5

� �
0:084 96
0:002 988

�
=

�
0:108 9
�0:217

�
F (x3) =

�
5 (0:108 9)

2 � (�0:217)2
�0:217� 1

4 (sin 0:108 9 � cos�0:217 )

�
=

�
0:012 21

�0:000 034 28

�
rF (x3) =

�
10 (0:108 9 ) �2 (�0:217)
� 1
4 cos 0:108 9 1� 1

4 sin�0:217

�
=

�
1: 089 0:434
�0:248 5 1: 054

�
[rF (x3)]�1 =

�
0:839 4 �0:345 6
0:197 9 0:867 3

�
v. x4 =

�
0:108 9
�0:217

�
�
�
0:839 4 �0:345 6
0:197 9 0:867 3

� �
0:012 21

�0:000 034 28

�
=

�
0:098 64
�0:219 4

�
F (x4) =

�
5 (0:098 64)

2 � (�0:219 4)2
�0:219 4� 1

4 (sin 0:098 64 � cos�0:219 4)

�
=

�
0:000 512 9
�0:000 012 98

�
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