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Problemas

1.

1

Interpole la funcién sen(mx) dentro del intervalo [—1, 1] utilizando Lagrange en los puntos —1, —%, 0, 3,1. Acote el error

de lagrange. Grafique sen(mx), Ly(x) y T5(z) (polinomio de Taylor)

2. Encuentre el polinomio de newton con los siguientes datos, y vea a que funcién se parece
i x f(x)
0o -1 1
1 0 1
2 1 2
3 2 4
4 4 16
3. Dada la funcién f(z) = %H7 encuentre el polinomio de newton que interpole a f y a su derivada f’ en los puntos 0, 1, 3.
4. Por las fuertes lluvias que se pronostican para el mes de Mayo, se desean hacer arreglos en la carretera Autopista
Central para evitar inundaciones, pero el Ingeniera que disefio la carretera era de la Universidad de las Américas, y
perdi6 los planos. El gerente, desesperado, llama a un Ingeniero amigo suyo de Beauchef, y le plantea el problema. El
Beauchefiano, que pasé Calculo Numérico, sabe muy bien que hacer. Le pide al gerente una tabla de datos tomados en
los Portales de Peaje que indiquen tiempo y posicién de un vehiculo. La tabla que el gerente le entrega es la siguiente:
t 0 3 5 8 11
x 0 225 383 623 1001
y 0 9 25 64 121
y 0 22
Haga lo que un Ingeniero de Beauchef haria.
Hint: Use Spline Cibica y Polinomio de Newton
5. Determine el sistema para aproximar una funcién f(x) en un intervalo [«, 3] por un exponencial de la forma y(z) = be®®,
donde a y b son las constantes a determinar.
6. Use los ceros de Tj y las transformaciones del intervalo dado y construya un polinomio interpolante de segundo grado
para f(z) = zlnz ,[1,3]
i — <
7. Obtenga el polinomio trigonométrico general de minimos cuadrados continuos para f(x) = 0 s <zs<0
1 51 O<a<m
8. Detemine el polinomio trigonométrico Sz(z) en [—m, 7] para f(z) = z(m — x)
Soluciones
1. Lagrange
iox f(z) Ly i(x)
1 ($+%)w(w7%)(w71)
0 0 (—14+3) (=D (-1-3)(-1-1) Lyi(x)
1 -1 (z+D)z(z—1)(z—-1) 1. %xz _ %xg + %x4
2 (—%+1)(—%)1(—%—1%)(—%—1) —%x+§x2—|—éx3— %;LA
(a:+1)(a:+§) w72)(w71) e % 2
2 0 0 T 5z —4x* —1
W(3)(3)-1) 4,4 8,2 4,3 8.4
3 1 1 (1) (ot )a(z—1) Six Six 2 3236 3 dér 4
2 G+)(3+3)3(G-1) TET T et TR
L1 (o3 )e(s )
(+1)(143)1(1-1)
Py(z) =0x (Lao(z))+ (—1) x (=32 + S22 + 32 — 52%) + 0 x (Lu2(2)) + 1 x (324 322 — 22° — S2%) + 0 x (Lya(z))
Py(x) = %:c + ng — %.’L‘B - §x4 + %x — %xQ §m3 + %SLA = %x - %xg



c. Ts(z) = ma — gma®
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1
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b, Ey(z) = M (x — 2;) L@ —

oxd

@+1)(z+3)a(@—1)(@—1) e

< 7d (%)5 = %71'5 ~ 9.563
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e

Rojo: Sen(mz)

. 8,._8
Negro: Lagrange 5z — so
2. Newton
i f(xi)  flog, ] floo g Tige)  fl@n i1, Tigo, Tigs]  f[, Tig1, Tigo, Tivs, Tiyal
_ 1 1-3 _ 1-0.5 _ 0.5-0.25 _ 1 o1
1L a5 L05_q25 08—
2-1 21 _ s _ 5

0 1 1= 1 270,~ 04'15 =0 — 24

s s fhig 0

4 16

Py(z) = f[zo] + (x — 20) [ [x0, 21] + (7 — 20) (T — 21) f [T0, 21, T2] + ... + H]_o(2 — 25

8..3

Rojo: Sen(mx)

Azul: Taylor 7z —

1

%w3x3+i7r5z5

441

¥

E“*«-____‘_

BT

a0 T

a7

2.5

2.5

Rojo:Newton 1+ 32 + & 2? + 552° + 57

3. Newton con derivadas

fl(x) = - (1:—‘:1)2

] f[%‘, Tit1, $i+2]

i flw)  flri, T
0 1 f0)=-1
N
1L ry=-1
1 1 i3 _ 1

? e §
31

Verde:2*

fli, Tit1, Tit2, Tit3]

1 273 _ _1

2 117(% - 4

1 61 — _ 1
4 13701 16
1 33776 — _ 1
16 3—1 64
1

32

2412

120

— 40

(
Pi(z) =3+ (@+1)05+ (z+1)2025+ (z+ Da(z - 1)L+ (z+1)az(x—1)(z—2)
(

43 9 .2, 1.3, 1.4
1+60x+40m + 552" + 5%

1

0

Fl@i, Tig1, Tiga, Tits, Titd, Tiy
1 1

_1
64



Pa(o) = L2 (-1) 4 % + 220 - 1) (—3) + 00 - 1255 + 2%z — 1o = 3) () + Ba? - Bod + ot = o’
Ps(x) = lforg—imQ— 27115E3+6%x4* G%x‘r’
) o - Bor 4 o7 - ot -1
\
Rojo: %H Rojo: ﬁ
Azul: 1 —x + %xQ — %503 + 69—4x4 — 6%1555 Azul: derivada g—g:p — g—ixQ + 19—6:133 — 5’—4:1:4 -1
. Primero se construiye un Spline ctibico S;(t) el cual depende de S;(t),i = 0,1,2,3, donde
So(t) = S0,0 + 50)1(t — O) + So)g(t — 0)2 + 5073(75 — 0)3 te [0, 3}
IS (t) _ Sl(t) :S170+Sl,1(t—3)+Sl,2(t—3)2+5173(t—3)3 te [3,5}
r Sz(t) = 5270 + 5271(t - 5) + 5272(t — 5)2 + 5273(15 — 5)3 te [5, 8}
Sg(t) = Sg’o + 5371(t - 8) + Sgg(t — 8)2 + Sgyg(t — 8)3 te [8, 10]
La matriz es
1°  Condicion de borde mg o
ho 2 (ho + hl) h1 0 0 mq =3 (d1 - do)
0 hl 2 (hl -+ hg) hg 0 mo| = |Ho = 3 (dg — dl)
2°  Condicion de borde my Iy
Los coeficientes son
hg=3-0=3 dy=25"=175
hi=5-3=2 dy =3828 79
hy=8—-5=3 dy=9238 =g
hg=11—-8=3 d3= 1001262 — 196
Reemplazando en la matriz es
_ T T o
3 10 2 0 0] |m 12
0 2 10 3 Of [me| =13
0 0 3 12 3| [mg 138
L Jomal LA
C.B: Spline Natural
_1 0 0 0 0_ -TTL()_ I 0 i mo 0
310 2 0 0] |m 12 m s
0 2 10 3 0 |ma| =13 :>m2=—%
0 0 3 12 3| |mg 138 ms o
0 0 0 0 1] [my] | 0 | my 0
Sk,0 = Yk Sk =dp — % Sk,2 = my S,z = TG
116 _
So(t) = 0+ (75 - %) (t—0)+0x (t—0)2+ L(t—0)3 te0,3]
116 _ 226 _226_ 116
. Si(t) = 225 + (79-%) (t—3)+ Ub(r —3)2 4 50 (1 — 3)° t e 3,5]
T t) = _ 226 735
So(t) = 383 + (80 — w (t—5)+ (—28) (t—5)2+ %(t -5)3  te5,8
. 735 _ 735
Ss(t) = 623 + (126 - M) (t—8) + I35 x (t— 8)2 + 50 (¢ — 8)3 te[8,11]



13004 4 L1643 if 0<tAt<3 Sfé;))_z%
Q‘%H@t?—g—%tM@ if 3<tAt<5 _
Se(t) =< aa1i _@t2+ﬁt3_1697267 f 5<tAL<8 S(5) = 383
177 1 B . = = S(8) = 623
%# — 364t — %t?’ + 233763&5 if 8<tnt<11 5(1(13 — 1001
. D(0) = 17807 — 73 887966 804 979 253 112
11642 | 4309 <
1258177 171 127 2422 LoOSINES b= li? — 77.224.066 390 041 493 776
D, (t) = 16%66. Wt e s = = D(5) = 12399 — 80. 327800 829 875518 672
T it amt o ?i = t“fﬁ D(8) = 1581 _ 78 02486 265 560 165 975
s 0 s tt 30k il B EALS D(11) = 52909 _ 79 953596 970 954 356 846
. F(0)=0
232
177t if 0stAi<3 F(3) = 2 =3.932203389830 5084746
—342y L 128 4f 3 <tAt<5 590
F,(t) = 1029, 10866 3¢ s <ipp<s FE5) = ;% = —7.661016 949 152542 3729
oo, 3500 . = = F(8) = 110 = 24,915 254 237 288 135 593
2
S.(1) D, (t) = 450 Fo(t) = 5
Luego, para la coordenada y hacemos una interpolacién de Newton
0 0 y0O=0 22=1 0000
0 0 0=3 £==1 00 0
3 9 255:39 -8 183:38 -1 0 0
64—25 19—13
oo 15764 -1 95 1H -0
8 64 s — 19 T =
11 121 ¢/(11) =22
11 121
y(#) =0+ 0 x t+ 1t + 0 = ¢?
despejando t =t = /y
reemplazando en S, (t)
VI Y it 0< JAVIS3
2422 629 2 57 3 1887 :
2422 gy 029 g2 ST g 1887 if 3< YA VY<5H
Sp(t) = Sr(\/y) 44116 \/ﬂ 543% y2 95691\/§3 15697267 if 5< \/g/\ \/g <8
3685 y2— VY +2i5ﬁ\/g 23Rl X SVIAVY S
transformando en una funcién que depende de y :
8O I+ 53 if 0<yAy<9
2422 629 57 3 1887 :
= VYT EY— VYt if 9<yAy<25
= S;(y) = 44116 _ 5483 + ﬁfs - 167 267 if 25 <uAvy <64
YV YT RIVE Tl e oY

Graficando en un plano xy se obtiene el plano pedido.
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5. Primero se hace una transformacién para tener un sistema lineal. En este caso se usa el In

(a) y =be* = In(y) = In(b) + ax
Ahora buscamos el minimo del error cuadratico
(b) E= fﬁ In(f(z)) — (In(b) + az))?dx
fﬁ (2Inb+ 2az —2In(f(x))) de =0 = faﬁ(xlnb—f— az?)dr = ffxln(f(x))dx

(d) of =1 ff 2Inb+ 2ax — 2In(f(z))) de =0 = ff(lanra:c)dw = ffln(f(m))dx
El sistema de forma matricial queda de la forma

© [fﬁxda: 7 22da {m( ] [fﬁxln ())dw]

fﬁdcc fﬁxdm a f In

6. Primero, los ceros de Tj se encuentran en Zj = cos(ZELr) kb =1,2,3.

—
o
~

(a) 71 = COS( ) = 0.866 025 403 784 438 646 76
(b) Zy = cos(37) = 0.0
(c) T3 = cos(2m) = —0.866 025 403 784 438 646 76
Debemos usar una transformacion lineal para pasar de [—1,1] a [1, 3].Esto es &, = 2 + T.
(d) #1 = 2.866 025403 784438646 8 ~ 2.866
(e) o =2
) &3 =1.133974596 2155613532 ~ 1.134
Ahora debemos calcular los valores de f(z) en &1, %2, &3
(g) f(71) = f(2.866) = 3.017 661066 077 538 9879 ~ 3.018
(h) f(&2) = f(2) = 1.386294361 119890 618 8 ~ 1. 386
(i) f(ds) = £(1.134) = 0.142601 866 81650541201 ~ 0.143
Las diferencias divididas son:

- f(x) 1.386— 3f£f8,z] 1 43"[[1xé55, IE]
2 1385 QIB-Ids6 35

1.134—2
1.134 0.143
El polinomio interpolante de segunda grado es:

(k) P3(z) = 3.018 4 1.885(z — 2.866) + 0.26(x — 2.866)(z — 2) = 0.619 84z + 0.2622 — 0.894 09
El error del polinomio estd acotado de la forma

—~
L)

(1) maxze[l,g] pd(x) — f(.’E) S Mmaxxe[lm |f(4)(x)| = ﬁ maxre[Lg] |ﬁ| = ﬁ% = 384

7. Calculemos ay, y by,

< 0.002604 2



(a) ap =21 [T f(x)cos(kz)ds = L f f(z) cos(kx)dz + L [T f(z) cos(ka)de = L [ cos(ka)de = L sen(kx )|y =0
(b) by = %fﬂr f(@)sen(kx)dx = %fo sen(kx)dx = —# cos(kz)|y = ﬁ(l — (fl)k)
Luego, el polinomio general S,,(z) es

(c) Su(z) = % + ay cos(nz) + :gi ay, cos(kx) + brsen(kx) = g 11— (- 1"V sen(kz)

8. El polinomio es Sy, (x) = % + az cos(2x) + ay cos(z) + bisen(x). Calculemos los coeficientes

= 1f (r—= dx—ffﬂxdx—%ffﬂﬁdx:x2|iﬂ—3ix3‘7_rﬂ=—%7r2
(b) a1 = L [T a(r — z)cos(z)dx = ff zeos(z)de — 2 [T a?cos(z)dr = —1 [xZSEn(m)[w -/ 2:csen(z)da:} =
—% T asen(z)dr = —2 [f zcos(z)|” + [ cos(z ] = 22m =4
() ap =2 [ w(r — x) cos( =1 fzgﬂ; %) cos(u) = L fgﬂ (27 — u) cos(u)du
=1 f727r u cos(u)du — 8% ffgﬂ u? cos(u)du = 7% fgﬂ u? cos(u)du = 7% [uzsen(u)f_gw — ffgﬂ 2usen(u)du]
= & [, usin(u)du = & = weos(@)| %, + [, cos(a)dr| = —Ldm = -1



