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Auxiliar 4: Métodos Iterativos

Resumen Materia

1. Método Iterativo:

(a) La idea es empezar con una aproximacion inicial Z a la solucién # del sistema AZ = b, y generar una sucesién

de vectores {f(k)};ozo que converge a T.
(b) La forma de los elementos de la sucesién es ZF+1) = f(z(*))

(¢) Los métodos més utilizados son del tipo f(#*)) = BZ® + h donde B € R™*" y h € R"
2. Construyendo un Método Iterativo:

(a) Sean M y N € R"*" tales que: M es invertibley A= M — N
(b) Ax=b<= Mz =Nz +b<>z=M 'Nz+ M1
(c) B=M~'Nyh=M"b

(d) Se puede descomponer A como A = diag(A) + low(A) + up(A) donde

i. diag(A);; = { aéj : Z;; matriz diagonal

ii. low(A)i; = { aéj zz z z; matriz triangular inferior

a;; st 1<j
iii. up(A);; :{ 6J s i>§'

matriz triangular superior

3. Método de Jacobi:

(a) se define M y N
i. M =diag(A)
ii. N =—[low(A)+up(4)]
iti. B = —diag(A)™[low(A) + up(A)]
iv. h = diag(A)~'b

(b) El vector de la iteracién k del método de Jacobi satisface la siguiente férmula iterativa:

(‘ > aijx(-k_l)+bi>
W) = A = 1<i<n, k=1,23.

4. Método de Gauss - Seidel:

(a) se define M y N
i. M = [diag(A) + low(A)]
ii. N=—up(A)
iii. B = —[diag(A) + low(A)]™" [up(A)]
iv. h = [diag(A) + low(A)] " b
(b) El vector de la iteracién k del método de Gauss-Seidel satisface la siguiente férmula iterativa:

i—1 n
. <7 -21 au’fﬁk) - X laijfﬁ-k*l) + b7:>
W = A= =t 1<i<n k=123.
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5. Método Sor:



10.

11.

12.

13.

14.

(a) Es una modificacién al método de Gauss-Seidel, ya que se construye:
i. M = [diag(A) + low(A)]
. N = *up(A)
— [diag(A) + low(A)] " [up(A)]
iv. h= [dzag( )+ low(A)] ' b
(b) Pero, #*) = (1 — w)Z*~Y + w(B&*Y 4+ h), con w > 1
(c) El vector de la iteracién k del método de Sor satisface la siguiente férmula iterativa:

i—1 n o
1<i<n, k=1,23..

(€273

xgk) =(1- w)xgkfl) +w

(d) Para matrices tridiagonales y simétricas, el valor éptimo de w, que aumenta la rapidez de convergencia es: w =
ﬁ, donde p(B) es el radio espectral de la matriz B.

Analisis de Error de los Métodos Iterativos: Si z(®) es la iteracion k de J o G-S 'y Az = b:

z—a! b—
o=l gy ) Lol

Polinomio caracteristico de A: p(\) = det(A — \I)
Valores propios de A: Si A € R"*™ entonces las n raices de p(\) son los valores propios de A.

Vectores propios de A: Si X es un valor propio de A4, y & # 0 cumple la propierdad que (A — A\I) & = 0, entonces &
es un vector propio de A asociado al valor propio .

Radio espectral de A:
(a) p(A) = max |A;| donde A; es un valor propio de A
1=1...n
(b) Proposiciones:
i [|4]l2 = p(A"A)?
ii. p(4) < [|A]
Matriz convergente:
(a) Una matriz A es convergente si: klim (A¥);;=0Vi,j=1,...n
—00
(b) Las siguientes proposiciones son equivalente:
i. A es una matriz convergente
ii. lim |[A¥]|=0
k—00
iii. p(A) <1
iv. lim A*z =0Vz e R"
k—oo

Relacién entre métodos iterativos y valores propios: si z* es la iteracién k de 2! = Ba* 4+ h y Az = b entonces

F -zl ~p(B) [|2° — 2

Para k — oo,

Obs: Si los métodos anteriores convergen , entonces se cumple que 0 < p(Bgs) < p(Bjy) < 1

Método de la potencia: Sea la matriz A con los valores propios Ai,..., A, y los vectores propios 71, ..., 7™,
Supongamos que |Ai| > [)\j] j = 2,3,...,n. Sea & € R™, entonces existen B1, s By, tal que & = 2?21 qu')'(j). Si
multiplicamos por A, obtenemos AZ¥ = Z’Llﬁ-Aﬁ ) = 2?21 ﬁj)\jﬁ(J). Si repetimos k veces obtenemos A*Z =
> i1 B )\kv 7). Si factorizamos por A; obtenemos A*# = \¥ > =18 (i—i) 7). Como [A1| > |Aj], limp— oo (%) =0

Vj =2, ...,n lo que implica que limj_ .. A*Z = limj,_, o 1611)1. El problema de esto es que si |A\1| < 1 converge a cero,
y si |A1] > 1 diverge. Para evitar esto, se utiliza un proceso de escalamiento.

Escalamiento en el método de la potencia:

. . N . F. ., 0
(a) Primero se selecciona # como un vector unitario (°) en relacién con |||, y una componente xéo) tal que

1= Hf(O)HOO, de modo que g8, # 0.

(0)

Tpo
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o
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(b) Se define 7V = AZO) y u) =y, x;) FRESUNS ST HL B, 6,08
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(c¢) Sea p; el menor entero tal que y,(,p = ||g(1>|| . Se define #1) = ’11) y se tiene que sc,(,l) =1= Hf(l)HOO

(2) Mol 13, 8200yl B+, 8, (4 )
(d) Se define :J(Q) = A.T(l) y M(Q) — y(z) y€11) _ [ﬁ +Zn i Vpy ]/ (1) =\ 1UP1) ZJHQ (M) (fj’;

Tpy [61)‘1”171 2000 B ”m]/y Blvpl +220 5 B ( )
¢) Sea py el menor entero tal que |y52 | = [|7®

p o0
. 7 #4250 . S,
(6) Se define 7 = I3 = 4290 _ 420y o iene que [of)| = 2= )] _
P2 2 P2 Pl

(g) De modo semejante se definen las sucesiones {a_:'(m)}j:zo, {y m)}:::1 y {,u(m)}:::l mediante:

i gom = Azom-1)

o n e
s (m) — (M) =)\ Brvp, o +25=2 B ( 1) VP —1
i. = = s —
l’(’ ypm—l Blul(,;)l 1+Zy Qﬁ (;\7) 1U}(77W)L }
iii. p.,, el menor entero tal que ypm)‘ = H;J( H
. —m 7(m) m (0)
iv. Zm) = zif") = H“]‘c e
(h) Se tiene que lim,,— o ™ = Ay limy, oo 2 = 1) donde ||17(1)|| =1.
Problemas
1. Dado el SEL:
4 2 0 1
A=12 4 2 b=1]1
0 2 4 1

Resuelva el SEL mediante el método Gauss-Seidel, y calcule el error relativo.

(a) Obs: Z =

Bl O wlm

2. Sea la matriz A y el vector Z(®) dados, obtenga el mayor valor propio de A através del método de la potencia.

-4 14 0 1
A=|-5 13 0 70 = |1
-1 0 2 1
Obs: 6, 3, 2 son valores propios de A.
Respuestas
1. Gauss-Seidel
400 'f020 fo -f o
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32
iv. @@= &
féd
- 64 - —
2 0.234 375
V. T = = = .
7t gl% 0.015 625
55 | | 0.2421875
i % 1 [ 0.2421875
vie @ =| 35 | = | 0.0078125
| = | [ 0.24609375
1 0.2421875
0 |-| 0.0078125
L 24
(d) Bpq = 4 0-24609375 JII _ 0-0078125 — 0.03125 < 5 x 1072

|

Mcétodo de la Potencia

= O

|

t =(m— t m m =(m t g’
m (™)' = (4ztmD) P = g7 tal que [y = g, (@) = T
0 1 111
1 [10 8 1] 10 1 1 08 0.1]
2 _7.2 5.4 —0.8] 7.2 1 _1 0.75 —0.111111] )
3 6.5 4.75 71.222222} 6.5 1 11 0.730769 —0.188034]
4 [6.230766 4.499997 —1.376068]  6.230 766 1 1 0722222 —0.220850)]
5 6.111108 4.388886 —1.441 7] 6.111108 1 11 0.718182 —0.235915)
6 16.054 548 4.336366 —1.47183 6.054 548 1 110716216 —0.243095]
7 16.027024 4.310808 —1.48619 6.027024 1 110715247 —0.246 587_8}
8 6.013458 4.298211 —1.493175 6] 6.013458 1 11 0.714765 —0.248 306
9 _6.00671 4.291945 —1.496612 6.006 71 1 11 0.714525 —0.249157]
10 16.00335 4.288825 —1. 498 314 6.003 35 1 11 0714 405 —0.249 980
11 |6.00167 4.287265 —1.49916 6.00167 1 11 0.714345 —0.249790
12 16.00083 4.286485 —1.49958 6.00083 1 1 0.714315 —0.249 895]



