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Resumen Materia

1. Matriz tridiagonal: Una matriz A cuadrada es tridiagonal si sus coe�cientes no nulos se ubican en las diagonales
principal y secundarias.

A =

2666666664

a11 a12 0 0 ::: 0
a21 a22 a23 0 ::: 0
0 a32 a33 a34 ::: 0

0 0 a43 a44
. . . 0

...
...

. . .
. . .

. . .
...

0 0 ::: 0 an(n�1) ann

3777777775
2. Método de Crout para matrices tridiagonales: Una matriz tridiagonal puede ser factorizada A = LU como:

L =

2666666664

l11 0 0 0 ::: 0
l21 l22 0 0 ::: 0
0 l32 l33 0 ::: 0

0 0 l43 l44
. . . 0

...
...

. . .
. . .

. . .
...

0 0 ::: 0 ln(n�1) lnn

3777777775
U =

2666666664

1 u12 0 0 ::: 0
0 1 u23 0 ::: 0
0 0 1 u34 ::: 0

0 0 0 1
. . . 0

...
...

. . .
. . .

. . . u(n�1)n
0 0 ::: 0 0 1

3777777775
(a) Condición Inicial

i. l11 = a11
ii. u12 = a12

l11

(b) Para i = 2; :::; n� 1
i. li(i�1) = ai(i�1)
ii. lii = aii � li(i�1)u(i�1)i
iii. ui(i+1) =

ai(i+1)
lii

(c) Para i = n

i. ln(n�1) = an(n�1)
ii. lnn = ann � ln(n�1)u(n�1)n

Algoritmo de Crout

L[1,1]=a[1,1]
U[1,2]=a[1,1]/ L[1,1]
For k=2 To (n-1)

L[k,k-1]=a[k,k-1]
L[k,k]=a[k,k]-L[k,k-1]*U[k-1,k]
U[k,k+1]=a[k,k+1]/L[k,k]

End For k
L[n,n-1]=a[n,n-1]
L[n,n]=a[n,n]-L[n,n-1]*U[n-1,n]
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3. Matriz De�nida Positiva:

(a) Una matriz cuadrada A es de�nida positiva si y solo si: ~xtA~x > 0 8~x 2 Rn

(b) Teorema: Si A es de�nida positiva, entonces se cumple:

i. det(A) 6= 0
ii. akk > 0 8k = 1; : : : ; n
iii. max

1�j;k�n
jakj j � max

1�k�n
jakkj

iv. (aij)
2 � aiiajj 8i 6= j

(c) Teorema: A es de�nida positiva si y solo si los determinantes de las matrices cofactores principales son positivos:
det(Akk) > 0 8k = 1; : : : ; n donde

Akk =

264a11 ::: a1k
...

. . .
...

ak1 ::: akk

375
(d) Teorema: A es de�nida positiva si y solo si puede factorizarse como A = LLt donde L es una matriz triangular

inferior con lii > 0 8i = 1; : : : ; n:

4. Método de Cholesky:

(a) l11 =
p
a11

(b) Para j = 2; :::; n lj1 =
aj1
l11

(c) Para i = 2; :::; n� 1 y j = (i+ 1); : : : ; n

i. lii =

s
aii �

i�1P
k=1

(lik)
2

lji =
aji�

i�1P
k=1

ljklik

lii

(d) lnn =

s
ann �

n�1P
k=1

(lnk)
2

Algoritmo de Cholesky

L[1,1]=sqrt(a[1,1])
For j=2 To n

L[j,1]=a[j,1]/L[1,1]
End For j
For k=2 To (n-1)

sum=0
For m=1 To (k-1)

sum=sum+L[k,m]*L[k,m]
End For m
L[k,k]=sqrt(a[k,k]-sum)
For i=k+1 To n

sum=0
For m=1 To (k-1)

sum=sum+L[i,m]*L[k,m]
End For m
L[i,k]=(a[i,k]-sum)/L[k,k]

End For i
End For k

5. Método Iterativo:

(a) La idea es empezar con una aproximación inicial ~x(0) a la solución ~x del sistema A~x = ~b, y generar una sucesión
de vectores

�
~x(k)

	1
k=0

que converge a ~x.

(b) La forma de los elementos de la sucesión es ~x(k+1) = f(~x(k))

(c) Los métodos más utilizados son del tipo f(~x(k)) = B~x(k) + ~h donde B 2 Rn�n y ~h 2 Rn
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6. Construyendo un Método Iterativo:

(a) Sean M y N 2 Rn�n tales que: M es invertible y A =M �N
(b) Ax = b () Mx = Nx+ b () x =M�1Nx+M�1b

(c) B =M�1N y h =M�1b

(d) Se puede descomponer A como A = diag(A) + low(A) + up(A) donde

i. diag(A)ij =
�
aij si i = j
0 si i 6= j matriz diagonal

ii. low(A)ij =
�
aij si i > j
0 si i � j matriz triangular inferior

iii. up(A)ij =
�
aij si i < j
0 si i � j matriz triangular superior

7. Método de Jacobi:

(a) se de�ne M y N

i. M = diag(A)

ii. N = �[low(A) + up(A)]
iii. B = �diag(A)�1[low(A) + up(A)]
iv. h = diag(A)�1b

(b) El vector de la iteración k del método de Jacobi satisface la siguiente fórmula iterativa:

x
(k)
i =

 
�

nP
j=1;j 6=i

aijx
(k�1)
j + bi

!
aii

1 � i � n; k = 1; 2; 3:::

8. Método de Gauss - Seidel:

(a) se de�ne M y N

i. M = [diag(A) + low(A)]

ii. N = �up(A)
iii. B = � [diag(A) + low(A)]�1 [up(A)]
iv. h = [diag(A) + low(A)]�1 b

(b) El vector de la iteración k del método de Gauss-Seidel satisface la siguiente fórmula iterativa:

x
(k)
i =

 
�

i�1P
j=1

aijx
(k)
j �

nP
j=i+1

aijx
(k�1)
j + bi

!
aii

1 � i � n; k = 1; 2; 3:::

9. Análisis de Error de los Métodos Iterativos: Si x(k) es la iteración k de J o G-S y Ax = b:
kx�x(k)k

kxk � kAk


A�1

 kb�Ax(k)kkbk

Problemas

1. Analice el algoritmo de Cholesky.

2. Sea la matriz de Pascal:

P =

241 1 1
1 2 3
1 3 6

35
(a) Determine si es de�nida positiva

(b) Si lo es, determine su descomposición de Cholesky.

3. Dado el SEL:

A =

24 4 2 0
2 4 2
0 2 4

35 b =

24 1
1
1

35
(a) Resuelva el SEL mediante el método Gauss-Seidel, y calcule el error relativo.

Obs: ~x =

24 1
4
0
1
4

35
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Soluciones

1. Algoritmos

(a) Cholesky

Ops =
p
+

nP
j=2

D +
n�1P
k=2

"
k�1P
m=1

(M;S) + (
p
; R) +

nP
i=k+1

�
k�1P
l=1

(S;M) + (R;D)

�#

i. = p
+ (n� 1)D +

n�1P
k=2

"
(k � 1)(M;S) + (

p
; R) +

nP
i=k+1

((k � 1)(S;M) + (R;D))
#

=
p
+ (n� 1)D + (M;S)

n�1P
k=2

(k � 1) + (
p
; R) (n� 2) + (S;M)

n�1P
k=2

nP
i=k+1

(k � 1) + (R;D)
n�1P
k=2

(n� k)

=
p
+ (n� 1)D + (M;S) (n�1)(n�2)2 + (

p
; R) (n� 2) + (S;M)

n�1P
k=2

(k � 1)(n� k) + (R;D) (n�1)(n�2)2

=
p
(n�1) + D(n�1 + (n�1)(n�2)

2 ) + R(n�2 + (n�1)(n�2)
2 ) + (S;M)( (n�1)(n�2)2 +

n�1P
k=2

((n+1)k �n�k2))

=
p
(n�1) + D(n(n�1)2 ) + R(n(n�1)�22 ) + (S;M)( (n�1)(n�2)2 + (n+1) (n�2)(n+1)2 �n(n�2)� (2n�1)(n�1)n

6 +1)

=
p
(n� 1) + D(n(n�1)2 ) + R(n(n�1)�22 ) + (S;M)( 16n

3 � 7
6n+ 1) / tomando todas las operaciones

= (n� 1) + (n(n�1)2 ) + (n(n�1)�22 ) + ( 16n
3 � 7

6n+ 1) =
n3+6n2�7n�6

6
=) O(n3)

2. P =

241 1 1
1 2 3
1 3 6

35
(a) De�nida positiva

i. det (P11) = j6j > 0

ii. det (P22) =

���� 2 3
3 6

���� = 3 > 0
iii. det (P33) =

������
1 1 1
1 2 3
1 3 6

������ = 1 > 0
(b) Descomposición de Cholesky

L =

266666664

p
1 0 0

1p
1

r
2�

�
1p
1

�2
0

1p
1

3� 1p
1
� 1p

1r
2�
�

1p
1

�2
vuuut6� � 1p

1

�2
�

0@ 3� 1p
1
� 1p

1r
2�
�

1p
1

�2
1A2

377777775
=

241 0 0
1 1 0
1 2 1

35

(c)

241 0 0
1 1 0
1 2 1

35241 1 1
0 1 2
0 0 1

35 =
241 1 1
1 2 3
1 3 6

35
3. Gauss-Seidel

(a) M = �(D + L)�1U = �

244 0 0
2 4 0
0 2 4

35�1 240 2 0
0 0 2
0 0 0

35 =
240 � 1

2 0
0 1

4 � 1
2

0 � 1
8

1
4

35
(b) ~N = (D + L)�1~b =

244 0 0
2 4 0
0 2 4

35�1 24 1
1
1

35 =
24 1

4
1
8
3
16

35
(c) ~xk+1 =M~xk + ~N =

240 � 1
2 0

0 1
4 � 1

2
0 � 1

8
1
4

3524xk1xk2
xk3

35+
24 1

4
1
8
3
16

35 =
24 � 1

2x
k
2 +

1
4

1
4x

k
2 � 1

2x
k
3 +

1
8

� 1
8x

k
2 +

1
4x

k
3 +

3
16

35
i. ~x0 =

2400
0

35
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ii. ~x1 =

24 1
4
1
8
3
16

35
iii. ~x2 =

24 3
16
1
16
7
32

35
iv. ~x3 =

24 7
32
1
32
15
64

35
v. ~x4 =

24 15
64
1
64
31
128

35 =
24 0:234 375
0:015 625
0:242 187 5

35
vi. ~x5 =

24 31
128
1
128
63
256

35 =
24 0:242 187 5
0:007 812 5
0:246 093 75

35

(d) Erel =










2664

1
4
0
1
4

3775�
2664
0:242 187 5
0:007 812 5
0:246 093 75

3775


















2664
1
4
0
1
4

3775










= 0:007 812 5
0:25 = 0:031 25 � 5� 10�2
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