MAZ26B - Matematicas Aplicadas

Guia: Introduccion a Parametrizaciones

Prof: Carlos Conca
Jorge San Martin

Recordemos que una curva en R? o R? es un conjunto ¢ que puede ser generado por alguna funcién 7 : [a,b] — R” (donde
n =2 6 3 segiin corresponda) continua que satisface la condicién ¢ = 7([a,b]). Es decir

c ={F(t):t € [a,b]}

Sobre este tema de curvas hemos visto varias propiedades y célculos que se pueden realizar a partir del conocimiento de la
funcién 7. En esta gufa queremos ilustrar como para ciertas curvas se puede encontrar una funcién 7 que cumpla lo anterior.
Este proceso se conoce como la parametrizacioén de la curva.

1. Curvas planas

1.1. Circunferencia

Esta es una de las mas conocidas, se puede describir por la ecuacién x> + y*> = R? y se puede parametrizar por la férmula

oy [ Rcos®
7(0) = ( Rsen 6 ), 6 € [0,2m]

1.2. Astroide

Hay toda una familia de curvas que se obtienen como perturbaciones de la parametrizacion de la circunferencia del modo

oy [ Rcos"®
r(G) - ( Rsenne > ’ 9 € [0,27[]

donde n es un nimero natural. La astroide es la que corresponde al caso n = 3 y su gréafico, para R = 1, es el siguiente:
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1.3. Cicloides

Estas curvas se obtienen al seguir la trayectoria que describe un punto solidario a un circulo que rueda sin resbalar sobre una
recta horizontal.

Parametrizaciones de estas curvas han sido vistas en detalle en clases y son

( RO — asen®

7(6) = R —acos6

), 0 € [0,2n]

1.4. Cardioide

Estas curvas se obtienen al seguir la trayectoria que describe un punto solidario a un circulo que rueda sin resbalar sobre otro
circulo. Consideremos la figura siguiente:

Las coordenadas del punto P son las siguientes:

x = (R+a)cosO+acos(0+0)
= (R+a)sen®+asen(0+0)
La condicién de rodar sin resbalar se escribe
RO =ad
ya que los dngulos 0 y ¢ describen el giro de cada circulo respecto de la recta que une los centros.

Con esta condicidn, la parametrizacién de la curva resulta

oy [ (R+a)cos®+acos(0+R6/a)
’(9)—( (R+a)§$e+a§:§(e+Re/a) ) 0 € 0,2n]

Un caso particular interesante es cuando a = R. En este caso se obtiene ¢ = 0 y por lo tanto la parametrizacién es

[ 2Rcos®+ Rcos(26)
7(8) = ( 2Rsen® + Rsen (20) ) » 8€[0,2n]

Usando las identidades trigonométricas: sen (20) = 2senfcos 0 y cos(20) = 2cos?(8)-1, la parametrizacion anterior se rees-

cribe
7(0) = ( 2Rcos6(1+ cosB) — R

2Rsen8(1 4 cosh) ) , 0€][0,2n].

El término —R en la coordenada x sugiere tomar el origen en el punto O de la figura (extremo izquierdo del circulo fijo). Con
este origen, el factor 2R(1 + cos0) corresponde a la distancia p desde O a P. Esto sugiere usar coordenadas polares, dado que
la distancia es funcién del dngulo, asf la curva tiene la ecuacién

p =2R(1+cos).



1.5. Curvas en coordenadas polares

Cada vez que se tenga una curva descrita en la forma p = f(0) en coordenadas polares, su parametrizacién mas directa es
oy [ f(B)cosO
#(8) = ( #(8)sen® )’ 0 € [0,2m].

1.6. Curvas dadas por funciones reales de variable real

El gréfico, y = f(x), de una funcidn continua en el intervalo [a, b] es una curva plana. Su parametrizacién mas directa es

() = ( f@) ) t € la,b).

Ejercicio
Encontrar una expresion para la curvatura de la curva anterior, suponiendo que f € ¢ 2.

Solucién: Usando la parametrizacién anterior, se tiene

P (1) = ( ot ) 170 = 1+ £

Por lo tanto, el vector tangente a la curva es
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De este modo, su curvatura es

1 HT/H: lf" ()]
/l—l—f/(t)z (1 +f/(t)2)3/2

2. Hélices con diferentes perfiles

La hélice vista en clases es la que se parametriza

RcosO
7(0) = | Rsen®
Lo
2

. 0e[0,2n.

Ella corresponde a un alambre que se enrolla sobre un cilindro vertical de radio R, subiendo una altura /& en una vuelta
completa. Se pueden obtener otras hélices, si el alambre anterior se enrolla sobre otras figuras.

Ejercicio

Un alambre se enrolla sobre el manto de un cono de radio basal R y altura & de modo que su altura en funcién del dngulo 6

esta dado por la relacién z(8) = (1 — e~®). Encontrar una parametrizacién de la curva descrita por el alambre y calcular su
largo cuando 0 € [0, 4o).

Solucidn: Asistir a clase auxiliar. Para realizar la parametrizacion, basta con conocer el radio del cono en funcién de la altura.
Si dicho radio es p(z) entonces la parametrizacién directa de la curva es

p(z(0))cos
F(0)=| p(z(0))send |, 0 €10,00).
2(6)

Ejercicio



Una particula se mueve sobre el manto de un paraboloide de revolucién (en torno al eje Z) de ecuacién z = 1t — (x> +y?). Se
sabe que la altura z(0) de la particula satisface las relaciones

% = constante, z(0) =0

y es tal que en una vuelta alcanza la cuspide del paraboloide. Encuentre una paramerizacién de la curva, y calcule su vector
tangente.

Solucién: De las condiciones dadas para z se obtiene z(0) = %9. En el paraboloide se puede calcular su radio p en términos

de z(8) imponiendo
z=mn—p-.

De aqui se deduce que p(0) = /7 — z(8). Por lo tanto, la parametrizacién directa de esta curva es

\/mcose
70)=| /n—6/2sen®0 |, 6€[0,27.
0/2

El vector tangente se obtiene usando las férmulas vistas en clases (hdgalo usted mismo).

3. Curvas planas en el espacio que resultan de intersecciones

Ejemplo: Encontrar una parametrizacioén de la interseccién de la esfera x> 4 y> +z> = R? con el plano x +y +z = 0.

Solucién: En muy fécil convencerse que la intersecciéon es una circunferencia de radio R. Lo interesante es que ella vive
en un plano inclinado. Para escribir una parametrizacién de esta curva conviene trabajar sobre el plano inclinado, y en ese
plano, intentar escribir la parametrizacion cldsica de la circunferencia. Como en las circunferencias planas, la parametrizacién
mds directa es (Rcos0, Rsen®), se puede decir que vectorialmente ¥ = Rcos07 + RsenBj. Esta dltima ecuacién se puede llevar
al plano inclinado cambiando los roles de los vectores 7,§j por dos vectores unitarios perpendiculares contenidos en el plano
inclinado.

Por ejemplo los vectores pueden ser (1,—1,0)/+/2y (1,1,—2)/2. Con esto se obtiene

RcosB/+/2+ Rsend/2
7(0) = | —Rcosd/v2+Rsend/2 |, 0 € [0,2m]
—Rsen6

Ejemplo 2: Encontrar una parametrizacién de la interseccion de la esferera x> 4+ y? + 2z = R? con el cilindro de radio R/2 y eje
vertical x = R/2, y = 0, cuya ecuacién es (x — R/2)?+y*> = R? /4.

Solucién: Es un buen ejercicio intentar imaginarse la curva resultante de esta interseccién haciendo un buen dibujo (convénzase
que tiene la forma de un 8 sobre la esfera). Sin embargo, este problema se puede resolver exclusivamente usando herramientas
analiticas, mds un manejo de las simetrfas.

Si se buscan los puntos (x,y,z) € R? que satisfacen simultaneamente ambas ecuaciones resulta que
Z+Rx= Rz,

de donde se obtiene x en funcién de z. Ahora usamos cualquiera de las ecuaciones (por ejemplo la de la esfera) para encontrar
y en funcién de z. Se obtiene

2
yzi\/Rz—z2— (B2 _  kvRe—2
R

R2

Estas ecuaciones se resumen en las parametrizaciones en z (que como siempre llamamos ¢) siguientes

(R*—1?) /R (R*—1?) /R
Alt)=| tVRE—t2/R |, ()= —tVR2—t*/R |, t € [—R,R].
t t

En estas parametrizaciones, 7| es una mitad del 8 y 7, el complemento.



. Una circunferencia de ecuacién (x —2a)?> +y?> = a

Ejercicios Adicionales

. Determinar la parametrizacién de una curva plana tal que el producto de las distancias a dos focos en la abscisa es

constante (Lemniscata).

2 es utilizada para construir el Cissoide de Diocles. Se tienen una

recta de ecuacién x = 24, y otra de longitud variable que parte del origen O, corta a la circunferencia en A, pasa por el
punto P quien describe la trayectoria, y termina en el punto B movil sobre la recta. La condicién geométrica que define
al Cissoide, es que los trazos OP y PB son iguales, a medida que se mueve el punto B sobre la recta.

2ar*  2ar® )

1+£27 142 /°

b) Demuestre que el O es el dnico punto no regular (derivada nula) y que la distancia horizontal a la recta x = 2a
tiende a 0 sit — oo.

a) Encontrar la parametrizacion. Resp. o) = (

. Demostrar que la longitud de la curva plana definida por y(r) = (r,sen(%)) con r € [0,1] es infinita. Indicacin. Acote

la integral por una suma, fijdindose en la geometria de los maximos de esta curva.

3 V6 2

. Parala curva definida por y = x”, z = *5°x~, encontrar la longitud de la curva.

a) Sea 6(s) € C? la parametrizacién en longitud de arco de una curva. Demostrar que una expresién para la torsién
T(s) es

T(S) - _ [G/(S) X 6//(S)] 'G///(S) ||(5//(S)||2,

donde ‘ZJ—';’ (s) =1(s)A.

b) Calcular la torsién de la hélice o(s) = %(cost,sent,t), cont € [0,4m).

Nota. La parametrizacién no estd en longitud de arco.

. Sean I"una curva planay f : R — R una funci6n diferenciable tal que f(r,8) = 0 sobre la curva I". Probar que el vector

%?—i— %g—{)é esnormal alacurval.

. Seay(t) = (Re~“ cost,Re " sent,t), cont € [0,47]. Determinar la parametrizacién en longitud de arco, la curvatura y

la binormal en cada punto de la curva.

. Siu,v:R — R?, son dos funciones diferenciables tales que

V(1) = Cu(t)—Av(t),

con A, B,C € R?, constantes, probar que u(¢) x v(¢) es constantes para todo ¢.

Si desea hacer mds ejercicios, se puede dirigir a la pagina web de publicaciones del DIM y bajar las numerosas listas de
ejercicios y problemas de controles.

http://www.dim.uchile.cl/index.php?option=articlesdoc&task=viewarticle&idpublic=6



