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La forma méds general de representar cualquier ecuacién diferencial de primer orden a dos variables
independientes = e y es:
F(z,y,u, Uz, uy) =0 (z,y) e DCR

Donde F' es una funcién dada y v = u(x,y) es una funcién desconocida de sus varibles z e y. Y por

Ju ou
comodidad notaremos u, = 7 Y Uy = .
x

dy

Ahora sélo trabajaremos con ecuaciones que llamaremos Ecuaciones Diferenciales Cuasi Lineales
que tienen la forma:

a({E, y7 ’LL)’U,I + b(.’L’, yv u)uy = C(.’L‘, y7 ’LL)
En donde algunos ejemplos son:

TUg + yuy =0
nug + (T + y)uy = u+€e”
YUz + TUy = TY
(y—2)uy + (z —2)uy + (z —y)u, =0
2(y® +w)u, —y(@® + uuy = (2 - y*)u
(y? — u?)u, — TYUy = TU

Resolucién de una Edp:

1. Transformar la Edp a la forma canénica, i.e.
a(:p, ya u)uz + b(JE, y, U)Uy = C(il?, ya u)
2. Luego Imponer las curvas Caracteristicas:

dx dy du

a($7y7 u) b(x’y5u) C(:I:7 y’ u)

3. Resolver Las Ecuaciones Diferenciales que se obtendrds de las igualdades de arriba (si ¢(z,y,u) =0
entonces du = 0 y asf para cualquier coeficiente que sea nulo) hasta obtener relaciones de la forma,

gb(x,y,u) = Cl y 1/1(55,%“) = C'2

(esta es la parte dificil ya que generalmente hay varios trucos dentro de esto, y hay que tener
siempre presente los diferenciales totales, factores integrantes y todo lo aprendido en el curso de
Ecuaciones Diferenciales Ordinarias)
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4. Una vez hecho esto, la solucién tendrd la forma:
f(#,4) =0 para una funcién f arbitraria,

pero en particular puede ser de la forma: f(¢,1) = ¢ —g(¢») = 0 con g como funcién arbitraria.

5. Casi siempre una vez ya encontrada la solucién general se procede a imponer la informacién de
Cauchy, pero en el desarrollo hay que tener el cuidado de ir dejando las funciones ¢ y 1 de
manera que sea cémodo imponer las condiciones.

Generalmente estos son los 6 pasos a seguir al resolver Edp’s via Caracteristicas, pero hay que
considerar de que hay veces en los cuales los pasos no van en este orden, en fin mostraremos algunos
ejemplos para intentar una idea lo més clara posible de como emplear este método:

Example 1 Resuelva 3u, + 2uy = 0 con la informacion  u(z,0) = h(z)
Como la ecuacion ya estd en la forma Candnica simplemente reconocemos términos
a(z,y,u) =3, blz,y,u) =2, c(z,y,u)=0

Luego Imponiendo las FEcuaciones de las Curvas Caracteristicas obtenemos:

de dy du
— === du=0
3 5 o luego du ,

y de la primera igualdad obtenemos 2dx —3dy = 0, el cual es el diferencial total de 2x—3y = C1, pero
haremos un pequeno cambio en esta ultima ecuacidn por algo equivalente pero que después nos ayudard
al imponer la informacion de Cauchy que es dejar que Cyabsorba un medio y dejar la relacion como:

3y

¢(x,y,u)5x—?zcl

Y como du = 0 entonces uw = Cy que serd nuestro psi, i.e. ¥(x,y,u) = u=Ch

Luego nuestra solucion general serd:

3—y,u) =0, lo cual equivale a

fa=3

3
u(z,y) = glx — ?y),con g arbitraria,

y ahora aplicando la informacion de Cauchy
u(z,0) = h(z) = g(z),
con lo cual encontramos la "forma" que tiene g, por lo cual la solucién nos queda como:

u(e,y) = h( — )
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Lo cual satisface todas las condiciones necesarias.

Example 2 Resuelva au, + buy, = cu con la informacion de Cauchy u(z,0) = h(z).

La ecuacidon estd en la forma candnica por lo cual simplemente imponemos las ecuaciones de las
curva caracteristicas, i.e.

d:ciﬁidu

a b cu

de la primera Igualdad obtenemos bdx — ady = 0 es cual es un diferencial total de bx — ay = C1, el
cual definiremos como nuestro phi, i.e.

¢(xay7u)zm7?:01

Ahora jugando un poco con las igualdades entre el primer y tercer término, junto con el seqgundo y
tercer, obtenemos:

d adu
L= — b)d
bCCZl der +dy = M luego integrando obtenemos:
u cu
dy = —
cu
a+b c .
T4y = lnu+Cy << Ilnu-— n b(:c +y) = Cy esto absorbiendo constantes, con lo cual
a

aplicando exponencial llegamos a:

we s (@+y) — Cy

con lo cual llegamos a algo relativamente complicado, por lo cual dejaremos descanzar un rato esta
relacion para ver si podemos obtener alguna mds simple, entonces considereremos

adu
der = —, con lo cual obtenemos :
cu
z Inu . . . .
— — — = (3 luego realizando el mismo procedimiento anterior llegamos a
a c
cx

ue @ = C3 que es bastante mds simple que la anterior y la llamaremos
cx
Y(x,y,u) =ue a =Cs.
Entonces nuestra solucion general estd dada por:

cx
flax— %7ue—;) =0

Con f arbitraria, lo cual es equivalente a escribir:

CX
@
ulz,y) = @ gz — =)



Universidad De Chile Escuela de Ingenierfa
Facultad De Ciencias Fisicas y Matemédticas Departamento de Ingenieria Matemédtica

Y aplicando ahora la informacion de Cauchy u(x,0) = h(zx), tendremos que:
e ez

w(@,0)=h(z) =cag(z) < gx) =e a h(z)
Con lo cual conocemos la forma de g y ahora simplemente reemplazando.

cx  cr o cy cy

u(z,y) =€ a e_;—i_jh(x - a—by) = e?h(:p - %y)

Solucidon que satisface todo lo pedido.

Example 3 Resuelva xu, + yu, = xe™" con la informacion v =0 siy = x?

Como la ecuacion ya estd en la forma candnica, procedemos a imponer las ecuaciones de las curvas
caracteristicas, i.e.

de_dy  _dv

x Yy re v

Luego de la primera igualdad resolvemos y obtenemos:

Inx=Iny+ C4 <— Inx —Iny=C4 — In==-C4

SEES

Lo cual aplicando exponencial y absorbiendo constantes

¢

SHES

=C4
Ahora de la igualdad entre el primer y el tercer término resolvemos la siguiente ecuacion
dr = e"du
Que integrando llegamos
Yv=e"—x =0
Con lo cual la solucion general queda dada por:

fle* — =z, Q) =0
T
o equivalentemente:

Y
e =x =
+9(7)
con [ y g funciones arbitrarias.

Aplicando ahora la informacion de Cauchy, tendremos que:

332
C=rtgl) & gw)=1-2

Con lo cual la solucion queda dada por



Universidad De Chile Escuela de Ingenierfa
Facultad De Ciencias Fisicas y Matemédticas Departamento de Ingenieria Matemédtica

o equivalentemente por

Ejercicios:

1. Resuelva los siguientes problemas con la informacién de Cauchy asociada:

a) 3uz + 2u, = 0 con u(z,0) =sinz

2

(c
d) ugy + zuy =0 con u(0,y) =siny

(e) ug + auy = (y — $2%)?

(a)
(b) YU, + zu, = 0 con u(O,y) = e*yQ

) xuw"f'yuy:nyconu:Qeny:m
(

con u(0,y) = e¥

2 2

(f) zus +yuy =u+1lconu(z,y) =z"eny=x

2. Resuelva la ecuacién:
Uy + TUy =Y
con la informacién de Cauchy

u(0,y) = y* u(l,y) =2y



