
Departamento de Ingenier��a Matem�atica. FCFM-U. de Chile.MA26A Ecuaciones Diferenciales OrdinariasGu��a #1Primavera 2006. Profs.: A. Osses - Aux: J. Lemus, N. Carre~noEl objetivo de esta primera gu��a docente del curso es recopilar ejercicios, problemas de con-trol y de modelamiento que involucran EDO's de primer orden entre las que se mencionan acontinuaci�on.� Integraci�on directa: y0 = f(x).� Variables separables: y0 = f(x) � g(y).� Ecuaciones Homog�eneas: y0 = h(x; y), h(x; y) homog�enea grado cero.� Ecuaci�on de Bernoulli: y0 + P (x)y = f(x)yn.� Ecuaci�on de Ricatti: y0 = P (x) +Q(x)y +R(x)y2.� M�etodo del factor integrante: y0 + P (x)y = R(x).� No aparece y(x) (orden reducible): G(x; y0; y00) = 0.� No aparece x (orden reductible): H(y; y0; y00) = 0.
Ejercicios:
1. Encontrar las soluciones generales de las siguientes EDO's: a)y0 = xy3 b)yy0 = x(y2+1)c)(x2 + 1)tg(y)y0 = x d)(1 +py)y0 = 1 +pxe)y0 = 4x3(1 + y)NOTA: Tener siempre en cuenta que R 1xdx = ln(jxj) + C.
2. Encontrar las soluciones a los problemas de valor inicial que se exponen a continuaci�on:a)y0 = yex; y(0) = 2eb)y0 = 2xy2 + 3x2y2; y(1) = 1c)y0 = 3x2(y2 + 1); y(0) = 1d)2yy0 = x(x2 � 16)�1=2; y(5) = 2 ( HINT:(px)0 = 1=(2 � px)).e)y0 + 1 = 2y; y(x0) = y0f)xy0 � y = 2x2y; y(1) = 1
3. Veri�que que las siguientes ecuaciones son homog�eneas, de ser as�� resu�elvalas:a) 4x� 3y + y0(2y � 3x) = 0b) xy0 = y +py2 � x2c) 4x2 + xy � 3y2 + y0(�5x2 + 2xy + y2) = 0d) y0 = 2xy3x2�y2e) y0 = x+yx�y .4. Resuelva las siguientes ecuaciones de Bernoulli:a)xy0 + y = y�2b)xy2y0 + y3 = xcos(x)c)x2y0 + y2 = xyd)x2y0 � 2xy = 3y4
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5. La ecuaci�on de Ricatti es de la forma
y0 = P (x) +Q(x)y +R(x)y2 (1)

suponiendo que se conoce y1, soluci�on particular de (1):a) Demuestre que y = y1 + u es una familia de soluciones de (1), donde u es soluci�on dedudx � (Q(x) + 2y1(x)R(x))u = R(x)u2 (2)
b) Haciendo una sustituci�on adecuada, pruebe que (2) puede reducirce a la ecuaci�on lineal:dwdx + (Q(x) + 2y1(x)R(x))w = �R(x) (3)

6. Resolver las siguientes ecuaciones de Ricatti:a)y0 = 2x2 + y=x� 2y2; y1(x) = xb)y0 = �2� y + y2; y1(x) = 2c)y0 = 1� x� y + xy2; y1(x) = 1
7. Resuelva las siguientes ecuaciones a variables separables:a)(1 + y2)dx+ (1 + x2)dy = 0 b)(1 + y2)dx+ xydy = 0c)(1 + y2)dx = xdy d)xp1 + y2dx+ yp1 + x2dy = 0e)xp1 + y2dx+ yp1 + x2dy = 0; y(x = 0) = 1 f)yln(y)dx+ xdy = 0g)y0 = ax+y h)(1 + ex)yy0 = eyi)(ln(x) + y3)dx� 3xy2dy = 0
8. Muestre que una ecuaci�on diferencial de la forma y0 = f(ax + by + c), donde a,b,c sonconstantes, se puede reducir a una ecuaci�on con variables separables.
9. Diga si las siguientes ecuaciones diferenciales son exactas y resu�elvalas:a) x(2x2 + y2)dx+ y(x2 + 2y2)dy = 0b) (3x2 + 6xy2)dx+ (6x2y + 4y3)dy = 0c) ( xpx2 + y2 + 1x + 1y )dx+ ( ypx2 + y2 + 1y � xy2 )dy = 0

d) (3x2tg(y)� 2y2x3 )dx+ (x3sec2(y) + 4y3 + 3y2x2 )dy = 0e) (2x+ x2+y2x2y )dx = (x2+y2xy2 )dyf) xdx+ ydypx2 + y2 + xdy � ydxx2 = 0
g) (sin(x) + sin(y) + 1x)dx+ (xcos(x)� cos(y) + 1y )dy = 0h) xdx+ ydy + x(xdy � ydx) = 0i) (x+ y2)dx� 2xydy = 0
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10. Resuelva las siguientes EDO's de primer orden:a) y0 + 2y = x2 + 2xb) (x2 + 2x� 1)y0 � (x+ 1)y = x� 1c) xln(x)y0 � y = x3(3ln(x)� 1)d) (a2 + x2)y0 + xy = a2e) 2xy0 � y = 3x2f) (x+ 1)dy � [2y + (x+ 1)4]dx = 0g) y0 = 1xsen(y)+2sen(2y)h) y0 � 2xy = 2xex2i) xln(x)y0 � (1 + ln(x))y + 12px(2 + ln(x)) = 0j) y0 + ycos(x) = sin(x)cos(x)k) y0 � y = 2xex+x2l) xy0 � y = x2sen(x)m) x(x� 1)y0 + y = x2(2x� 1)
Problemas de Control:
1. (C1-1999-2-Osses) Reducci�on de ecuaci�on homog�enea generalizada.a) Considere la EDO de primer orden de la forma

y0 = F �yx� ; x > 0; (1)
donde F es una funci�on continua conocida. Mediante la sustituci�on z = y=x desarrolleun m�etodo general para resolver esta EDO. Apl��quelo a la ecuaci�on y0 = (x+y)=(x�y).b) Considere ahora la EDO

y0 = F � ax+ by + ecx+ dy + f
� ; a; b; c; d; e; f 2 IR: (2)

Pruebe que si ad � bc 6= 0 la EDO (2) puede llevarse a la forma (1) mediante uncambio de variables del tipo z = y � �; t = x � �, con � y � constantes elegidasadecuadamente. Aplique este m�etodo a la ecuaci�on y0 = (x+ y + 4)=(x� y � 6).c) > C�omo resolver��a (2) si ad� bc = 0 ?.
2. (C1-2001-2-Alvarez) Reducci�on de ecuaci�on lineal homog'enea de orden 2. Consideremosla ecuaci�on diferencial lineal homog�enea de segundo orden con condiciones iniciales

(E)� y00 + a1(x)y0 + a0(x)y = 0; x 2 Iy(0) = y0; y0(0) = y1donde y0 > 0, y1 2 IR e I � IR es un intervalo.a) Pruebe que el cambio de variable v = y0=y reduce la ecuaci�on en (E) a la ecuaci�onde Ricatti dvdx + v2 + a1(x)v + a0(x) = 0
3



Deduzca que la resoluci�on de (E) es equivalente a la del siguiente sistema de ecua-ciones de primer orden
(R)( y0 = vydvdx = �v2 � a1(x)v � a0(x)

sujeto a una condici�on inicial apropiada en v (explic��tela).b) Encuentre la ecuaci�on de Ricatti asociada a y00 � y0 � 2y = 0 y resuelva el sistema(R) correspondiente, encontrando la soluci�on que satisface y(0) = 1, y0(0) = 2.
3. (C1-2001-1-Osses) Propiedad de las soluciones de la ecuaci�on de Ricatti. Sean y1,y2 dossoluciones distintas de la ecuaci�on de Ricatti: y0 + p(x)y2 + q(x)y + r(x) = 0, con p,q y rfunciones continuas dadas.Demuestre que toda otra soluci�on \y" satisface:y � y1y � y2 = CeR p(x)(y2�y1); C 2 IR:

(Suponga que y1,y2 e y son derivables con derivada continua.)
Problemas de Modelamiento:
1. (C1-2001-2-Alvarez) Peso de un ser humano y ley de enfriamiento de Newton.a) El peso de un ser humano desde el nacimiento hasta la muerte puede modelarse porla ecuaci�on de Gompertz dWdt = (a� b � ln(W ))W

donde a, b son constantes apropiadas no nulas. Encuentre una soluci�on de esta ecua-ci�on que satisfaga la condici�on inicial W (0) = W0 > 0.b) La ley de enfriamiento de Newton establece que la tasa de p�erdida de calor desde lasuper�cie de un objeto es proporcional a la diferencia de temperatura entre el medioque lo rodea y su super�cie, con constante de proporcionalidad k > 0. Sean S(t) yT0 las temperaturas de la super�cie del objeto y del medio respectivamente (la delmedio se supone constante para simpli�car).i) Encuentre una ecuaci�on diferencial para S(t) y resu�elvala con condici�on inicialS(t0) = S0 > T0.
ii) Pruebe que si adem�as se sabe que S(t1) = S1 para t1 > t0 entonces la constantede proporcionalidad est�a dada por

k = 1t1 � t0 ln
�S0 � T0S1 � T0

�
NOTA: esta f�ormula permite calibrar el modelo, i.e. determinar k utilizando me-diciones experimentales de temperaturas.
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iii) Un objeto a una temperatura de 40oC se coloca en una habitaci�on a 20oC. Si en10 minutos se enfr��a a 30oC, > Cu�al es la temperatura del objeto al cabo de 20minutos?.
2. (C1-1999-2-Osses) Reacci�on qu��mica. Dos sustancias A y B ser�an transformadas en un solocompuesto C. Se cumple la ley siguiente: el aumento de la cantidad \y" del compuesto Ces proporcional (con constante de proporcionalidad k) al producto de las cantidades desustancia A y B no trasformadas a�un. Suponga que para formar una unidad de compuestoC se necesita de una unidad de A y una unidad de B. Suponga que en t=0 hay a unidadesde A, b unidades de B y ninguna de C.a) Escriba una ley de transformaci�on (EDO de primer orden para y) justi�cando cadauno de sus t�erminos.

b) Resuelva la ecuaci�on diferencial con las condiciones iniciales dadas.c) Suponga que k > 0. Investigue el comportamiento de y cuando t!1
3. (C1-1999-1-Alvarez) Is�otopo radiactivo. Un is�otopo radiactivo se desinegra a una tasa quees proporcional a la masa de is�otopo presente.

a) Si x(t) representa la masa del is�otopo al instante t, pruebe que x(t) = x(0)e��t paraalguna constante � > 0(llamada constante de desintegraci�on).b) El tiempo T en el que la masa del is�otopo se reduce a la mitad se denomina vidamedia del is�otopo. Sabiendo que la vida media del carbono 14 radiactivo es de 5600a~nos, determine la masa restante de carbono 14 al cabo de t a~nos, considerando queinicialmente la masa de la muestra era x0.c) Si se sabe que para el a~no 2000 habr�a decaido el 90% del carbono 14 presente enun cr�aneo encontrado en el valle central de Chile, determine el a~no en que falleci�o elcavern��cola a quien perteneci�o este cr�aneo.
4. Curvas de persecuci�on: \La toma del Puente". Durante la toma del puente P��o Nono,Panchito, un mech�on de nuestra facultad, encuentra a un mech�on de Derecho, Sim�on,merodeando en Plaza Italia. Sim�on al darse cuenta de que es acechado por Panchito, salecorriendo con velocidad w hacia su facultad. Si el mech�on de ingenier��a corre a una rapidezv constante, y siempre en direcci�on hacia el mech�on de Derecho, encuentre:a) La ecuaci�on y = f(x) de la trayectoria del mech�on de Ingenier��a (curva de persecu-ci�on).b) Determine la condici�on para que el mech�on de Ingenier��a pueda alcanzar al mech�onde Derecho y determine el punto de encuentro en funci�on de los par�ametros a, v y w.c) Determine v tal que el punto de encuentro sea antes de que el mech�on de Derechollegue a su facultad.(Considere que la facultad de Derecho tiene coordenadas (0; L)).NOTA:Considere que el mech�on de Derecho se desplaza a lo largo del eje Y , yrecuerde que el largo de una curva descrita por una funci�on y(x) se puede calcularcomo L(x) = R xx0p1 + (y0)2dx.
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5. (C1-2000-1-Osses) Modelo estelar. Una estrella esferoidal de radio a > 0 est�a compuestapor un 
uido compresible cuya presi�on p(r) y densidad �(r) son funciones radiales (0 �r � a) tales que p = k�2 con k constante positiva. Si g(r) es la gravedad a una distancia rdel centro de la esfera, entonces un balance de momentos y la ley de gravitaci�on nos danlas relaciones: p0 = �g(r)�(r); r2g(r) = 4�GZ r
0 s2�(s) ds

dondeG es la constante de gravitaci�on universal y las derivadas est�an tomadas con respectoa r.
i) Deducir que � satisface la ecuaci�on diferencial

r�00 + 2�0 + �2r� = 0; �2 = 2�Gk :
ii) Determine �(r) en t�erminos de �(0), la densidad del n�ucleo estelar. Hint.: Resuelvapara (r�)00. Note que �(r) debe ser positiva y �nita si r ! 0.iii) Explique por qu�e este modelo predice estrellas de m�aximo tama~no a = �� .6. Problema de estanque. Un estanque de capacidad 
 litros contiene inicialmente 
0 litrosde una soluci�on salina de concentraci�on �0 gramos por litro.En t = 0 entra por la parte superior del estanque una soluci�on de concentraci�on �1 gramospor litro a una velocidad de v1 litros por minuto. Al mismo tiempo, por la parte inferiordel estanque, empieza a salir soluci�on a v2 litros por minuto.Cuando el estanque llega a la mitad de su capacidad (la cantidad de soluci�on va aumen-tando) se abre una segunda llave que deja escapar soluci�on a v3 litros por minuto.Determine la cantidad de sal (en gramos) dentro del estanque para todo instante t (enminutos) inferior a N horas.Note que se debe cumplir 
2 > 
0 y V (t) < 
 para todo t 2 [0; 60N ] (el tiempo t esta enminutos).

?

?

v1; �1

v2

Caso t � t0
?

? ?

v1; �1

v2 v3

Caso t � t0
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