
TEMA 3

Sistemas de Ecuaciones Diferenciales

3.1 Generación de los sistemas de ecuaciones dif erenciales

Definimosenprimerlugarla congruenciadecurvas. Dadasdoscurvas���������
	��
���
���
�������� �����
	��
���
���
�������
sedice queformanunacongruenciasi por cadapunto

�������
	����
�����
pasasólo unacurva de la congruencia.Sepuedenescribir

entonces ��� ��!#"������
	��
����$��!&%������
	��
���
Deformamásformal,sellamacongruenciadecurvasaunafamilia decurvas��'(�����
	��
���
���
�������) �����
	��
���
���
�������
quedependendelos parámetros

�
y
�

deformaquepor cadapuntodel espaciopasaunasolacurva dela familia, con lo queel
sistemaanteriordetermina

�
y
�

comofuncionesde
�
,
	

y
�
:��� ��!#"������
	��
����$��!&%������
	��
���

Si entre
�

y
�

seestableceunarelacióndedependenciabiunívoca* �����
���#���
con
*

continua,la congruenciasereduceaunhazdecurvasquedependendeunsoloparámetro.Al variaréstedeformacontinua,
lascurvasengendranunasuperficiesi seeliminan

�
y
�

:* ��!#"������
	��
�����
!&%������
	��
���
�#���
En todasestascurvas se consideraa

�
como la variable independiente,siendo

	
y
�

dependientesde
�
. Si se derivan las

expresionesde
�

y
�

conrespectoa
�

queda+, - �(��!&."
/10 !&."
2�3 23 / 0 !&."
4 3 43 /�(��!&.%
/10 !&.%
2�3 23 / 0 !&.%
4 3 43 /65 +, -87 !&."
/ ��!&."
2�3 23 / 0 !&."
4 3 43 /7 !&.%
/ ��!&.%
2�3 23 / 0 !&.%
4 3 43 /
Podemosdespejarlasderivadasde

	
y
�

conrespectoa
�

9 	9 � �;:::: 7
!&."
/ !&."
47 !&.%
/ !&.%
4 ::::::::
! . "
2 ! . "
4!&.%
2 !&.%
4 ::::

�=< �����
	��
���> �����
	��
���
55
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y 9 �9 � � ::::
!&."
2 7 !&."
/!&.%
2 7 !&.%
/ ::::::::
!&."
2 !&."
4!&.%
2 !&.%
4 ::::

��@ �����
	��
���> �����
	��
���
Estosepuedeescribirdeformasimétrica: 9 	< � 9 �> � 9 �@
3.2 Sistemas de A ecuaciones dif erenciales de primer orden

Sedefineunsistemade ecuacionesdiferencialesdeprimer orden comoel siguientesistema+BBBBBBBBB, BBBBBBBBB-
3 /�C3
D ��'E"��GFH�
��"��
�I%E��J�J�J��
�IK��3 /ML3
D ��'�%&�GFH�
��"��
�I%E��J�J�J��
�IK��
...3 /�N3
D ��'�KO�GFH�
��"��
�I%E��J�J�J��
�IK��

El ProblemadeValor Inicial estaráformadopor eseconjuntodeecuacionesy lascondicionesinicialessiguientes�IP���F����&���IPRQ S�T��VUXW ?
3.2.1 Teorema de Existencia y Unicidad de soluciones

➢ Si todaslas
'�P

soncontinuas,
S�T

enunentornodelascondicionesiniciales,y

➢ existen YMZ
[Y /H\ , S�T��]UOW ? ,
SI^(�VUXW ? , y estánacotadas

Entoncesel ProblemadeValor Inicial tienesoluciónúnica.

3.3 Sistemas de A ecuaciones dif erenciales de primer orden lineales

Lasfunciones
'�P

correspondenconecuacioneslineales:+BBBBBBBBB, BBBBBBBBB-
3 /�C3
D ��_�"
"��GF
����" 0 _�"
%&�GF
���I% 0 J�J�J 0 _�"
KO�GF
���IK 0a` "��GF
�3 /ML3
D ��_�%H"��GF
����" 0 _�%
%&�GF
���I% 0 J�J�J 0 _�%
KO�GF
���IK 0a` %&�GF
�
...3 /�N3
D ��_�K�"��GF
����" 0 _�KE%���F
���I% 0 J�J�J 0 _�KEK1��F
���IK 0a` %&�GF
�

Escritoenformamatricial b . ��F
�&��cd��F
��e b 0 f �GF
�
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con

b �GF
�&�
ghhhhhhhhhi
��"���F
��I%&��F
�
...�IKO�GF
�

j�kkkkkkkkkl

9 b �GF
�9 F � b . ��F
�&�
ghhhhhhhhhhi
3 /�C
m DGn3
D3 /ML
m DGn3
D
...3 /�N�m DGn3
D

j�kkkkkkkkkkl

f �GF
�&�
ghhhhhhhhhi
` "���F
�` %&��F
�
...` KO�GF
�

j kkkkkkkkkl
y

cd��F
�&� ghhhi _�"
"��GF
�o_�"
%&��F
�pJ�J�Jo_�"
K1��F
�_�%H"��GF
�o_�%
%&��F
�pJ�J�Jo_�%
K1��F
�
...

...
. . .

..._�K�"���F
�q_�KE%&�GF
�rJ�J�Jr_�KEKO�GF
�
j�kkkl

Sepuedeescribirunaecuacióndiferenciallineal deorden? comoun sistemadeecuacioneslinealesdeprimerorden:_E�#��F
�E	 msK n 0 _�"��GF
��	 mRK�t�" n 0 J�J�J 0 _�K�t�"��GF
��	 . 0 _�KO�GF
��	u��'(��F
�
con

	 msK n � 9 K 	9 F K
Si sehacenlos cambios

+BBB, BBB-
	u����"	�.����I%
...	 mRK�t�" n ���IK 5

+BBBBBBBBBBBBBB, BBBBBBBBBBBBBB-

3 /�C3
D ���I%3 /ML3
D ���Iv
...3 /�N�w�C3
D ���IK3 /�N3
D � "x Q
m DGn ��'(�GF
� 7 _�KO�GF
����" 7 _�K�t�"���F
���I% 7 J�J�J 7 _�"���F
���IK��
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3.4 Reducción a una sola ecuación dif erencial de orden superior

Un sistemadeecuacionesdiferencialessepuederesolver reduciéndoloa unasolaecuacióndiferencialdeordensuperior. Si se
tienen

'�P
continuastalesqueexistensusderivadasparcialesconrespectoa todossusargumentoshastael orden ? 7 U (y todas

continuas),el sistema +BBBBBBBBB, BBBBBBBBB-
3 /�C3
D ��'E"��GFH�
��"��
�I%E��J�J�J��
�IK��3 /ML3
D ��'�%&�GFH�
��"��
�I%E��J�J�J��
�IK��
...3 /�N3
D ��'�KO�GFH�
��"��
�I%E��J�J�J��
�IK��

sepuedeconvertir en unaecuacióndiferencial,si escogemosunadesusvariables,por ejemplo
��"

y calculamossusderivadas
sucesivasconrespectoa

F +BBBBBBBBBB, BBBBBBBBBB-
3 /�C3
D ��'E"��GFH�
��"��
�I%E��J�J�J��
�IK��3 L /�C3
D L � YMZ CY D 0�y KPRz�" YMZ CY / [ e 3 /�C3
D ����%&�GFH�
��"��
�I%E��J�J�J��
�IKI�
...3 N�w�C /�C3
D N�w�C ����K�t�"��GFH�
��"��
�I%E��J�J�J��
�IK��

Conello obtenemosunsistemade ? 7 U ecuaciones.Tendrásoluciónsi{ �=| ��'E"��
��%E�
��v���J�J�J��
��K�t�"��| ���I%��
�IvE��J�J�J��
�IK�� }���
Encasocontrario,escogemosotravariable

�IP
y repetimoslasderivadas.

Hallamos
�I%E�
�IvE��J�J�J��
�IK

comofuncionesde
��"

y susderivadasparapoderexpresar9 K ��"9 F K ����KO�GFH�
��"���J�J�J��
�IK��&� �V~ FH�
��"��
� . " ��J�J�J��
� msK�t�" n" �
queesunaecuacióndiferencialdeordensuperior.

Ejemplo:
Dadoel sistema +BBBB, BBBB-

3 /3
D ��	 0 �3 23
D ���E� 7 �E�3 43
D ���E� 0 ��	
tomamosla variable

�
y el sistemanosqueda+, - 3 /3
D ��	 0 �(��'E"3 L /3
D L � 3 23
D 0 3 43
D ����� 0 ��	 7 �E�(����%

Y suJacobianoesdistintodecero: { � ::::
U U� 7 � ::::

� 7 � }���
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asíqueescribimos
	

y
�

enfunciónde
�

y susderivadas:���(��� 9 �9 F 7 9 % �9 F % 0 ��� ����� U� 9 �9 F 7 U� 9 % �9 F % 0 �
	u� 9 �9 F 7 �(� U� 9 �9 F 0 U� 9 % �9 F % 7 �

Y la terceraderivadade
�

sepuedeexpresarcomo9 v �9 F v � � 9 �9 F 0 � 9 	9 F 7 � 9 �9 F� ��� . 0 �����E� 7 �E��� 7 �����E� 0 ��	I�� ��� . 7 ����� 0 	I�� �
por tantonuestraecuacióndeordensuperiores 9 v �9 F v ���
conlo quela solucióngenerales � �=���M"
F % 0 ��%HF 0 ��vH�
Derivamosla expresión ���I.����E�M"
F 0 ��%�I. .����E�M"
y lasotrasdossolucionesson +, - �(� "% ���E�M"
F 0 ��%�� 7 "� ���E�M"�� 0 �M"
F % 0 ��%HF 0 ��v	u���E�M"
F 0 ��% 7 � �

3.5 Sistemas de orden superior

Estossistemassonlosquetienenlasvariablesderivadasenunordensuperiora 1:+BBBBBBBBBBBB, BBBBBBBBBBBB-
� m���C n" ��'E" ~ FH�
��"��
� . " ��J�J�J��
� m���C
t�" n" �
�I%E�
� .% ��J�J�J��
� m��MLHt�" n% ��J�J�J��
�����
� . � ��J�J�J��
� m��M��t�" n� �� m��ML n% ��'�% ~ FH�
��"��
�I." ��J�J�J��
� m���C
t�" n" �
�I%E�
�I.% ��J�J�J��
� m��MLHt�" n% ��J�J�J��
�����
�I.� ��J�J�J��
� m��M��t�" n� �
...� m��M� n� ��'E� ~ FH�
��"��
�I." ��J�J�J��
� mR��C
t�" n" �
�I%E�
�I.% ��J�J�J��
� mR�MLHt�" n% ��J�J�J��
�����
�I.� ��J�J�J��
� m��M�Mt�" n� �

Pararesolverestossistemasharemoscambiosdevariablesdeformaqueel sistemaquequedeseadeecuacionesdeprimerorden.
Porejemplo,parael sistemadeecuacionesdesegundoorden+BB, BB- �I.�." ��'E" ~ FH�
��"��
�I." �
�I%E�
�I.% ��I.�.% ��'�% ~ FH�
��"��
�I." �
�I%E�
�I.% �
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seconvierteen +BBBBBBBB, BBBBBBBB-
�I." ���Iv�I.% ��� ��I.v ��'E"���FH�
��"��
�Iv��
�I%E�
� � ��I.� ��'�%&��FH�
��"��
�Iv��
�I%E�
� � �

quegeneraráunaecuacióndiferencialdeorden4 al reducirlapor el métodoanteriormenteexplicado.

3.6 Método operacional

3.6.1 Sistemas lineales con coeficientes constantes

Dadoun sistemacon incógnitas
��"��
�I%E��J�J�J��
�IK

y variableindependiente
F
, si dichosistemaesdeecuacioneslinealesdecoefi-

cientesconstantes,entoncessepuederesolvermedianteel operador � , quesedefinedela forma� � 99 F
Así, el sistemaal aplicardichooperadorseconvierteenel siguiente+BBBBBBBBB, BBBBBBBBB-

< "
"�� � ����" 0 < "
%�� � ���I% 0 J�J�J 0 < "
K1� � �I�IKu��'E"��GF
�< %H"�� � ����" 0 < %
%�� � ���I% 0 J�J�J 0 < %
K1� � �I�IKu��'�%&�GF
�
...< K�"�� � ����" 0 < KE%�� � �I�I% 0 J�J�J 0 < KEK1� � ���IKu��'�KO�GF
�

Sedenotael determinantedelsistemacomo � � � �#��� < P���� � �M�
El sistemasepuederesolvermedianteel métododeCramer, escribiéndoseentonceslassolucionescomo�IP�� ��P��GF
�� � � �
donde

��P��GF
�&� :::::::::
< "
"�� � � < "
%&� � �oJ�J�J < "H� PGt�"�� � �o'E"���F
� < "H� PR��"�� � �oJ�J�J < "
K1� � �< %H"�� � � < %
%&� � �oJ�J�J < %�� PGt�"�� � �o'�%&��F
� < %�� PR��"�� � �oJ�J�J < %
K1� � �

...
...

...
...

...
...< K�"�� � � < KE%�� � �rJ�J�J < K�� PGt�"�� � ��'�KO�GF
� < K�� PR��"�� � �rJ�J�J < KEK1� � � :::::::::Dadoquesonecuacioneslineales,sussolucionessepuedenexpresarcomosumadeunasoluciónhomogéneay unaparticular:+BBB, BBB-

��"1����"�� 0]���"�I%O���I%
� 0]��I%
...�IK ���IK�� 0]��IK

Ejemplo:
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���I.�." 7 �E��" 7�� �I%O�8� % D��" 0 �I. .% 0 �E�I%O���
Sepuedeexpresar, medianteel operador� , como� � � % 7 ������" 7�� �I%O�8� % D��" 0 � � % 0 � � �I%O���
El determinantedela matrizdel sistemaes:::: �

% 7 � 71�U � % 0 � ::::
� � � 7 U

Hallamosprimero
�I%

y luego despejamos
��"�� 7 � � % 0 �����I% :�I%1� :::: �

% 7 � � % DU � ::::� � 7 U � 7 � % D� � 7 U
Formamosunaecuacióndiferencialconestaexpresión:� � � 7 U � �I%O� 7 � % D
y susolucióngenerales �I%O���M"&� D 0 ��%#� t D 0 ��v��H����F 0 � � �
�� �F 7 UUM¡ � % D
Unavezobtenidoestevalor, calculamosel de

��"
:��"1� 7V¢�� �M"&� D 0 � ��%&� t D 0 ��v��H����F 0 � � � �
�� �F 7 �¡ � % D�£ �

Unaformarápidapararesolver sistemaslinealesdecoeficientesconstantesesusarel métodode eliminación, semejanteal que
seusaconsistemasdeecuacioneslinealesalgebraicas:sedespejaunavariabley sesustituyeenotraecuación.Esmuy útil con
sistemaspequeños.

Ejemplo: ���I.������ 7�� 		 . ��¤E� 7a¥ 	
Despejamosdela segundaecuaciónla variable

�
y la derivamos,obteniendo� � "¦ 	�. 08§¦ 	�I.�� "¦ 	�. . 0 §¦ 	�.

y sustituyéndolaenla primeratenemosU¤ 	 . . 0 ¥¤ 	 . ��� ¢ U¤ 	 . 0 ¥¤ 	 £ 7�� 	
quesesimplificaa 	 . . 0 � 	 . 7 UM��	����
Estaesunaecuaciónlineal desegundoordenquesepuederesolver comosevió enel temaanteriory susolución
generales 	O�GF
�&���M"&� % D 0 ��%#� t�¨ D
Sustituyendoenla expresiónde

�
: �O��F
�&� �� �M"&� % D 0 U� ��%#� t�¨ D �
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3.6.2 Método de las combinaciones integrab les

Estemétodoseusaensistemasdeecuacionesno lineales.

Dadounsistema � 9 �IP9 F ��'�P���FH�
��"��
�I%E��J�J�J��
�IKI�M© PRz�"
ª K
unacombinaciónintegrable esunaecuacióndiferencialprocedentedel sistemay quesepuedeintegrarconfacilidad. Estoes,
parael sistemadeantes, 99 FE« "��GFH�
��"��
�I%E��J�J�J��
�IK��&���(� « "��GFH�
��"��
�I%E��J�J�J��
�IK��&���M" integral primera

Tendremosquehallar ? integralesprimerasqueseanlinealmenteindependientes.

El sistemaescritoenformasimétricaes9 ��"'E"��GFH�
��"��
�I%E��J�J�J��
�IKI� � 9 �I%'�%&��FH�
��"��
�I%E��J�J�J��
�IK�� �]J�J�J�� 9 �IK'�KO��FH�
��"M�
�I%E��J�J�J��
�IK�� � 9 F� ¬ " 9 ��" 0 ¬ % 9 �I% 0 J�J�J 0 ¬ K 9 �IK 0 ¬ KE��" 9 F¬ "H'E" 0 ¬ %�'�% 0 J�J�J 0 ¬ K�'�K 0 ¬ KE��"
con ¬ P constanteso variables.

Si escribimoslas ­ integralesprimeras +BBB, BBB- «
"��GFH�
��"��
�I%E��J�J�J��
�IKI�#���M"« %&�GFH�
��"��
�I%E��J�J�J��
�IKI�#����%

...« �#�GFH�
��"��
�I%E��J�J�J��
�IK��&���M�
con ­ ®�? . El Jacobianoseescribecomo { � | � « "M� « %���J�J�J�� « ���| �����
"��
���
%���J�J�J��
���
���
siendo

���
"��
���
%���J�J�J��
���
�
cualesquiera­ valoresde

��"��
�I%���J�J�J��
�IK
.

Si
{ }��� , sepuedereducirel sistemaa ? 7 ­ incógnitas.Encasocontrario,la solucióndelsistemaseránlas ­ integralesprimeras.

Ejemplo: 9 �	 7 � � 9 	� 7 � � 9 �	 7 �
Escribimosel sistemaoperandolasfraccionesencruz:+, - 3 23 / � 4�t�/2Mt�4 ��'E"3 43 / � 2Mt�/2Mt�4 ��'�%
Paraobtenerlascondicionesintegrables:9 � 0 9 		 7 � 0 � 7 � � 9 ��� 0 	I�	 7 � � 9 �	 7 � 5 9 ��� 0 	I�#� 9 �
por lo quela primeracondiciónintegrablees « "1W�� 0 	 0 �M"����
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9 �	 7 � � 9 	� 7 ��¯ 9 �	 7 ��� 0 	 0 �M"H� � 9 	��� 0 	 0 �M"�� 7 �9 �7 ��� 0 �M"�� � 9 		 0 �M" �±°R (�G	 0 �M"�� 0 °R (��� 0 �M"��&��°R 1��%
conlo quequedala segundacondiciónintegrable« %OWI�G	 0 �M"������ 0 �M"H�#����%
Sustituyendoel valor de

�M"
enestaúltima condiciónpodemosobtenerla solucióndelsistema:� � 0 	 0 �M"������� 7 ������� 7 	I�&����% �

Ejemplo: +, - 3 /3
D ��	3 23
D � 2 L/
Reescribimosel sistema 9 �	 � 9 F&� � 9 	I���	 %
Y hallamossuscondicionesintegrables 9 �� � 9 		 � « WM°R O� ��°R 1	 0 �M"

9 �� ���M" 9 F#�±°R 1� 7 °R O��%����M"
F���% ���M² C D �
3.7 Resolución matricial

3.7.1 Nociones de análisis matricial

Definimosunamatriz funcional comocd��F
�&� ghhhi _�"
"���F
�o_�"
%���F
�pJ�J�Jo_�"
K1��F
�_�%H"���F
�o_�%
%���F
�pJ�J�Jo_�%
K1��F
�
...

...
. . .

..._�K�"��GF
�q_�KE%&�GF
�rJ�J�J³_�KEK1�GF
�
j kkkl �]��_�P��&�GF
�
�

Y sedicequela matrizesderivable si
_�P��&�GF
�

lo son,y sedenotala derivadacomoc . ��F
�&� ~ _ .P�� �GF
� �
La derivacióneslineal. Dadasdosmatricesderivables

cd��F
�&�]��_�P��&�GF
�
�
y
f ��F
�&�V� ` P��&�GF
�
�

y dosconstantes¬ ��´aµ·¶ ,
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a)
� ¬ cd��F
� 0 ´ f ��F
�
� . � ¬ c1.���F
� 0 ´ f .���F
�

b)
��cd��F
��e f ��F
�
� . ��c1.��GF
��e f �GF
� 0 cd��F
��e f .���F
�

Sediceque
cd��F
�

esintegrableen ¸ _I� `
¹ si
_�P�����F
�

sonintegrablesen ¸ _I� `
¹ , S�T
��^ . La integral sedefinecomoº�»x cd��F
� 9 F&�±¼ º�»x _�P��&��F
� 9 F�½
Tambiénesunoperadorlineal.

La exponencialdeunamatrizdetamaño?d¾·¿ noestansencillacomo�MÀ m DGn � ~ � x [ \�m DGn �
paraempezarporquela igualdad

� m�� n ��Á
nosecumple,yaque� m�� n � ghhhi UÂUÂJ�J�JpUUÂUÂJ�J�JpU

...
...

. . .
...UÂUÂJ�J�JpU
j�kkkl }��Á

Ensulugar, sedefinela exponencialdeunamatrizfuncionalcomo�MÀ m DGn ��ÃÄ�Hz�� c �­�Å
La norma dela matriz

cd��F
�
detamaño?d¾·¿ es Æ c Æ � KÄ PRz�"aÇÄ�
z�" � _�P��&�GF
���

y tienelassiguientespropiedades:

a)

Æ c 0�f Æ1È8Æ c Æ 0 Æ f Æ
b)

Æ c�e f Æ1È8Æ c Æ e Æ f Æ
c)

Æ ¬ eMc Æ ��� ¬ �Me Æ c Æ
Teorema3.1. Dados É �M"��
��%&J�J�J��
�M����J�J�JHÊ , �M�O�=��� �P�� � y

Æ �M� Æ � KyPRz�" Çy�
z�" :: �
�P�� :: .

Si Ãy�Hz�" Æ �M� Æ converge,entoncestambiénconverge Ãy�Hz�" �M� .
Llevadoa matricesfuncionales,deducimosquesi Ãy�Hz�"�ËËË À ���Ì ËËË converge,entonces Ãy�Hz�" À ���Ì ��� À m DGn tambiénconverge.

Sepuedeexpresarunaecuacióndiferencialenformamatricial:« . �GF
�&��c�e « �GF
�
Teorema3.2. Para todo

F�µ·¶
,
� À D

essoluciónde « .E��F
�&��c�e « �GF
� .
Teorema3.3(TeoremadeExistenciay Unicidad). Dadasdosmatricesfuncionales

c
y
f

de tamaño ?�¾�? , se expresael
problemadevalor inicial matricialmentecomo � �X.���F
�&��c�eM�a�GF
��a�����&� f
queesunaformadeexpresarunsistemadeecuacionesdiferenciales.

Estesistematieneunaúnicasoluciónpara todo
F

quees�a��F
�&�8�MÀ D e��a�����&���MÀ D e f
Teorema3.4. Dadasdosmatricesfuncionales

c
y
f

detamaño?$¾u? , si
c�e f � f e
c

(sonpermutables),entoncessecumple

a)
f e�� À D ��� À D e f

b)
� À ��Í ��� À e�� Í
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3.7.2 Sistemas de ecuaciones dif erenciales lineales de primer orden y coeficientes con-
stantes

Estossonsistemasdel tipo +BBBBBBBBB, BBBBBBBBB-
3 /�C3
D ��_�"
"���" 0 _�"
%��I% 0 J�J�J 0 _�"
K��IK 0aÎ "��GF
�3 /ML3
D ��_�%H"���" 0 _�%
%��I% 0 J�J�J 0 _�%
K��IK 0aÎ %&�GF
�
...3 /�N3
D ��_�K�"���" 0 _�KE%M�I% 0 J�J�J 0 _�KEKI�IK 0aÎ KO�GF
�

Siendolascondicionesiniciales +BBB, BBB-
��"&��_��&� ` "�I%#��_��&� ` %
...�IKO��_��&� ` K

Sepuedeexpresarel sistemadeformamatricial � b .��GF
�&��c�e b �GF
� 0 > ��F
�b ��_��#� f
donde b � ghhhi ��"�I%

...�IK
j�kkkl b .�� ghhhhhi 3 /�C3
D3 /ML3
D

...3 /�N3
D
j kkkkkl f � ghhhi ` "` %

...` K
j�kkkl > ��F
�&� ghhhi Î "��GF
�Î %&�GF
�

...Î KO�GF
�
j�kkkl

c�� ghhhi _�"
" _�"
% J�J�Jo_�"
K_�%H" _�%
% J�J�Jo_�%
K
...

...
. . .

..._�K�"³_�KE%6J�J�Jr_�KEK
j kkkl

La resolucióndeestetipo desistemasconsisteendospasos:

1. Resolver la primeraecuaciónmatricialdel sistemacomoecuacióndiferencial

2. Calcularel valorde
� À D

queapareceenla soluciónquehemoshallado

El primerpasocomienzaconusarun factorintegrante:�Ï�8� t1Ð À 3
D �8� t À D
conlo quela ecuaciónmatricialqueda� t À D e ~ b . ��F
� 7 c�e b �GF
� � ��� t À D e > ��F
�&� 99 F � � t À D e b �GF
� � ��� t À D e > �GF
�
Integrando Ñ � t À D . e b �GF
��Ò DD . z x � º Dx � t À D . e >V~ F . �X9 F .
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� t À D e b ��F
� 7 � t À x e b ��_��&� º Dx � t À D . e > ~ F . � 9 F .
(
F
.

nodenotaunaderivada,sinounavariablediferentea
F
). La soluciónpor tantoquedab �GF
�#�8� m D t x n À e b ��_�� 0 � À D e º D� � t À D . e >V~ F . �X9 F .

donde b �O��� m D t x n À e b ��_��
esla solucióndela homogéneaasociada.

Ahora senos presentael problemade calcular
� À D

partiendode nuestrosistemade ecuacionesdiferenciales.El valor de la
exponencialsiemprees � À D ��ÃÄ�Hz�� F �­�Å eMc �
y hayvariasformasdecalcularlosegúnla formade

c
.Ó

es diagonal

En estecasola matriz tiene de componentesen la diagonalprincipal
9 "M� 9 %E��J�J�J�� 9 K

y el restoson cero. Por tanto,
c � �9 T�_ ) � 9 �" � 9 �% ��J�J�J�� 9 �K � . El cálculodela exponencialsereducepor tantoa� À D � ÃÄ�Hz�� F �­�Å 9 T�_ ) � 9 �" � 9 �% ��J�J�J�� 9 �K �� 9 T�_ ) ¼ ÃÄ�Hz�� F �­�Å 9 �" �1ÃÄ�Hz�� 9 �% ��J�J�J��1ÃÄ�Hz�� 9 �K ½

� ghhhi � 3 C D � J�J�J �� � 3 L D J�J�J �
...

...
. . .

...� � J�J�J6� 3
ÔN
j�kkkl

Ó
es diagonalizable

Si unamatriz esdiagonalizable,entoncesexiste unamatriz < (matriz de paso)tal que < t�" e�c]e < � � con � unamatriz
diagonal.Lascomponentesde � sonlosautovaloresde

c
. Comopodemosescribir

cV� < e � e < t�" , entoncessepuedeexpresar
la exponencialcomo �MÀ D ����Õ�Ö ×�Ö Õ w�C D
El desarrolloes � À D � ÃÄ�Hz�� F �­�Å c � ��ÃÄ�Hz�� ¢ F �­�Å < e � � e < t�" £� < e(ÃÄ�Hz�� ¢ F �­�Å � � £ e < t�"� < e��M× D e < t�"
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conlo quela exponencialqueda,siendo
��P

losautovaloresde
c

,�MÀ D � < e ghhhi ��Ø
C D � J�J�J �� ��Ø L D J�J�J �

...
...

. . .
...� � J�J�J6�MØ N D
j�kkkl e < t�"

Ejemplo:
Resolver el sistema

b .��GF
�&��c�e b �GF
�
dondec�� ¢ ¡o�Up� £ b �����#� ¢ UU £

La soluciónserádela forma b �8� m D t x n Àue b ��_��#�8�MÀ D e ¢ UU £
En primerlugar, calculamoslosautovaloresde

c
: � c 7 �IÁ��E���

::::
¡ 7 � �U � 7 � ::::

�]��� 7 U��I��� 7 ¤��&���(� ����"��]U��%1��¤
Ahoratenemosquecalcularla matrizdepaso,partiendode

c�e < � < e � , y construyendounamatrizgenérica:¢ ¡o�Up� £ e ¢ _ `� 9 £ � ¢ _ `� 9 £ e ¢ Uo��Â¤ £
Trasresolver el sistemaobtenemos _��]U ` ��� ��� 7 U 9 �]U
Conlo quela matriz < y suinversason< � ¢ � 7 UU U £ < t�" � ¢ U 7 �U U £
La exponencialqueda � À D � < e�� × D e < t�"� U¡ ¢ �O� ¦ D 0 � D �O� ¦ D 7 �O� D�M¦ D 7 � D �M¦ D 0 �O� D £
y la soluciónes b ��F
�&����À D e b �����&� U¡ ¢VÙ �M¦ D 71� � D�1� ¦ D 0 � � D £ �

Aplicando el Teorema de Cayley-Hamilton

Esteteoremadicequetodamatrizesraiz desupolinomiocaracterístico.'(�����#���(��� c 7 �IÁ������ K 0 ��K�t�"H� K�t�" 0 J�J�J 0 �M"
� 0 �H�
Entonces '(��cO�#��c K 0 ��K�c K�t�" 0 J�J�J 0 �M"
c 0 �H��Á����
Y el valor de

c K
sepuedeexpresarcomocombinaciónlineal de

Á��
cX�
c % ��J�J�J��
c K�t�"
. Entonces,la expresióndela exponencial

sepuedeescribircomo �MÀ D ��ÃÄ�Hz�� F �­�Å c � ��ÃÄ�Hz�" Î �#��F
��c �Mt�"
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Método de Putzer

Sepuedeaplicara matricesdiagonalizablesy no diagonalizables.Hemosvisto enel métodoanteriorquela potenciaenésima
deunamatriz

c
sepuedeexpresarcomocombinaciónlineal de laspotenciasinferiores,

Á��
cX�
c % ��J�J�J��
c K�t�"
, por lo quepuede

expresarse
� À D

comoun polinomioen
c � À D �qÃÄ�Hz�� Î �#�GF
��c �

Putzerdesarrollódosmétodosparaexpresar
� À D

comoun polinomio en
c

, perode forma útil. Con el siguienteteoremase
explicael mássencillodelos métodos.

Teorema3.5. Dados
��"

,
��%

, ...,
��K

, autovaloresdeunamatriz
c

detamaño?�¾·? y definiendounasucesióndepolinomiosenc < �#��cO�#��Á< �#��cO�#� ÇÚ�Hz�" ��c 7 ����ÁI� ¿ �VUXW ?
entonces �MÀ D � K�t�"Ä�Hz���Û �H��"���F
� < �#��cO�
dondeloscoeficientesÛ PI�GF
� sedeterminanpor recurrenciaa partir del sistemadeecuacionesdiferencialeslineales:Û ." �GF
�&����" Û "&�GF
� Û "&�����&�]UÛ .�H��" ��F
�&�����H��" Û �H��"���F
� 0 Û �#��F
� Û �H��"������&����� ­ �VUXW ? 7 U
Demostración. Si definimosla matrizfuncional

�
,�a�GF
�&� KÄ�Hz�"�Û �#�GF
� < �Mt�"���cO�

dondesepuedever que
�a�����X� Û "������ < �#��cO�(�=Á . Parademostrarque

�a��F
�X��� À D
, probaremosque

�
satisfacela misma

ecuacióndiferencialque
� À D

,
�X.��GF
�&��c eG����F
�

. Si derivamosla expresiónanteriorde
���GF
�

y usamoslasfórmulasderecurrencia
vistasenla demostración,obtenemos� . �GF
�&� K�t�"Ä�Hz���Û .�H��" ��F
� < �#��cO�&� K�t�"Ä�Hz�� � Û �#��F
� 0 ���H��" Û �H��"��GF
�
� < �#��cO�
dondesedefineÛ �#�GF
�#��� . � . �GF
�#� K�t�%Ä�Hz���Û �H��"��GF
� < �H��"���cO� 0 K�t�"Ä�Hz�� ���H��" Û �H��"��GF
� < �&��cO�
Si restamos

��K����GF
�&� K�t�"y�Hz�� ��K Û �H��"��GF
� < �&��cO�� . ��F
� 7 ��K��a��F
�&� K�t�%Ä�Hz���Û �H��"���F
�I� < �H��"���cO� 0 �����H��" 7 ��KI� < �#��cO�
�
donde < �H��"���cO�&�]��c 7 ���H��"
ÁI� < �#��cO�
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por tanto < �H��"���cO� 0 �����H��" 7 ��KI� < �&��cO��� ��c 7 ���H��"
ÁI� < �#��cO� 0 �����H��" 7 ��KI� < �#��cO�� ��c 7 ��K�ÁI� < �#��cO�
conlo queobtenemos � . �GF
� 7 ��KI�a�GF
��� ��c 7 ��K�ÁI� K�t�%Ä�Hz���Û �H��"��GF
� < �#��cO�� ��c 7 ��K�ÁI�I��c 7 ��K�ÁI�I���a�GF
� 7 Û KO�GF
� < K�t�"���cO�
�� ��c 7 ��K�ÁI���a��F
� 7 Û KO�GF
� < K1��cO�
Porel TeoremadeCayley-Hamilton, < KO��cO�#��� , por tanto� . ��F
� 7 ��K��a��F
�&�V��c 7 ��K�ÁI���a�GF
�#��c1���GF
� 7 �����GF
�
Resultandofinalmente � . �GF
�&��c�eM�a��F
�
porel teoremadeExistenciay Unicidad3.3,sedemuestraque

���GF
�&��� À D
ya que

�a�����&��Á
.

Ejemplo:
Dadala matriz c�� gi � U �� � U� 7 ¡6� jl
calcular

� À D
.

Primerocalculamoslosautovaloresdela matriz,� c 7 �IÁ��±� ::::::
7 � U �� 7 � U� 7 ¡Â� 7 � ::::::� � % ��� 7 ��� 0 � 7 ¡E�� � v 7 ��� % 0 ¡E� 7 �(���

��"1�VUo��%1�]Up��vO���
Paraqueunamatrizseadiagonalizable,el rangode

c 7 Á debeserigual al ordenmenosel ordendemultiplicidad,
y mientrasqueel rangopara

���ÜU
es2, el orden(3) menosla multiplicidad (2) es1, por lo quela matriz no es

diagonalizabley tenemosqueaplicarel métododePutzer.� À D � KÄ�Hz�"�Û �#��F
� < �Mt�"���cO�� Û "���F
� < �#��cO� 0 Û %&�GF
� < "���cO� 0 Û v&�GF
� < %&��cO�
siendolospolinomios < �#��cO�#��Á< "���cO�#��c 7 Á< %&��cO�#�V��c 7 ÁI� %
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y los coeficientes:Û "��GF
� Û ." ��F
�&����" Û "���F
�Û "������&�]U © Û "&�GF
�&��� DÛ %&��F
� Û .% �GF
�#����% Û %&�GF
� 0 Û "���F
�Û %&�����&��� © Û %&�GF
�&��F�� DÛ v&��F
� Û .v �GF
�#����v Û v&�GF
� 0 Û %&��F
�Û v&�����&��� © Û v&�GF
�&��� % D 7 ��F 0 U���� D
por lo quela exponenciales�MÀ D ��� D ~ Á 0 F���c 7 ÁI� 7 �GF 0 U�����c 7 ÁI� % � 0 ��c 7 ÁI� % � % D �
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