— TEMA 3
Sistemas de Ecuaciones Diferenciales

3.1 Generacion de los sistemas de ecuaciones diferenciales

Definimosen primerlugarla congruenciade curvas. Dadasdoscurvas

F(z,y,z,A\p)=0
G(z,y,z,A,p) =0

sedice queformanunacongruenciasi por cadapunto (zg,yo, zo) pasasélo unacurva dela congruencia.Se puedenescribir
entonces

{ A= $1 ($7y7z)
H=$2 (ﬂi,y,Z)

Deformamésformal, sellamacongruenciale curvasa unafamilia de curvas

f(z.y,z,A1n) =0
g(z,y, 2, A1) =0

guedependemelos parametros: y i deformaquepor cadapuntodel espacigpasaunasolacurva dela familia, conlo queel
sistemeanteriordeterminaX y p comofuncionesdez, y y z:

{ A= P1 (:v,y,z)
H=p2 (m,y,z)

SientreA y 1 seestableceinarelacionde dependencifiunivoca

conz continuaja congruenciaereduceaunhazdecurvasquedependenleunsolopardmetroAl variaréstedeformacontinua,
lascurvasengendramnasuperficiesi seeliminan) y p:

P (1 (2.9.2) o2 (2..2)) = 0

En todasestascurvas se consideraa x como la variableindependientesiendoy y » dependientesle z. Si se derivanlas
expresionesle A y . conrespectaz queda

o rdy ' dz ot dy " dz
0=¢1, T P1yq: T P12 0 1 = Prygy T Prads
dz d dz

0 _ 1 1 dy 1 1 _ 1 y 1
= Pop t Poy gy T Pozda Py = Poydn T P2 ds

Podemoslespejatasderivadasdey y » conrespect@a z

dy | —poy 2. |  P(x,y.2)
dx ‘ (,D;y (P;lz Q($7yvz)
(102y P2z
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y
‘solly —f1a
dz | $2y —Pay R(x,y,z)
dz ‘ (p:ly (Pllz Q(m,y,z)
9023; Pax
Estosepuedeescribirdeformasimétrica:
dy dx dz
P Q R

3.2 Sistemas de n ecuaciones diferenciales de primer orden

Sedefineun sistemade ecuacioneslifer encialesde primer orden comoel siguientesistema

1~ fy (foar. .. o)
2 = fo (tyz1, @0y .. L 20)
d;; = fn (t,lil,:r,g,.,_ .q;n)

El Problemade Valor Inicial estar&éormadopor eseconjuntode ecuacioney lascondicionesnicialessiguientes

z; (to) = iy Vi=1:n

3.2.1 Teorema de Existencia y Unicidad de soluciones

0 Sitodaslas f; soncontinuasyi enunentornodelascondicionesniciales,y

0 existen 91, Vi =1:n,Vj = 1:n,y estaracotadas
J

Entoncesl Problemade Valor Inicial tienesoluciénuinica.

3.3 Sistemas de n ecuaciones diferenciales de primer orden lineales

Lasfuncionesy; correspondenonecuacionetineales:

%:all(t)zl+a12(t):c2+...+a1n(t);bn+bl(t)

dff = a1 (t) &1 + azz (t) 2 + ... + aan () T, + ba (2)

dz .,

T = n1 (t) 21 4 ana (t) 22 + ...+ apn (1) 2, + ba (1)

Escritoenformamatricial

3. Sistemasle Ecuacione®iferenciales
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con
L1 (t)
L9 (t)
X(t) =
@ (1)
dt
L da;dz(t)
dX(t) . !
dan ()
dt
bl (t)
bs (t)
B(t) =
by, (t)
y
all (t) a9 (t) cee a1n (t)
A (t) _ 0,21.(14,) agg.(t) . agn. (t)
() ans(t) e amn (t)

Sepuedeescribirunaecuaciordiferenciallineal de ordenn comoun sistemade ecuacionetinealesde primerorden:

ao (1) Y™ + a1 1)y 4. o ()Y +an (B y = f(E)

con

o = Y
dtm
Si sehacenos cambios
dza _ o
— &3
y, T dt
Yy =22
. —
(n—1) _
3 Ln Az, _
J Edt 1 T
dz,
= #(t)(f(t) —ap (t)z1 —an—1(t)zs — ... — a1 (t) z,)
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3.4 Reduccidon auna sola ecuacion diferencial de orden superior

Un sistemade ecuacionesliferencialese puederesoher reduciéndolca unasolaecuaciérdiferencialde ordensuperior Si se
tienenf; continuagtalesqueexistensusderivadasparcialescon respectaa todossusamgumentoshastael ordenn — 1 (y todas
continuas)gl sistema

% = f1 (t,ﬂ?l.ﬂ:g.... ,.T:n)
ddactz =fo(t,z1,22,... ,2p)
d:ftn = fu(t,z1,20,... ,2y)

sepuedecorvertir en unaecuaciordiferencial,si escogemosinade susvariablespor ejemploz; y calculamossusderivadas
sucesiasconrespectat

dd% = fi(t,z1,22,... a;n)

A2z, _ Of n 8fi  dmy _
T = pr T 2im1 o5 @ = Fa(twnmas s an)

dn=lg,
-1

= f'p—1 (t,.l:l,.lig,.. . Jin)
Conello obtenemosin sistemaden — 1 ecuacionesTendrasoluciénsi

_O0(fi. Py Fs,... ,F, )

J = #0
O(T2,%3,... ,Ty)
Encasocontrario,escogemostravariablez; y repetimodasderivadas.
Hallamoszs, z3, ... ,z, comofuncionesde z; y susderivadagparapoderexpresar
dnll:]_ ! (n—1)
e :Fn(t,ztl,...,zn):G<t,m1.m1,...,$1 )

gueesunaecuaciordiferencialde ordensuperior

Ejemplo:
Dadoel sistema

w=ytz
dy _
E-Z:{:—Zz
dz __
E—9J:+2y

tomamoda variablez y el sistemanosqueda
dd—f =y+z=f

2;;”:2—?+%:4$+2y72z:172

Y suJacobian@sdistintodecero:

=440
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asiqueescribimosy y z enfunciéndez y susderivadas:

4 _2dz d2m+4 N _lda: 1d2%z
T T ar T T T 9w T dae
dx ldz 1d%z
Yy=——2z2=c-c—+ -5 —
L7 2dt " 44
Y laterceraderivadade =z sepuedeexpresarcomo
Bz dz dy dz
=2 = 4420 27"
dt3 dt + dt dt

= 4z +2(2z—2z) —2(2z + 2y)
= 4z’ —4(z+vy)

= 0
por tantonuestraecuacidrde ordensuperiores

P
dt3

conlo quela soluciéngenerales
T = (clt2 + cot + 03)

Derivamosla expresion

y lasotrasdossolucioneson
z =3 (2c1t + ¢2) — § (2¢1) + c1t® + eat + c3

y=2c1t +co— 2

3.5 Sistemas de orden superior

Estossistemasonlos quetienenlasvariablesderivadasenun ordensuperiora 1:

(p1) ! (p1—1) ! (p2—1) !
zy = filtizr, g, .. 2y y L2, Ty, ee. Ty R 17T T
(p2) ! (p1—1) ! (p2-1) !
zy = folt,zr 2y, ..., 2y s T2, Loy ... o Ty R 17T T
(pk) ! (p1—1) ! (p2—1) !
zp = fr{tiri, ey, ...y S, Tyyer. o Ty R T T

(pr—1)
ﬁwk >

(pr—1)
amk >

(pr—1)
ﬂ"Ek )

Pararesol\er estossistemasiaremosambiosdevariablesde formaqueel sistemaguequedeseade ecuacionege primerorden.

Porejemplo,parael sistemade ecuacionesle sgundoorden

1 ! ’
2y = f1lt,e1,2q, 29,24

1 ! ’
Ty = fo(t,z1,2q, 22, 29

3. Sistemasle Ecuacione®iferenciales
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secorvierteen

!
xy = fi(t, w1, 23,29, 14)

1
ry = fa(t, 21, 23,22, 24)

quegenerarainaecuaciondiferencialde orden4 al reducirlapor el métodoanteriormentexplicado.

3.6 Método operacional

3.6.1 Sistemas lineales con coeficientes constantes

Dadoun sistemaconincognitaszy, zs, ... , z, Yy variableindependiente, si dicho sistemaesde ecuacione$inealesde coefi-
cientesconstantesentoncesepuederesoler medianteel operador D, quesedefinedela forma

_d

Cdt

Asi, el sistemaal aplicardichooperadossecorvierteenel siguiente
Py (D)yzy + Pis(D)zs + ...+ P1p (D) 2y, = f1(2)

Pyi (D) &1+ Pas (D) 22 + ...+ Par (D) 25, = fa2 (2)

Sedenotael determinantelel sistemacomo
A (D) = |P;; (D)

El sistemasepuederesoher medianteel métodode Cramer escribiéndosentoncedas solucionesomo

- E()
YT A(D)
donde
Pu(D) Pi(D) ... Piioi(D) fi(t) Pii1i(D) ... Pin(D)
Py (D) Pu(D) ... Poii(D) fo(t) Prit1(D) ... Pyo(D)
Fi(t) = : : : : : :
Pui(D) Pas(D) ... Puis(D) fult) Puisi(D) ... Pun(D)

Dadoquesonecuacionetineales sussolucionesepuederexpresarcomosumade unasoluciénhomogéned unaparticular:

T1 = T10 + 1
Ty = Tag + T2

Tp = Tpo + In

Ejemplo:
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n
Ty — 2z — 3x9 = et
1"
1+ xy + 229 =0

Sepuedeexpresay mediantesl operadorD, como

(D2 72) 1 — 3zy = et
$1+(D2+2)1‘2:0

El determinantele la matrizdel sistemaes

D*-2 -3 .
‘ 1 pry2 |~ D1
Hallamosprimeroz, y luego despejamos; = — (D? + 2) x5:
D?>—2 g2
‘ 1 0 et
wg = = —
D* -1 D* -1

Formamosunaecuaciordiferencialcon estaexpresion:
(D4 — 1) 2y = — 2t
y susoluciéngenerales

_ 1
To = Cq1 et—{—Cge t+C3cost+C4sent71—reZt
15}

Unavezobtenidoestevalor, calculamoslde z;:
1 —1 2 2t
x1 = — | 3c1e" +3coe™ " +egcost + 3cgsent — 5 e”
|
Unaformarapidapararesoher sistemadinealesde coeficientesonstantegsusarel método de eliminacién, semejantal que

seusacon sistemagle ecuacionedinealesalgebraicassedespejaunavariabley sesustituyeenotraecuacion.Esmuy util con
sistemapequefios.

Ejemplo:
x = 4w — 3y
yl =6x — Ty
Despejamoslela sggundaecuaciona variablez y la derivamos obteniendo
m/: %y //_+_ %y 1
T =gy +5y

y sustituyéndolanla primeratenemos
1//+71_411+7 3
gY Tg¥ =4\gy tgv Y
guesesimplificaa

y +3y —10y=0

Estaesunaecuacionineal de segundoordenquese puederesolher comosevié en el temaanteriory susolucion
generaks

5t

y(t) =cre*t4ege”

Sustituyend@nla expresionde «:
1

3 159
z(t)= -1 e2t 42y e 70

2 3
|
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3.6.2 Método de las combinaciones integrab les

Estemétodoseusaensistemasie ecuacioneso lineales.

Dadounsistema

dz;
{ C‘;t :fi (t*mlﬂwZﬂ-'- a-’En)}i:l:n

unacombinaciénintegrable esunaecuaciondiferencialprocedentalel sistemay quesepuedeintegrarconfacilidad. Estoes,
parael sistemade antes,

E(ﬁl (tyz1, 22y . y2y) =0 = ¢1 (t,21,22,... ,2,) = ¢ integral primera
Tendremogjuehallarrn integralesprimerasqueseaninealmentendependientes.
El sistemaescritoenformasimétricaes

dzq dzo dz,

= = ... = = dt
fitzr, e, szn)  fa(tizr,2a,. ., 20) fu(tiz1, 20,00 20)

arde; + asdzy + ...+ apde, + apydt

alfl + Oézfg +...+ anfn + QAp+1
cong; constantes variables.

Si escribimodask integralesprimeras

¢)1 (t,a:l.a;g,... ,:En) =1
¢)2 (t,a:l.a;g,... ,:En) = Cy
i (t,x1,22,. . Ty) = Cp
conk < n. El Jacobianseescribecomo
g O(P1, 02, . 1)
B(zjl.mjg,... ,13]'1\-,)
siendoz 1,z 2, ... ,2;; cualesquierd valoresdexy, za, ... ,&n.

SiJ # 0, sepuedereducirel sistemaan — k incognitas.En casocontrariola soluciondel sistemaserarlask integralesprimeras.

Ejemplo:

dx dy dz

y—z z—x Y-—=

Escribimosel sistemaoperanddasfraccionesncruz:

Paraobtenetdascondicionesntegrables:

de+dy  d(z+y) dz
Yy—z+z—x y—x Yy —

porlo quela primeracondiciénintegrablees

p1:x4+ytec =z
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dx dy dx dy

y—z z—z y—(r+y+ea) (et+yta)—=

dx dy
—(z4c) y+a
conlo quequedda segundacondiciénintegrable

=h(y+ec)+n(z+ec)=Ine

b2 (y+ 1) (@4 1) = e
Sustituyendel valor dec; enestalltimacondicionpodemobteneta soluciéndel sistema:

e -

|
Ejemplo:
{ Z_f |
dy _ y~
dt T
Reescribimo®l sistema
d_a: g (dyq):l:
Y y-
Y hallamossuscondicionesntegrables
d_a: = d_y = ¢:lne=lny+c
T Y
xZ
— =cdt=Ilnzx —Inecy = 1t
r
£ — Cclt
Ca
|
3.7 Resolucién matricial
3.7.1 Nociones de andlisis matricial
Definimosunamatriz funcional como
ail (t) ai9 (t) aln(t)
ag1 (t) as9 (t) a2n(t)
A(t) = : : N : = (ai; ()
an1 () an2 () oo apn(t)

Y sedicequela matrizesderivable si a;; (¢) lo son,y sedenotaa derivadacomo
A (1) = (1)

La derivacioneslineal. DadasdosmatricesderivablesA (t) = (a;; (t)) y B (t) = (bs; (t)) y dosconstantes, § € R,
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a) (aA(t) + BB () =ad (t)+ BB (1)
b) (A(t)-B(t) = 4 (t)-B(t) + A(t)- B (1)

Sediceque A (t) esintegrableen(a, b] si a;; (¢) sonintegrablesen(a, b], Vi, 5. La integral sedefinecomo
b b
/ A(t)dt = </ ai; (t) dt>

La exponencialdeunamatrizdetamaror x m no estansencillacomo

eA) (eaw))

paraempezaporquelaigualdade(®) = I nosecumple,yaque

Tambiénesun operadotineal.

11 ... 1
11 ... 1
e = £ 1

11 ... 1

Ensulugar, sedefinela exponencialde unamatrizfuncionalcomo
Ak
A A_
B k!

k=0

La norma delamatriz A (¢) detamafion x m es
1AL =)D lai; (1))
=1 j=1

y tienelassiguientepropiedades:

a) |[A+ B[ < [|A]l + [|B]
b) [|A- B[ < [ A -1B]
€) [l All =[] - [|A]l

n m
Teorema3.1. Dados{ci.ca ... ,ck,... }cr = (cf) yllexl = X X |kl
i=1j=1

&) &)
Si Y ||ek|| corverge,entoncesambiéncorvege > cy.
k=1 k=1

. . . = k X Ak .,
Llevadoa matricesfuncionalesdeducimogjuesi H‘i—,H corverge,entoncesy % = ¢4(Y tambiéncorvemge
k=11 k=1

Sepuedesxpresarunaecuaciordiferencialenformamatricial:
¢ (t)=A-$(1)
Teorema3.2. Paratodot € R, ¢4 essoluciénde ¢’ (t) = A - ¢ (t).

Teorema3.3(Teoremade Existenciay Unicidad). Dadasdos matricesfuncionalesA y B de tamafion x n, se expresael
problemadevalor inicial matricialmentecomo

F'(t)=A-F(t)
{F(O)_B

gqueesunaformadeexpresarun sistemade ecuacionesliferenciales.
Estesistemaieneunaunicasolucionpara todot quees
F(t) = eA*.F(0) = e*.B
Teorema3.4. Dadasdosmatricesfuncionalesd y B detamafior x n, Si A - B = B - A (sonpermutables)entoncesecumple
a) B-eAt = ¢At.B
b) eAtB = ¢4.cB
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3.7.2 Sistemas de ecuaciones diferenciales lineales de primer orden y coeficientes con-
stantes

Estossonsistemagleltipo

dzy _

T = a2y + a2 + ...+ a1nZe + @1 (1)

% = as121 + @222 + ...+ a2,y + ¢2 (t)

dst" = ap121 + an2®2 + .o+ QunTn + Gn (t)

Siendolascondicionesniciales

L1 (a) = bl
] (a) = bg
Ty ((L) = bn

Sepuedeexpresarel sistemade formamatricial

{X' t)=A-X(t)+Q(t)
X(a)=B

donde
dzq
L1 dt b1 q1 (t)
s , dz. by q2 (1)
X = X' =| % | B= Q(t) =
Ly de, bn dn (t)
dt
aii ai2 a1n
a1 a2 azn
A= . :
anl An2 Ann

Laresoluciéndeestetipo desistemasonsisteendospasos:

1. Resoler la primeraecuacidmmatricial del sistemacomoecuaciérdiferencial

2. Calcularel valorde e4* queaparecenla solucionquehemoshallado

El primerpasocomienzaconusarun factorintegrante;

f= o= [ Adt _ —At

conlo quela ecuaciérmatricial queda
AL (X' (t)—A-X (t)) = ALQ(t) >
Integrando
A 1 t t A ’ ' !
—At | — —At «(
[e X(t)L/:a / e Q(t)dt
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e X (1) — =49 X (a) = /t =4t (t) dt

(' nodenotaunaderivada,sinounavariablediferenteat). La soluciénpor tantoqueda

1 , S
X (t) = e 94X (a) + eAt'/ Q) ar

0

donde
X = eltm04.x (a)

esla soluciondela homogéneasociada.

Ahora se nos presentael problemade calcular ¢4* partiendode nuestrosistemade ecuacionesliferenciales. El valor de la
exponenciakiemprees

y hayvariasformasde calcularloseggiinla formade A.

A es diagonal

En estecasola matriz tiene de componente®n la diagonalprincipal d;.ds., ... .d, y el restosoncero. Por tanto, A* =
diag (dy,d5, ... ,d¥). El calculodela exponencialsereducepor tantoa

edt = Z dtag dl,dk.... d]”)

diag (fj P S ,iﬁ)
k=0 b k=0 k=0

elit 0 0
0 e*t ... 0
0 0 et

A es diagonalizable

Si unamatriz es diagonalizablegntoncesexiste unamatriz P (matriz de paso)tal que P~ - A - P = D con D unamatriz
diagonal.Lascomponentede D sonlos autosaloresde A. ComopodemosescribirA = P-D-P~1, entoncesepuedesxpresar
la exponenciakomo

—1
(At _ P-D-P

El desarrolloes
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conlo quela exponencialjuedasiendo); los autosaloresde A4,

et 0 0
0 er2t 0
6At _ P . ) ) . ) . P—l
0 0 ent

Ejemplo:
Resoler el sistemaX ' (t) = A - X () donde

La soluciénseradela forma

X = "VAX (a) = . (

—_ =
N———

En primerlugar, calculamodos autovaloresde A4:
|[A—XI|=0

5—A 4 A=1
1 2-X A2 =6

Ahoratenemogjuecalcularla matrizde paso partiendode A - P = P - D, y construyendanamatrizgenérica:

(12)(ca)=(0a)(os)

Trasresoler el sistemaobtenemos

_(Al)(Aﬁ)_o;»{

Conlo quela matrizP y suinversason

r=(1 1) =(1 1)

La exponencialqueda

I
ol =
N

i

[a)

(=]
o~
l+

o

o~

i

[a)

(=]
o~

IS

(9]

o~
N—

y la soluciones

Aplicando el Teorema de Cayley-Hamilton

Esteteoremalice quetodamatrizesraiz de supolinomiocaracteristico.
FA)=0=]A=A|=A"+c, A" T+ ...+ ead+¢
Entonces
fA)=A" +c, A" P+ A4l =0

Y el valor de A™ sepuedeexpresarcomocombinaciériinealde I, 4, A%,... , A" 1. Entoncesl|a expresiondela exponencial
sepuedeescribircomo

—~tfr L e -
eAt:ZHAI\.:qu(t)Ak 1
k=0 k=1
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Método de Putzer

Sepuedeaplicara matricesdiagonalizabley no diagonalizablesHemosvisto en el métodoanteriorquela potenciaenésima
deunamatriz A sepuedeexpresarcomocombinaciériineal de las potenciasnferiores,I, A, A2, ... . A"~!, porlo quepuede
expresarse4? comoun polinomioen A

Putzerdesarrollédos métodosparaexpresare4* como un polinomio en A4, perode forma (til. Con el siguienteteoremase
explica el massencillodelos métodos.

Teorema3.5. DadosAy, s, ..., A, autovaloesdeunamatriz A detamafion x n y definiendaunasucesiorde polinomiosen
A

Py(A) =1
Pk(A):H(A—)\kI) m=1:n
k=1
entonces
n—1
e =" iy (1) P (A)
k=0

dondelos coeficientes; (¢) sedeterminarpor recurrenciaa partir delsistemadeecuacionesliferencialedineales:
r(8) = Air (8) 71 (0) =1
rllH_l (t) = Apt17r41 (2) + 75 (F) 41 (0) =0, k=1:n—1

Demostacion. Sidefinimosla matrizfuncional F',

Zu ) Pr—1 (A)

k=1

dondesepuedever que F'(0) = r, (0) Fy (A) = I. Parademostraque F'(¢) = ¢4, probaremogjue F' satisfacda misma
ecuaciordiferencialquec“?, F' (t) = A- F (t). Siderivamoda expresionanteriorde F' (t) y usamosasférmulasderecurrencia
vistasenla demostraciénpbtenemos

n—1 n—1
=) 1 () P (A) =37 (i (8) + Akgariga (1) Pr (A)
k=0 k=0
dondesedefinery (¢) = 0.
n—2 n—1
=Y i1 () Pra (A) + ) Aerren (8) Pr (4)
k=0 k=0
n—1
Sirestamos\,, F' (t) = > Anrpt1 () P (A)
k=0
n—2
F (t) = AaF (1) =Y 741 (1) (Prg1 (A) + (A1 — An) Pr (4))

E
Il

0

donde

Pry1(A) = (A = Apq1I) Pr (A)

3. Sistemagle Ecuacione®iferenciales http://www.telecos-malaga.com



3.7.Resoluciérmatricial

Carlos Garcia Argos - 69

portanto

Pt (A) + (A1 — An) Pe(A) = (A= Xeq1d) P (A) + (Akg1 — An) P (4)

(A

conlo queobtenemos

n

F ()= AF () = (A=)

>

— A1) Py (4)

2

Te+1 (8) Pr (A)

[=)

= (A= M) (A= NuT) (F (1) = 7 (£) Py (A))

= (A-\I)F
Porel Teoremade Cayley-Hamilton, P,, (A) = 0, portanto

(t) —Tn (t) P, (A)

F ()= MF(t)=(A—AJI)F(t) = AF (t) — AF (t)

Resultanddinalmente

F (t)=A-F(t)

por el teoremade Existenciay Unicidad3.3,sedemuestraueF (t) = e4* yaqueF (0) = I.

Ejemplo:
Dadala matriz

calculare4®.
Primerocalculamodos autosaloresde la matriz,

A — |

A (4—-X)+2-5)

= M4 +50-2=0

Paraqueunamatriz seadiagonalizableel rangode A — I debeserigual al ordenmenosel ordende multiplicidad,
y mientrasqueel rangoparaA = 1 es2, el orden(3) menosla multiplicidad (2) es1, por lo quela matrizno es

diagonalizabley tenemogjueaplicarel métodode Putzer

n

At Zrk (t) Pr—1(A)

k=1

= 711(t) Py (A) + 72 (t) Py (A) + 75 (t) Py (A)

siendolos polinomios

Py(A) =1
Pi(A)=A—T
Py (A) = (A-1)
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y los coeficientesr; ()

71 (0) =1
T9 (t)
Ty (£) = Aara (£) + 71 (1) L
r9 (0) =0 1 }Tz(t)_te
T3 (t)

porlo quela exponenciaks

ef“zef(1+t(A—I)—(t+1)(A—I)2)+(A—I)Zezi
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