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Lunes 28.07.2003/Lunes 26.07.2004/Martes 25.07.2006

1 Introduccion, definiciones y ejemplos de EDO

1.1 Introduccion

Este curso es el curso de Juan Luis Varo (Universidad de la Rioja, Espafia), con algunos
puntos nuevos (por ejemplo la demostracion del teorema de existencia y unicidad, o
aplicaciones con MATLAB).

En el calculo diferencial, uno define una funcion y que depende de una variable x.
El valor de la funcion y en el punto xes y ( x ).

Su derivada % =y estambién una funcion.
X

Por ejemplo, si y (x )=e * entonces OI):j—(xx):y'(x):—2xe‘xz =—2xy(x).

El problema que vamos a ver aqui no es de calcular derivadas de funciones, sino de hallar una
funcién y que satisfaga la ecuacion:

y (x)=-2xy(x)

que vamos a llamar ecuacién diferencial. Hallar tal funcion es resolver una ecuacién
diferencial.

Desde ahora, vamos a considerar solamente una variable X, asi que muchas veces vamos a
omitir el ( x ) en las expresiones de y, asi que vamos a simplificar las notaciones de la

manera siguiente:
y =-2xy

1.2 Definiciones

Una ecuacién diferencial es una ecuacion que relaciona una funcion y
y sus derivadas y , y , ... con su variable independiente x.

y se llama la variable dependiente, x la variable independiente.

Se dice que una ecuacion diferencial es ordinaria cuando la funcion y depende de una sola
variable independiente x. La notaremos EDO.

Si la funcién y depende de mas de una variable independiente, se define las derivadas

parciales respecto a estas variables y se habla de ecuaciones en derivadas parciales.
Aqui solamente vamos a estudiar ecuaciones diferenciales ordinarias.
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1.2.1 Ecuacion diferencial ordinaria explicita

Una ecuacion diferencial ordinaria de orden n es explicita cuando su expresion es del tipo:

@21y vy o)y () y )y (0, y 0|

f es una funcion f : D < R™ — R donde D es un subconjunto (generalmente abierto) de

R™?!. x es una variable independiente (por ejemplo podria ser el tiempo)
y es una funcion n veces continuamente derivable: es la variable dependiente, solucién de la
EDO (1.2.1.1).

n veces

Tenemos la notacion: Mdy—)w:y(n)(x):y-?(x)

donde n es el orden de la derivada mas alta que aparece en la ecuacion y se llama el orden de
la ecuacidn diferencial.

1.2.2 Ecuacion diferencial ordinaria implicita
Una ecuacion diferencial ordinaria de orden n es implicita cuando su expresion es del tipo:
1221)  F[x,y(x),y (x),y (), y"(x)]=0

F es una funcién F ;1 = R™? — R donde I es un subconjunto (generalmente abierto) de R™?.

1.2.3 Ecuacion diferencial ordinaria lineal

Una ecuacion diferencial ordinaria de orden n es lineal cuando su expresion es del tipo:

d d"
a,(x)y+a, ()P v va, ()8 < g(x)

1.2.4 Ecuacion diferencial ordinaria lineal homogénea

Una ecuacion diferencial ordinaria de orden n es lineal homogénea cuando g( x )=0
Cuando tenemos una ecuacion lineal, se llama ecuacion lineal homogénea asociada la
ecuacion inicial en la que se ha hecho g( x )= 0. Veremos después la utilidad de tal
denominacion.
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1.25 Ecuacion diferencial ordinaria exacta de primer orden
Una EDO exacta de primer orden es una EDO explicita de la forma:

5y:f(x1y):_P(X1Y)

y' -7
ox Q(x,y)
0 sea:
P(x,y)dx+Q(x,y)dy=0
p, - 2P
que cumple P,=Q,| con oy .
2Q
Qx =~
OX

1.2.6 Problema de Cauchy o de valores iniciales

Para resolver una EDO, hay que seguir dos etapas. Una primera etapa para encontrar una
solucion general, y una segunda etapa para encontrar una solucion particular. Esta segunda
etapa sirve para determinar la(s) constante(s) de integracion que aparece(n) en el proceso de la
primera etapa. Una solucién particular puede corresponder a una condicion inicial.

El problema de Cauchy consiste en encontrar una solucion completa a una ecuacion
diferencial ordinaria (o sea una solucion general mas una solucién particular).

1.3 Ejemplos

1.3.1 Desintegracion de elementos radioactivos

Notemos N(t) el nimero de elementos radioactivos al instante t. Estos elementos se van a
desintegrar con el tiempo. Suponemos que la variacion de este nimero por unidad de tiempo
decrece de manera proporcional al nimero N presente (no se sabe, pero es la manera mas
simple y natural de describir tal fendmeno).

dN (t)=—AN(t)dt
que vamos a escribir de manera mas simple:

(1.3.1.1) dN =— A N dt con 1> 0

Ponemos un menos para decir que el nimero disminuye con el tiempo (decrecimiento).

N _ 4t
N
Vamos a integrar: In[N]=-At+Cste
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— At +Cste Cste —-At

0 sea: N=¢e =g e
Vamos a ver una manera de determinar la constante. Si conocemos el numero inicial de
elementos radioactivos, o sea si conocemos N al instante t = 0 y si lo denotamos N, vamos a
tener:

-0 ) Cste 710 _ Cste
Entonces tenemos: ( )

O

Se llama semi vida T el tiempo requerido para reducir la poblacidn inicial de protones a la
mitad, o sea parat=T, tenemos N (t=T) = No/ 2.

In(2)

Entonces: —2 =N,e*"oseaT =T

Otra manera de notar (1.3.1.1) es: dd—l:l =—AN

0 Sea

N =—A1N| con N':d—N
dt

Es una ecuacién diferencial simple.

Vemos que en el proceso de resolucion de la EDO, es necesario determinar una constante.
Esta se puede conocer con condiciones iniciales. Pero en realidad, se podria de la misma
manera determinar la constante con otras condiciones (no necesariamente iniciales).

Ejercicio: determinar en el ejemplo precedente el valor de la constante para un valor N de N,
para el tiempo t=1/A4. ¢(Cual es larelacion entre N, y N,?

Respuesta:
N(t=1/4) =N, =e“*e** Entonces: N(t) =eN,e "'y N, =—2

Es un ejemplo donde se determina la constante con una condicion que es diferente de una
condicion inicial.

1.3.2 Circuito eléctrico

Capacitor (Condensador) C: U_. =q

Resistor (Resistencia) R: U, =Ri=-R 2—?

Tenemos un circuito en serie de un resistor R, de un capacitor C. Suponemos que el capacitor
. . d

se descarga en la resistencia. Tenemos R d? +0=0,0sea

d 1

a9, 2 q=0

dt R
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que es similar a la ecuacion previa. Tenemos: q(t ) =g, e ®

Miércoles 28.07.2004/Miércoles 26.07.2006

1.3.3 Mecanica

Resorte k: F =—k x (es como el capacitor)

Si se aplica una fuerza F que se pone a un resorte de rigidez k, la variacion de longitud del
resorte respecto a la posicion de equilibrio debido a esa fuerza sera denotada x, entonces:

— -

F=-kx

N

Amortiguamiento: F =- A4 x (como el resistor)

Un amortiguamiento (damping en ingles) tipico A opone una resistencia proporcional a la
velocidad relativa:

Fo-ix

k
Al equilibrio: /1%+ k x=0. Lasoluciones: x(t) =x,e *

Resumen: una ecuacion con una derivada de orden 1 es muchas veces relacionada con la
nocion de atenuacion (resistor en electricidad, amortiguamiento en mecanica) es decir
responsable de un régimen transitorio. Veremos que una derivada de orden 2 sera relacionada
con la nocion de oscilacion (la self o inductor L en electricidad, la masa en mecénica)
correspondiendo a un régimen permanente.

Electricidad Mecéanica

L (inductor) M (masa)

R (resistor) A (amortiguador)

C (capacitor) k (resorte)

Dibujo en matlab:

5

g

t=0:005:5;

n0 = 1000 ;

lambda=1;

n=n0*exp (-lambda * t) ;
plot (t,n);

84888 8 8

8

05 1 15 2 25 8 35 4 45 B

=

=

g

t=0:005:5;

n0 =1000;

lambda=2;

n=n0*exp (-lambda *t) ;
plot (t,n);

BHB8 8388

> 8

L1} 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5
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t=0:0.05:5;

n0 =500 ;

lambda =2 ;

n=n0*exp (-lambda *t) ;
plot(t,n);
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Viernes 30.07.2004
2 EDO explicitasdeorden1: y =f(x,y)

2.1 Definicién y propiedades

Una EDO de primer orden corresponde a n = 1. Se puede escribir de dos maneras diferentes

(explicita o implicita):
{y =f(x.y) 2.1.1)
F( X,Y,Y ):0

En una primera etapa, vamos a ver las ecuaciones explicitas de primer orden :y = f ( X,y )
Encontrar una solucion de una EDO de primer orden, es encontrar una funcién y(x) que

verifica una de las dos formulas (2.1.1). En realidad, no se sabe resolver todas las ecuaciones
diferenciales. Solamente se sabe hacerlo para algunas de ciertos tipos que vamos a ver ahora.

Vamos a ver diferentes casos particulares.

2.2 EDO explicitade laforma: y =f (x )

y =f ( X ) es la ecuacion diferencial la mas sencilla que puede pensarse.

La solucién general de tal EDO de primer orden es:

y(x)=[ f(x)dx +Cste

Una solucidn particular puede determinarse fijando una solucién. Por ejemplo digamos que
para X = X, la funcion y toma el valor : |y (Xo ) = Yo. En este caso vamos a tener:

Y(X):IX f(X)dX *+ Yo

Xo

2.3 EDO explicita de orden 1 de variables separadas : Q(y )y =-P(x)

Son ecuaciones exactas donde P( x, y ) depende solamente de x, que notaremos P( x )y
donde Q( X,y ) depende solamente de y, que notaremos Q( y ) asi que son del tipo:

P(x)dx+Q(y)dy=0
0 sea:

Vamos a ver que estas ecuaciones son muy sencillas de resolver, asi que para resolver una
EDO, intentaremos, siempre que se pueda, de llegar a una ecuacion de variables separadas.
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10

Se pueden resolver simplemente integrando:

I P(X)dX+I Q(y)dy=Cste

3

Ejemplo: Resolver y' X

2

Podemos expresar esta EDO de la manera: x* dx + y* dy = 0

Solucién general: integrando, tenemos directamente:

Vamos a tomar una constante Cste de tal manera que 2

nos quedamos con numeros reales: —
x=0:0.01:10;

C =10000; .

d=1/3; .

y= (3*(C-1/4*x.M)) "d; B

plot (X, y); T

2.4 EDO reducibles a ecuaciones de variables separadas

Casol: P(x,y)dx+Q(x,y)dy=|f(x)g(y)dx+f,(x)g,(y)dy=0

Si se divide por f,(x )g,(y ), se obtiene:

I fl(x)dX+ gZ(y)dy:CSte

f,(x) g, (y)

fi(x)
f,(x)

yde 920Y)

siempre que exista una primitiva de
g.(y)
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Miércoles 30.07.2003

y
1+ x2

Ejemplo 1: Resolver y =—

Podemos expresar esta EDO de la manera: (1 +x2) dy +ydx =0

Solucién general: se divide pory (1 + x ) y asi: 1o x? dx+ 1 dy=0
+ X y
Se integra: j L dx+'[ idy:Cste
1+ x2 y

arctg ( x )+ Iny =Cste
Notemos la Cste como un In de otra cste; Cste=InC
Iny —InC =— arctg (x)

y
In| 2 | = — arct
n j arctg (x)

y = C e—arctg(x)

x=-1:0.01:10; »
C=10; .
y= C*exp(-atan (X)) ; b
plot (x,y); "

Ejemplo 2: Resolver y =y cos ( x )

Se puede escribir de la forma: %d y = cos( X )d X , integrando tenemos:

In(y )=sen( x )+Csteosea y=e*"*)*%* gjnotamos K =e®*, entonces tenemos

sen( x)

y=Ke
x=-10:0.01:10;
cC=1,;
y=C*exp(sin(x));
plot(x,y); i
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2.5 EDO explicitadelaforma:y = f (ax+by )

Sia=0:y =f ( by ) . Es una EDO de variables separables. Sabemos resolver.

<

ib=0:y =f(ax).EsunaEDO de variables separables. Sabemos resolver.

Si_ab # 0. Hacemos el cambio de variable: .

Entonces tenemos: dz_ a+ bﬂ =a+by
dx dx
dz
H_a dz
0 sea: = =f(z)y—=a+bf(z
y= 9ot (2)y eashi(a)
dz
dx=
a+bf(z)

x:jﬁf(z)ﬂb(z):@(ax+by)

Asi tenemos una funcion y solucion de la EDO en funcion de Xx.

Ejemplo : Resolver y =e*e’ -1
Tenemos: y =e*"¥ —1.

Hacemos el cambio de variable: z=x+y.

,dz . - _
A3|d—=1+y =e’,0sea e “dz=dx. Integrando, tenemos — e ‘= x + Cste 0 sea:
X
e "V = x+Cste
In(—x—Cste)=—x—y
es decir que la solucion es : y=—x—In( - x—Cste)

x=-1:0.001:11;

C=-11.0001; y
= -x-log (-x-C); i
plot(x,y); *
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Lunes 02.08.2004

2.6 EDO explicitadelaforma: y =f ( % j 0 homogénea

La ecuacion de tipo y = f ( Y| se llama EDO homogénea.
X

Hagamos el cambio de variable : |u = % .

Tenemos y = xu

. L du
y derivando respecto a X tenemos: y =uU+ X —.

dx
Notemos f(u):u+xd—u.
dx
O sea u'x = f(u )- u queesde variables separadas.
e Sif(u)=u:

du
entonces ————=——
f(u)-u x

J'd—u =In _x
Integrando tenemos: f ( N )_ u Cste

0 sea X =Cste eq’(”) con (I)( u ):Jd—u
f(u)-u
. x = Cstee ®(*)
Entonces tenemos el sistema: o(u)
y=Cste ue®"

Se puede dejar asi o escribirse también de la forma:

x = Cstee ®1V/*)

De alli se puede encontrar una funcion H tal que: u=H (x, Cste )y asiy =x H (x, Cste ).

Miramos un caso particular: Si conocemos un up que satisface f (Up ) = uo. En este caso es

facil mostrar que y = up X es solucion de la ecuacion inicial porque

y':uO:f(uo):ftlj.

X

Esta solucion no se obtiene con un método general pero las que salen asi de manera particular

se llama una solucién singular.

e Sif(u)=u:
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entonces y = f (1):1
X ) X

que es una EDO de variables separables que ya se sabe resolver.

Jueves 27.07.2006
: . 2xy-y?
Ejemplo : Resolver y :#
X

Hacemos el cambio de variable: y=ux.

2
Tenemos y':ﬂ—[l} =2u—-u?.
X X

Como y =u X+ U, sustituyendo tenemos U Xx+u=2u—-u’0oseau X=uU-Uu’.

. - du dx .
e Siu=u-‘:tenemos = — . Para integrar, descomponemaos

u-u® X

1 . :ﬁ+i.8eencuentra:A=1yB=1-
u-u® u 1-u

Integrando, tenemos: In(u )—~In(1-u )= In(

O x<

X2

C+x

Deeso: Cy=x(x—y ), sealy=

e Siu=u’:esdecirsiu=0ou=1

se tiene las soluciones singulares y = 0 y también y = Xx.

u X .
0 sea —— =— es decir:
j 1 C

x=-10:0.01:10;

c=1,;

y=x.22 ./(C+x);

plot (x,y),axis ([-10 10-100 100]);

B 5 8 8

-Eéﬁasan

Viernes 01.08.2003
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2.7 EDO explicitade laforma: y = f( 3, X+b, y+c J

a,Xx+b,y+c,
Vemos que este caso corresponde a una EDO reducible auna EDO detipo: y = f ( % J :

Enel plano (x,y), laecuacion a, x+b, y +c,=0es unarecta 1.
De igual manera, la ecuacion a, x +b, y + ¢, = 0 es una recta 2.
Vamos a distinguir dos casos:

Caso 1: estas rectas se cortan en un punto ( X0 Yo )

Eso significa que el punto ( Xo» Yo ) verifica las ecuaciones de larecta 1 o sea :

a, Xo+b,y,+c,=0
y de larecta 2 o sea:

a, X,+b,y,+c,=0
Yy que se cortan en este punto o sea :

a, Xg+b,y,+c,=a,x,+b,y,+cC,.

Entonces la EDO se escribe:
s a, X+b, y+c, _f a, X+b,y—a, x,—b, y,
y = a,x+b,y+c, | | a,x+b,y—a,x,-b, Yy,

y'=f[ 2, (x-x, )+bl(y_yo)]

a, (x=x, J+b, (y-y, )

. . X =X=X,
Vamos a hacer los 2 cambios de variable : Yoy—y
— Y7 Jo

) . a, X+b Y a,+b,Y/X Y
Asi tenemos: Y =f| ————— |=f| ————— |=9| — | que ya sabemos
a, X +b,Y a,+b,Y/X X

resolver.
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Caso 2: estas rectas son paralelas.

Eso significa que :

a,=Ka, yb,=Kb,|

, a, Xx+b,y+c a, Xx+b,y+c
Entoncestenemos:y=f( ! 1Y * G j: [Kl 1Y G ]

Ka,x+Kb, y+c, (a, x+b, y)+c,

Hagamos el cambio de variable: |z=a, X+ b, y|.

, Z+¢C :
Entonces: z = dz =f| ———2 | que es una EDO de variables separadas que ya sabemos
dx Kz+c,

resolver.

Ojo. Una manera rapida de ver si dos rectas son paralelas es decir que sus vectores
direccionales son paralelos. Si tenemos la ecuacion a, X, +b, y, +¢, =0, los puntos Ay B

C, 0 y
definen un vector en la direccion de larecta 1. A, _a_1 y B)| Ci. 8
0 b, .
G 1
T al T 1
Entonces AB; ¢ oseaun vector paralelo A,B, 1
1 _
b, b,
1
. AT a .
De igual manera, un vector de la recta 2 sera: A,B, 21 . Las dos rectas son paralelas si sus
b,
1_ 1
] . a, a, a,=Ka,
vectores direccionales son paralelos o sea: 0 sea
1 1 b,=Kb
K= 2 1
b, b,
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Miércoles 04.08.2004

Ejemplo 1 : Resolver y = — 2x+4y-6

X+y-3

Esta relacion no esta satisfecha aqui, entonces las dos rectas se cortan en el punto que
—2X,+4Yy, —6=X,+Yy,-3
satisface: —-2X,+4y, -6=0
Xo+Y,—3=0

Se puede mostrar facilmente que ( x, , y, )=(1,2).

Entonces tenemos: _T2XHAY+2X—4Y, __Z(X_X0)+4(y_yo)
T Xy ey Bex Je(y-ve)

Hacemos el cambio de variables: [ X =x—=X,| y [Y=Y-Y,|.

, . =2X+4Y —-2+4Y/X
Asi:Y = =
X+Y 1+Y/X

Hacemos otro cambio de variable: .

Entonces: Y =u X dealli: Y =u X +u porque Z—X:X'zl.
X

f— 2_
Entonces Y ' = u'X+u:ﬂquesepuedeescribir:— du , _u -3u+2

1+u d X u+1

Tenemos que analizar dos casos:
Casol: u?-3u+2=0.

(u+1)du dX

Tenemos : — —; =
u-3u+2 X

(u+1) A . B
u?-3u+2 (u-1) (u-2)°

u?-3u+2=(u-1)(u-2)entonces: —
Podemos mostrar facilmente que A=2y B =- 3.

2
Integrando, tenemos : 2In(u—1)—3|n(u—2)=|n[£j 0sea X =C(u_—1)3.
C (u-2)

Como u=Y/X tenemos: C(Y -X )>=(Y-2X )*osea:|[C(y-x-1)"=(y-2x)’

MA26A-1 Page 17 11/08/2006



Caso2: u’-3u+2=0

Tenemos 2 casos:

uozlosan=Xosea
Uy=20seaY=2Xosealy=2x]

Lunes 04.08.2003

Ejemplo 2 : Resolver y' :x——y—12
X—y-—

Hacemos el cambio de variable: .

Tenemos z =1-y'

z-1
72-2

asi:1-z =

osea: (z-2)dz=-dx.

Integrando: %ZZ—ZZz—X+CO %(z—z)zz—x+K.

18

Como z=x -y tenemos como solucién las soluciones de : ( x—y -2 ) +2x=2K o sea:

y=x-2+,2K-2x

x=0:0.01:10;
c=10;
y=x-2 -sqrt(2*C-2*x);
plot(x,y) ;
MA26A-1
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Martes 01.08.2006

2.8 EDOdelaforma: y =f(x,y)conftalque f(Ax,Ay)=2""f(x,y)

w

ia=0,tenemos y =f (x,y )=4 f (Ax,y ). Tomando 4 =1/x tenemos

y =1/x f (1,y ) que es una ecuacion en variable separadas.

e Sia=1tenemosy =f(x,y)=f(Ax,Ay)="f (1%) que ya vimos

a

e En los otros casos, hacemos |y =z

a-1,"

Derivando, y = 2%z = f (x,z° )

a-1 a
osea:z':l[lj f(x,z“):lf(lx,(lj Z&J:lf[ﬁ,lJ
al\z a |z z a \z

que es una EDO homogénea.

2.9 EDO homogenea de grado k

Esuna EDO de laforma y = f (x,y ) con f tal que:

f(Ax,Ay)=a%F(x,y)

Se dice que f es homogénea de grado k.

El caso particular k=1, y = f (x Y ) es homogénea si se puede escribir de la forma:

20

Se resuelven con el cambio de variable: |z :% :
Viernes 06.08.2004
Ejemplo: resolver: y' = —3 £2(
2 X y

Vamos a notar f (x,y ):L—Si)z(.

2 X y

a | 3/2-3a
Calculamos f (4 x,2°y )= Ay g VA X2 =277 L—3M .
2 1 X ( @ y) 2 X y
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y _ax

Esta expresion vale f (x,y )= o BFpara 3/2-3a=00seac =1/2.
Hagamos el cambio de variable : y=z"2.

ua L 712 ﬂ

Entonces y':%z 7 =—-3

2 X Z
1
. Z Z 2
osea:z =——-6|— )
X X

. ) Z
Hacemos otro cambio de variable: u=—.
X

Dealli, zZ =u+xu =u—-6u-"2,

1 302
—Ce 9"
Es una EDO a variables separadas, asi que tenemos: x=Ce 1 ae
y=(Cuj”e
u=0:0.01:100;
C=1,

x=C*exp(-1/9 *u M5 );
y=sgrt(x.*u);
plot (x,y) ;
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2.10 EDO de la forma : y':-—P(X’y
Q(x,y

Se puede también escribir y = g— =— M 0 sea
X

(2.10.1) [P(x,y)dx+Q(x,y)dy=0

2.10.1 EDO exactay funcion potencial

oP

Py :a—

Se dice que esta EDO es gxacta si cumple ademas |P, =Q,| con 8(}3
Q=">

0X

Para resolver tal ecuacion (2.10.1), vamos primero comentar algunos puntos. Suponemos de
antemano que P y Q son de clase C* (continuas con derivadas parciales continuas) en su
dominio donde esta definido (un abierto de R).

Demostracion: Suponemos que podemos encontrar una funcion F ( X,y ) enlaquesu
diferencial sea :

dF(x,y)=P(x,y)dx+Q(x,y)dy=0
entonces la ecuacion diferencial tendrd como solucion:
F(x,y)=C
donde C es una constante respectoaxyy.
Se necesita 2 cosas:

1. encontrar bajo que condiciones impuestas a P y Q tiene lugar una funcion F tal que su
diferential total sea exactamente P( x,y )dx+Q(x,y )dy

2. sidichas condiciones son satisfechas, determinar realmente la funcién F.
Por razones de calculo, tenemos:

dF=%(x,y)d x+%(x,y)d y

de modo que tenemos por inspecciones:
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S (xy)=P(xy)
oF
oy (y)=Qlxy)

Vamos ahora a derivar P respecto ay y Q respecto a x:

oP _0%F 0Q 0% F
—y(x,y)— ayax(><,y) y o o (xy) y(><,y)

Por célculo, tenemos:

0% F %F
8y8x(x’y)_ axay(X’Y)

entonces tenemos:

@ |5 (xy)= T (xy)

que es la condicion que debe satisfacer la ecuacion (1) para que sea exacta.

Al revés, ahora mostramos que si la condicion anterior se satisface, la ecuacion inicial es
exacta. Sea ¢ ( x, y ) una funcién para la cual:

92 (x,y)=P(x,y)

oX
0% ¢ oP
t , = —| X, .
entonces ayax(x y) 8y(x y)
2
Como (2) es satisfecha, tenemos: ayépx( Y )= %( Y )= z—s(x,y)

Integramos respecto a X (mientras y se mantiene constante):

o9 _
ay(><,y)—Q(><,y)+B(y)

donde B(y) es una constante respecto a x (pero que puede depender de y).

Ahora si tomamos como funcién F: F (x,y )= ¢(x,y )-[B(y)dy
entonces tenemos

dE =22 ax+ 9% 4y B (y)dy
0 X oy
dF =P dx+[Q+B(y)]dy—B (y)dy=Pdx+Qdy

De aqui concluimos que la ecuacién (1) es exacta, y terminamos una demostracion enunciado.
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Otra manera de ver: Una expresion diferencial P( x,y )dx+Q(x,y )dy esuna
diferencial cerrada en una region R del plano xy si se verifica: P, ( X,y )= Q. ( X,y ) para

todo (x,y ). Se dice exacta si ademés existe una funcion F ( x,y ) tal que
oF (
ox

diferencial de Fes: dF =P( x,y )dx+Q( x,y )dy.F es Gnica (salvo constantes) se

Ilama funcién potencial. El teorema de Schwartz sobre igualdad de derivadas cruzadas nos
asegura que cualquier diferencial exacta es cerrada.

X,y )=Py %(x y )=Q paratodo ( x,y ).Otra manera de decir es que el

Entonces, una ecuacion diferencial exacta es una expresion igualada exactamente a cero. Si
P(x,y)dx+Q(x,y)dy=0,entonces existe una diferencial F que verifica d F =0. Su

solucién es: F ( X,y ): C, (con C una constante arbitraria respecto a x e y).

El problema entonces es hallar F tal que Z—F( X,y)=Py (2—F( X,y )=Q
X y

0 Séea vamos a empezar a integrar respecto a x:
F(x,y)=[P(x,y)dx +o(y)

donde (p( y ) es la constante de integracion respecto a x (entonces puede depender de y).

Debemos verificar la segunda condicion :

oF 8 d
W(X,y)—Q—ayIP(X,y)dx +3yo(y)

Entonces co'(y)=—co(y)=Q(X,y)—%IP(X,y)dX-

Como es independiente de X, su derivada respecto a y debe ser cero.

Lo vamos a verificar :

Zletay)- L fpixy)ax)-

OX
0 e _945_9| 29 _0Q 9P _
E(Q(X,Y))—a(ﬁ—yjP(X'Y)de—axQ ay(axfp(x,y)dx] ox 0y 0

porque P, =Q,.

Una vez que se conoce ¢ (y ), integrando se deduce ¢( y ), y sustituyendo su valor,
llegamos a la funcién potencial F ( x, y ). Asi tenemos todas las soluciones [F ( x,y )=C
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Miércoles 06.08.2003 / Lunes 09.08.2004
Ejemplo: Resolver: 3y +e* +(3 X 4+ COS Y )y' =0

Vamos a poner la ecuacion de la forma

Pdx+Qdy=0
con P(x,y)=3y+e"
y Q(x,y)=3x+cosy.

Verifiquemos si la EDO es exacta, es decir si la condicion P, =Q, es satisfecha.

Tenemos P, =3=Q,.

Entonces la ecuacioén diferencial es exacta.
Buscamos la funcion potencial F tal que:

dF(x,y)=P(x,y)dx+Q(x,y)dy=0

Como dF:(Z—i(x,y)dx+%(x,y)dy

tenemos por inspeccion:

g—l):((x,y)=3y+ex

Integrando respecto a X, tenemos

F(x,y)=3yx+e*+o(y)

Derivando respecto a y, tenemos:

Z—S(x,y)=3x+d¢;(yy):Q=3x+cosy
es decir OI(p(y):cosy
dy
Integrando tenemos: p(y)=seny+C.

La solucion es :

F(x,y)=3yx+e*+seny+C=K
0 sea simplemente

MAZ26A-1 Page 24

3yx+e*+seny=C,| con C, unaconstante.
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2.10.2 EDO no exacta y factores integrantes
Si la ecuacion:
(1) P(x,y)dx+Q(x,y)dy=0 noes exacta,
una posibilidad para resolverla es encontrar una funcion u ( X,y ) (no nula) tal que:
2 wu(x,y)P(x,y)dx+u(x,y)Q(x,y)dy=0 seaexacta.
Como las ecuaciones (1) y (2) son equivalentes, sus soluciones seran las mismas. La funcion

7 ( X,y ) se llama factor integrante. Lamentablemente, no hay un método general para

encontrar factores integrantes. Se puede encontrar tal factor integrante facilmente solamente
para algunos casos que vamos a ver ahora.

Casol: u(x,y)=pu(x)
Queremos que la ecuacion:

u(x)P(x,y)dx+u(x)Q(x,y)dy=0 seaexacta

0 sea que verifique:

S G0PGoy) =2l (x)Q(x,y)]

Derivando, tenemos:

u(x)P(x,y)=u(x)Q(x,y)+u(x)Q,(x,y)
w(x)P,(x,y)-Q,(x,y)]=r (x)Q(x,y)

0 Sea

i (x) Py(x,y)-Qx(x,y)

u(x) Q(x,y)

Eso es posible si este coeficiente depende exclusivamente de Xx.

Py(x,y)-Qx(x,y)
Q(x,y)

Notamos h( x )= a este coeficiente. Entonces:
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Caso2: u(x,y)=u(y)

Es el caso simétrico del caso anterior.

Entonces tenemos:  ( y)=ejgmdy con g(y ):QX(

Caso 3: Otros casos.

Aparte de los 2 casos anteriores, se puede intentar varios factores integrantes, imponiendo
ciertas condiciones restrictivas, como por ejemplo: u ( X,V ): x“* y” conay B constantes a
determinar, o también u (x+y )ou(xy).

En la préctica, se puede empezar a buscar un factor integrante de la forma
u(x,y)=pwu(x).Sino se puede, se puede intentar un factor integrante de la forma

u#(x,y)=u(y).Sinose puede, intentar alguno de la forma dado en el caso 3.

Miércoles 02.08.2006
Ejemplo: Resolver : (2x2+y )dx+(x2 y — X )d y=0

En este caso, tenemos: P (X, y )=2x2+y y Q(x,y)=x*y—x.
Tenemos P, (x,y )=1y Q,(x,y)=2xy-1.

La EDO es exacta si larelacion P, = Q, es satisfecha.

Loessi xy=1.

Veamos si en este caso la EDO es satisfecha para y = x

0 sea si (2x%+x7* Jdx+(x?xt=x)dy=(2x?+x*)dx=0
Entonces la ecuacién no es exacta.

Vamos a intentar un factor integrante.

p(x) P(x,y)-Q,(x,y) 1-(2xy-1)

u(x) Q(x,y) X*y-x  —-x(1-xy) x

2(1-xy) -2

Esta expresion depende solamente de X, asi que en principio es posible encontrar un factor
integrante. 4 ( x ) =x 2.
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Entonces, multiplicando la ecuacion diferencial por u ( X ): X2 se obtiene la ecuacion
exacta: (2+yx? Jdx+(y-x")dy=0.

Resolvemos esa ecuacion exacta. Tenemos P( x,y )=2+y x 2

-1

y Q(x,y)=y-x
Verifiquemos que P, =Q,.

-2 -2
Tenemos P, =x""y Q, =x"".

Ahora F (x,y)=2+yx ?osea F(x,y)=2x-yx *+¢(y),y derivando respecto a

1

o ) | 1
yi F (%, y)==x"+p'(y) =y-x"0seap (y)=yoseap(y)=7y*+C.

1 .
Entonces tenemos F(x,y )=2x—-yx ™"+ >V ? + C . Entonces las soluciones de la

. . - 401
ecuacion inicial son la funciones y que verifican: |2 X — y X ' + 5 =K
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Jueves 07.08.2003 / Miércoles 11.08.2004
2.11EDQ lineales de primer orden: y +a(x)y=b(x)
Vamos a resolver este tipo de ecuacion con cuatro métodos diferentes.
2.11.1 Conun factor integrante
La EDO se escribe:
[a(x)y-b(x)dx+dy=0

es decir
P(x,y)=a(x)y-b(x) y Q(x,y)=1

Buscamos un factor integrante de la forma: 4 ( x,y )=z ( x ), es decir buscamos x ( x ) tal
que u#(x)P(x,y)dx+u(x)Q(x,y)dy=0seaexacta.

P —
Notamos yQsza(x).

Entonces p(x)=elatodx,
Entonces:
el alx)dx [a(x)y—-b(x)]dx+el a(x)dx d y =0 tiene que ser exacta.

Buscamos una funcion potencial F que es tal que: d F =0 (la solucién de la EDO sera:
F(x,y)=C).

oF oF
dF= —dx+—dy=F,dx+F,dy=0
o x ay y X yay

Por inspeccion, tenemos:

{(1) Fyo=el 209X a(x )y —b(x)]

2) Fy:efa(x)dx

Vamos a resolver (2) que es mas facil:

Fy(x’y)=eja(x)dx
0 sea
F(x,y)=ye W10 (x)
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Ahora derivando F(x,y) respecto a x:
Fo(x,y)=yla(x)]e* o' (x)

y por otra parte
FX(X, y)=[a(X)y—b(X)]efa(X)dx

Igualando las dos expresiones, tenemos:
b(x)e! ") =¢"(x)

asi que ¢(X):Ib(x)e§a(x)dxdx
Entonces: F (x,y )=ye/ ) —[b(x e/ dx.

Las soluciones de la EDO son: ye!#(x)dx —j b(x)e!*)¥*dx=C, o sea:

y:lj b(x)efa(x)dxdx+c Jej—a(x)dx

Jueves 03.08.2006

2.11.2 Meétodo de ‘variacion de la constante’

e Resolver primero la ecuacién homogénea asociada y +a(x )y =0. Esta ecuacion es

de variable separada: d—yy:—a(x )d x. Susoluciones y (x )=C el ~2(x)dx,

e El método de variacion de la constante consiste a considera la constante C como una
funcion de x, o sea C =C ( x ), es decir que tenemos: y ( x )=C ( x )e’ 2(*)9x,

Vamos a buscar C ( X ) que verifique a ecuacion que queremos resolver, o sea:

y +a(x)y=0.Derivando y, tenemos:

y (x)=C' (x)e! 20 _c(x)a(x)e ) poniendo en la ecuacion

inicial tenemos:

C'(x)e/2x_c(x)a(x)e! 2 1a(x)c(x
osea: C'(x )=b(x )e!*)¥* integrando tenemos: C ( x )

Con eso, tenemos la expresion final:
y(x)=|[b(x)el 20 el -2t

que es igual como a la del método anterior.
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2.11.3 Resolviendo con la suma de la solucion general mas una
solucién particular

Suponemos que por un método cualquiera hemos encontrado una solucion particular y ( X )
de la ecuacion. Entonces la solucion general sera la suma de esta solucion particular y | ( X )
mas la solucién de la ecuacién homogénea asociada, o sea:

y(x)=y,(x)+Cel 20
La justificacion es simple:

y, (x ) es solucion de la EDO significaque : y, +a(x )y, =b(x)
¥, ( x ) es solucién de la EDO homogénea asociada es decir: y, +a(x )y, =0

Vamos a verificar entonces que y, ( X )+ Y, ( x ) es solucion de la ecuacion inicial, o sea:

Ly, )+ v, ()] +a () y, (x)+ v, (x) J=b(x).

Tenemos :

[y, (x)+y, () +a(x) [y, () +yo (x)]=[y, ()] +a(x)[y, (x)]
Ly, ()] +a(x)[y,(x)]=b(x)+0

lo que teniamos que mostrar.

2.11.4 Resolviendo una descomposicion y(x)=u(x).v(x)

Resolviendo con una descomposicion y ( x )=u(x).v(x)
Entonces tenemos: y =u .V+U.V .

La EDO iniciales: u".v+u.v +a(x )uv=b(x)
osea:u.v+u.[vi+a(x)v]=b(x).

Lo que buscamos, son dos funciones u y v de tal manera que sus producto u.v satisface la
ecuacion. Vamos a intentar unas faciles.

Si intentamos v tal que v' +a( x )v=0

entonces u deberd satisfacer : u".v=Db( x ).
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Ya sabemos resolver la EDO v +a( x )v=0.
Su solucién es : v ( x )ze_Ia(X)dx.

Nos queda a encontrar u que verifique: u .v=b(x ) oseau =b(x )eIa(x)dx.

Integrando, tenemos para u:
U:J' b(x)efa(x)dX dx+C.

La solucién final es: y(x):[j b(x)eja(x)dxdxjtc}e_ja(x)dX
Lunes 11.08.2003
Ejemplo: 2xy —3y=4x*
Meétodo 1:
Lo 3y
LaEDO se escribe: y ——=2x
2 X
3
es decir dy:{—y+2x}dx
2 X
es decir Pdx+Qdy=0 con P(x,y)=2—y+2ny(x,y)=—1.
X
P, - — “3ax —Z1In(x
Como VQQX=2—i,existeunfactorintegrante /J(X)=ef“ _e 2"y
Entonces la ecuacion x‘m{z—y+2x}dx—x‘3’2 dy=0 esexacta.
X

Vamos a buscar una funcién potencial F tal que dF =0, 0sea F ( X,y )= Cste.

Tenemos dF=£dx+£dy,osea OF _ -
0 X oy
es decir F(x,y)=-x""?y+0(x)

y debe verificar: sz‘3’2[3—y+2x}:ny‘s’z+2x‘1’2=§yx‘5’2+(p'(x).

OX 2 X 2 2

De alli deducimos ¢ ( x )=4x"?. Asi F(x,y )=-x"3?y+4x"2,

3/2

Lasolucionde laEDOes: —x *'2 y + 4 x*? =C es decir|y=4x>-C x
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Viernes 13.08.2004

Método 2: Empezamos por resolver la ecuacion homogénea asociada: 2xy —3y=0.

- ..o d 3dx . .
Se puede también escribir : ay_ ——que es de variables separadas, asi que tenemos:

y 2 X
3 . 3/2
Iogy:EIogx+K,osea.y:Cx :

Aplicamos ahora el método de variacion de la constante, es decir C =C ( x )asi conociendo C
tendremos la solucion: y =C ( x )x*'? .

Derivando, tenemos: y =C ( x ) x*2 +%C (x)x*2,

sustituyendo en la EDO inicial: 2 x y — 3y =4 xtenemos:

ZX[C'(X)XM+§C(X)X”{|—3C(X)X3/2=4X2 osea: C'(x)=2x7"2.

Integrando tenemos: C ( x )=4x"? + K.

Asi tenemos: y=(4X“2+K)x3’2=Kx3’2+4x2

Método 3: En este método, debemos encontrar una solucién particular. No hay método
general para hallar tal solucion. Mirando la ecuacion que debemos resolver, podemos
sospechar que tal vez una solucion de tipo polindmica podria ser una solucion particular.

Intentamos entonces de encontrar una solucion particular del tipo: y=ax*+b x +c.

Derivando, y =2ax+b.

Sustituyendo en la EDO inicial: 2xy —3y =4 x’ tenemos:
2x(2ax+b)-3(ax?+bx+c)=4x2.

Tenemos: 2x(2ax+b)-3(ax?+bx+c )=4x2

0 sea: ax’—-bx-3c=4x?

Igualando los términos de mismo grado tenemos: a=4 y b=c=0.

Asi una solucion particular es: y, =4 X 2,

3/2.

La solucion de la ecuacion homogénea asociada es (ya lo hemos hecho): yg =C x
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La solucién general es la solucién particular més la solucién de la ecuacion homogénea
asociada o sea:

2

+4x

y=Cx

Método 4: El ultimo método consiste a escribir y de la forma de un producto de dos
funciones dependiendo de x:

Derivando: y =u (x)v(x)+u(x)v (x).
Sustituyendo en: 2xy —3y=4x? tenemos:

2x|u (x)v(x)+u(x)v (x)]-3u(x)v(x)=4x?
0 sea: 2xu'v+[2xv -3v Ju=4x2.

El prop6sito es de encontrar dos funciones u y v tal que el producto satisface la EDO inicial, y
no de encontrar todas la funciones u y v que satisfacen tal condicion.

Vemos que si el termino factor de u es 0, sera mas facil resolver la ecuacion.

Entonces vamos a buscar v tal que: 2xVv —3v=0
v 3

0 sea: —=—
vV 2X

Integrando tenemos: log v :g log x + K

osea: v=C x*'2,

Como buscamos u y v tal que y = u v, podemos tomar la constante C = 1, porque no buscamos
todas las funciones u y v sino una funcion v y una vez fijada una funcion u que dependera de
como hemos encontrado la funcion v, de tal manera que y = u v. Pero para mostrar eso,
guardamos la constante C y vemos que va a pasar con ella. Ahora la ecuacién con esta

condicion queda: 2xu v=4x?

+ K.

es decir u =

2x 2xM? S 4
_— c Integrando: u =
v

i 4 1/2
Como teniamos y=u(x)v(x),tenemos:y=[ )((: +K}Cx3’2=4x2+Dx3’2
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2.12 Ecuacion de Bernoulli: y +a(x )y+b(x)y*=0

Caso 1: Si @ =0, laEDO es lineal. Ya sabemos resolver.

Caso 2: Si a =1, la EDO es de variables separadas. Ya sabemos resolver.
Caso 3: En otros casos, vamos a ver como resolverla.

Vemos que lo que nos molesta es el ultimo termino y*.

Si no estuviese, casi tendriamos una EDO lineal.

Dividimos entonces por y“.

Asi tenemos: %+a(x)y1‘“+b(x) =0.

Vamos entonces a efectuar el cambio de variable: |y

Derivando: (1-«a )y vy =z  esdecir: y_a:z_ .
y l-«

Asi tenemos: +a(x)z+b(x) =0

l-«
osea: z +(1-a )a(x)z=(a-1)b(x)
que es una ecuacion lineal que sabemos resolver.

Otra manera de resolver, es descomponer y =u ( x )v( x ).
Derivando, y =u .v+u.v
Sustituyendo en la EDO tenemos: y =u .v+Uu.v

u.v+u.v +a(x)uv+b(x)u“ve=0
0 sea uv+u[vi+a(x)v]+b(x)ucve =0,
Vamos a buscar un v tal que [vi+a(x)v]=0.

De eso, encontramos la funcion v(x), y queda:

u.v+b(x)u“v*=0

gue es una ecuacidn de variables separables. Resolviéndola, tenemos u(x), y asi y.
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Ejemplo: xy +2y+x°>y®e*=0

Dividiendo por x, tenemos: y' 12

LixtydeX=0.
X
Es una ecuacién de Bernoulli con o =3 .

Dividiendo por y3 tenemos

y—3+2 2+x4e":0
y Xy
) . 1
Hacemos el cambio de variable: — =1
y
, ' _3 Z
asi Z =-2Y 3y 0 sea Y __ .z
3 2
y
Z Z
En la EDo, da: _f 428 x%eX =0
2 X
' yA
sea 7 —4L-2x%eX
X
que es una ecuacion lineal. La solucion es:
4 4
[——dx [—dx
7= 12x4exe X  dx+C |e X :x4(2eX+C)osea

1/2
y=x_2(2eX+CT

Podemos también resolver tal ecuacion haciendo el cambio y =u ( x )v( x )
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2.13 Ecuacioén de Riccati: y +a(x)y+b(x)y?=c(x)
Para resolverla, tenemos que seguir 2 pasos:

Paso 1: Encontrar una solucion particular y, ( x ). Esa solucion verifica:

y, +a(x)y, +b(x)y,*=c(x)

Paso 2: Hacerelcambio y = y , + 2z yasillegaraunaecuacion de Bernoulli.
Asi tenemos derivando: y =y, +2 .

Sustituyendo, yp'+z'+a(x)[yp+z]+b(x)[yp+z]2:c(x).

Como y, +a(x)y,+b(x)y,*=c(x) queda:

z +a(x)[z]+b(x)[z]*+2b(x)zy, =0

esdecir: 2’ +[a(x)+2b(x)y, (x)]z+b(x)[2]*=0

gue es una ecuacién de Bernoulli con o =2.

Asi se hace un cambio u=z "1 que se reducird a una ecuacion lineal.

Ejemplo: y +y°=x>-2x
Paso 1: Encontrar una solucién particular y, ( x ).

Vamos a intentar un polinomio de primer orden: y, ( X ): ax+b

Vamos a ver si es posible encontrar (a,b) que satisface la EDO: a + ( ax+b )2 =x*-2X.
Seencuentra(a,b)=(-1,1).

0 sea: Yp (x)=—x+1

Paso 2: Se hace el cambio y=y  +z.

Asi tenemos derivando: y =y, +z .

Sustituyendo, tenemos: y, +2 +(y, +2 J* =x*-2x .

Queda: z' +2(—x+1)z+2? =0que es una ecuacion de Bernoulli con o = 2.
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Asi se hace un cambio z =u " que se reducira a una ecuacion lineal

., 2 _ 2
La solucion es: u=“ e* "% (g x+C]e2X e .
z y+x-1

Asi:

Lunes 16.08.2004

37

u+2(x-1)u=1.

1 1

l —_—

y+x-1

“ e’ " dx+C ]esz

2.14 Ecuacién de la forma: y = f (x,y)

Para resolverla, si no es de ningun tipo que ya vimos, se puede intentar un cambio de variable
astuto. Todo el problema es encontrarlo.
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2.15 Teorema de existencia y unicidad de soluciones:
Se trata de determinar las condiciones suficientes para asegurar la existencia de una solucion

que tenga ciertas propiedades.

2.15.1 Ecuacién de orden 1:

Sea la ecuacion de orden 1:

dy
2 _f(x,
- (x,y)

y T la region rectangular, de centro (Xo, Yo) definida por:

‘x—xo‘éa y ‘y—yo‘éb

Supongamos que fy % son funciones continuas de X y y en cada punto de T. Entonces,

existe un intervalo alrededor de Xo, ‘ X—Xg ‘S h y una funcion ¢ ( x ) que tiene las

propiedades siguientes:

a) y=¢( x ) es una solucion de la ecuacion %: f (x,y)enelintervalo ‘ X—X( ‘sh
X

b) En el intervalo ‘ X—Xg ‘s h, ¢ ( x ) satisface la desigualdad

‘¢(X)_YO‘Sb
) En x = X, tenemos: ¢ ( X0 ): Yo
d) (p( X ) es Unica en el intervalo ‘ X—Xpg ‘s h en el sentido de que es la unica funcion que

tiene todas las propiedades enunciadas en a), b) y c).

El intervalo ‘ X—Xq ‘g h puede o0 no ser mas pequefio que el intervalo ‘ X—Xpg ‘s aenel

cual se impusieron las condiciones sobre f(x,y) y %

El teorema establece que si f(x,y) ‘se comporta bien’ cerca del punto (Xo,Yo), entonces la
ecuacion diferencial:

dy
2 _f(x,
- (x,y)

tiene una solucién que pasa por el punto (Xp,Yo) Y €sa solucion es Unica cerca de (Xo,Yo)-
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Para mostrar eso, vamos a ver 3 pasos importantes:

A. Condicion de Lipschitz
B. Demostracion del teorema de existencia
C. Demostracién del teorema de unicidad

e implica la prueba de que cierta sucesion de funciones tiene un limite y que la funcién limite
es la solucion deseada. La sucesion considerada sera definida como sigue (iteraciones de
Piccard):

Yo(x)=yo
yi(x)=yo+[ f(t,YO(

Xy

ya(x)=yo+[* f(t.yg(t))at

0

—

~

~——
o
—

)’n()():)/O"‘_[;(0 f(t,yn_l(t))dt

Antes de empezar la demostracion, vamos a dar algunos ejemplos para ilustrar el problema.

Eijemplo 1: Demuestre que la sucesion de funciones definidas en las ecuaciones previas
converge en una solucion para el problema de valor inicial:

dy _

: Xg =0, =1
dx y 0 Yo

Tenemos:
yol(x)=1
yq(x ):1+I(;( dt =1+ x

2
yo(x ):1+I(;( (l+t)dt:1+x+x7

y (x)—1+jX 1+t+£ dt—1+x+x—2+x—3
3 0 2 2 3
Con base en el patron que se desarrolla, es facil conjeturar que:
n k
X
y n (X ): Z k'
k=0 ™°

y se lo puede mostrar por induccién.

MA26A-1 Page 39 11/08/2006



40

El limite de esta sucesion existe para todo numero real x, ya que no es mas que el desarrollo
en serie de Maclaurin parae® , que converge para toda x. Esto es:

Pueden verificar que e* es efectivamente una solucion al problema de valor inicial dado.

Nota: El desarrollo de Maclaurin (matematico escocés) es una serie de Taylor acerca de 0:

f(x)=1(0)+ f (0)x+ f'z(!o)xh f(z(o)x3+...+ -

f(n)(o)xn o

Ver en anexo 1 algunos desarrollos para algunas funciones.

Ejemplo 2: Demuestre que la sucesion de funciones definidas en las ecuaciones previas
converge en una solucion para el problema de valor inicial:

dy 2

i X< X0=2, Yog=1
Tenemos:
yo(x)=1
yl(x):1+J‘2Xt2dt:X;—§
yz(x):1+f;t2dtzx—;—§
yn(x)=1+jz)(t2dt:§—§

3
. . X° 5 iy .
Queda claro que el limite de esta sucesion es 373 y esta funcién es solucion del problema

de valor inicial (se puede verificar facilmente).

Ahora vamos a mostrar las tres etapas del teorema.
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A. Condicion de Lipschitz

En las hipotesis del teorema de existencia anterior hemos supuesto que la funcion fy su
derivada of /oy son continuas en el rectangulo T. Asi, cuando (X,y1) ¥ (X,y2) son puntosen T,

se puede aplicar el teorema del valor medio a f como una funcién de y. De aqui que exista un
namero y* entre y; y Y, tal que:

f(X,yl)—f(x,yz)=% (x,y*)(yl—yz)

La suposicion de que of /0y sea continua en T nos permite asegurar que of /0y es acotada en
T. Esto es, existe un nimero K>0 tal que:
o f

ay

<K

para todo punto en T. Como (x : y* ) estd en T, resulta que:

[ (xoy)-f(x,y2)|= % (x,y*)‘ -‘Y1—Y2 ‘

[F Oy )= F (6 y2) <K Jya-y2 | @
para toda pareja de puntos (X,y1) y (X,y2) en T.
La desigualdad (1) es llamada condicion de Lipschitz para la funcion f. Hemos demostrado

que bajo las hipdtesis de nuestro teorema de existencia, la condicion de Lipschitz (1) se
cumple para cada par de puntos (x,y1) Y (X,y2) en T.
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B. Demostracion del teorema de existencia
Vamos a usar la condicion de Lipschitz en lugar de la hip6tesis de continuidad de of /oy . Por

lo tanto, podriamos reformular el teorema de existencia en términos de la condicion (1) en vez
de suponer of /oy escontinuaenT.

Una hipdtesis del teorema de existencia que acabamos de hacer es que f es continua en el
rectangulo T. De ello resulta que f debe ser acotada en T. Supongamos que M>0 es un

numero tal que | f ( X,y )|£ M para todo punto en T. Ahora tomamos h como el mas

pequerfio de los dos numeros a 'y b/M, y definimos el rectdngulo R como el conjunto de puntos
(x,y) para el que:

‘x—xo‘sh y ‘y—yo‘sb
Resulta evidente que R es un subconjunto de T.

Ahora, vamos a considerar la sucesion de funciones (iteraciones de Piccard):

Yn(X)ZYO+f>: f (t,yn_l(t))dt
y vamos a demostrar el siguiente lema.

Lemal: Si ‘ X—Xg ‘gh,entonces: ‘ Yn ( X )— Yo ‘sb para n=1,2,3,...
Lo vamos a demostrar por induccion.

. X
Si ‘x—xo ‘sh,tenemos: ‘ y1(x)-vyg ‘:“X f (t,yo(t ))dt‘

ot

<M|x=Xy |<Mh<b

<M

Ahora, si ‘x—xo‘gh ysi ‘ yn(x)—yo‘gb,mostramosque ‘ Va1 (X )= VYo ‘sb

Y ()=yo |=| [ 1t yn(0))at]
mdq

<M|x-xy [<Mh<b

<M

Entonces, el lema esta demostrado.

Podemos enunciar el lema 1 de una manera un poco diferente:
Si ‘ X—Xpg ‘s h, entonces los puntos (X, yn(X)) con n=0,1,2,... estan en R. La condicion de
Lipschitz puede usarse ahora para deducir el lema siguiente.
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Lema 2: Si ‘ X—Xq ‘s h, entonces:

| F (%, yn(0) )= f (X, yaa(x) )|<K ‘ Y n(X) =¥ n1 (X) [paran=1,2,3,...

Lema 3: Si ‘ X—Xp ‘s h, entonces:

M .Kn_l.‘X—XO‘n<M_Kn—1. n

| Yn(X) = Yn_a(X) | < para n=1,2,3,...

n! n!
Lo vamos a demostrar por induccion.

Para n=1: Si ‘ X=X ‘g h, tenemos:

[y1(x)-yo| <M|x-x]|

eso usando el lema 1.

Ahora, suponemos que:

M. K2 ‘ X — X ‘n_l
| Yn—l(x) ~ Yn-2 (X) |S (n _1)'

_ n
M. K" 1.‘x—x0‘

n!

debemos mostrar que | Y, (X) — Yp_1(X) | <

900930109 = [ [ £ (6 yna ()= £ (€ v (1) Jut]
SJ:‘ f (taYn—l(t))_f(t’Yn—Z(t))‘dt

SKI):‘Yn—l(t)_yn—Z(t)‘dt
‘n—l

n

M. KM | x=xg]
(n—1) n

XI\/I.Kn_Z.‘t—XO M. K™
=K Ixo (n—1) i< (n—21) J

que es lo que queriamos demostrar.

t—xo‘n_ldts

0

Para el caso xg —h < x < Xxg, el mismo tipo de argumento daré el mismo resultado. Asi la
demostracion del lema 3 queda completa.

Vamos ahora utilizar los resultados del lema 3, comparando las dos series infinitas:

o0 M Kn—l hn

i[yn(x)—Yn—l(X)] y ZT
n=1 n=1 :

La segunda serie es una serie absolutamente convergente. Ademas, por el lema 3, la segunda
serie domina la primera. De aqui que, por el criterio M de Weierstrass, la serie:
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o0
Z[ Yo (x)=yna(x) ] converge absoluta y uniformemente en el intervalo ‘ X—Xg ‘g h.

Si consideramos la k-ésima suma parcial de esta serie:

%[ym>—yn_1<x>]=[y1<x)—yo<x>]+[y2<x>—y1<x>]+

[y )=y (x)]

vemos ue: [y (x)-y v () ]y ()

o0

El enunciado de que la serie Z[ Yo(x)=ynq(x) ] converge absoluta y uniformemente
n=1

equivale al enunciado de que la sucesion yn(x) converge uniformemente en el intervalo:

‘x—xo‘gh

VVamos ahora definir :
®(x)= lim y,(x)
n—oo
y recordamos que, segun la definicion de la sucesion yn(x), cada yn(x) es continua en
‘ X—Xp ‘g h, resulta que (D(x) también es continua (ya que la convergencia es uniforme) y:

®(x)= lim y, ( 0+j (t Y ( ))dt

n—o0

A causa de la continuidad de fy de la convergencia uniforme de la sucesion yn(x), podemos
intercambiar el orden de los dos procesos de limite para demostrar que CD(x) es una solucion
de la ecuacion entegral:

CI)(X):yOWLLi(0 f(t,o(t))dt
Derivando, se deduce inmediato que ®(x) es una solucién de la ecuacion diferencial :

dy
dx

Ademas de @(x)=y ¢ + j; f(t,®(t))dt quedaclaro que ®(xg)= Yo

=f(x,y)enel intervalo‘x—xo‘sh

Por ultimo, como mostramos en el lema 1 que ‘ Yn ( X )— Yo ‘s b para cadany para

‘ X—Xg ‘s h, deducimos que la misma desigualdad se cumple para ®(x)= nli_r)noO yo(x).

Estoes,si‘x—xo‘sh,entonces‘cb(x)—yo‘sb

Asi terminamos la demostracion del teorema de existencia. Vamos ahora a ver la prueba de la
unicidad.
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C. Demostracion del teorema de unicidad

Para mostrar la unicidad de la solucion CD(x), vamos a suponer gque existen 2 soluciones y que
son las mismas. Vamos a llamar A(x) una otra funcion solucion, o sea que verifica:

A= (5, AK))= Yo

‘A(x)—yo‘sb
para‘x—xo‘sh

Entonces podemos escribir: A(x)=y ¢ + j: f(t,A(t))dt
Si comparamos A(x) con la funcidn de la sucesion y,(Xx) anterior, vemos que:

A0 =00 |< [F| £ (A ()= (tyna(t))]o

Ahora, demostraremos que cuando n — o, la integral del lado derecho anterior se aproxima a
cero para ‘ X— X ‘s h. Entonces resulta que A(x)= lim y, ( x ) de modo que, finalmente
N—o0

Ax)=®(x)enel intervalo‘x—xo ‘sh.

Para cualquier x dentro del intervalo ‘ X—Xg ‘ <h, ocurre que (X, A(x)) Y (X, Yn1(X)) estan en
el rectangulo R, de aqui que la condicidn de Lipschitz nos permita decir:

[ A = yn () [<K [T A(t) =y (1))t

Ahora continuemos con una demostracion inductiva y limitemos nuestra atencion a los
valores de x mayores que Xo (un argumento analogo logra el mismo resultado para
Xp—h<x<Xg).

Para n=1, tenemos:
|A(x)—y1(x)|sKj)Z‘A(t)—yo(t)‘dtst‘x—xo‘
Queremos demostrar que si:
b.K"
|A(x)—yn(x)|gw‘ X=Xg ‘n

entonces tenemos:

n+l

b. Kn+1
|A(X)_yn+1(x) |SW‘ X—Xp ‘
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[AG) = yana 00 [<[5| £ (6, A ()= (tyq (1))]at

ssz A(t)-yn(t)dt
b. n+1

<—E<n)! j;(o t—Xp ‘ndt
b. k"t n+1

= m+u‘x_xo‘

que es lo que queriamos mostrar.

n
Para ‘ X—Xg ‘ <h tenemos de la desigualdad | A(x) — yn(X) |< bTK)I‘ X—Xg ‘n que

(

n
AG) - ya ([ < 2

(n)

Cuando n — oo, la expresion del lado derecho tiende a cero. De aqui resulta que para
‘ X=X ‘S h, yn(x) = A(x). Por lo tanto, A(x) debe ser la misma funcién ®(x) que

obtuvimos antes. Esto es, la solucion ®(x) es Gnica.

2.15.2 Ecuacion lineal de orden 1:

Sea la ecuacion lineal de orden 1:
y +a(x)y=b(x)

Por el momento, supongamos que para y +a(x )y =b(x ) existe un factor de integracion
positivo z(x)> 0 funcion solamente de x.

Entonces:

es una ecuacion exacta.
Se puede anotar esta ecuacion:
Pdx+Qdy=0

con P:ﬂ(X)a(X)y_ﬂ(X)b(X)

Q=u(x)
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si la ecuacion y(x)[%+a(x)y}=y(x)b(x)esexacta, debe satisfacer:
P_RQ
oy ox
0 sea:
du
u(x)a(x)-2
es decir:
du
a(x)dx=
(x) n(x)

Entonces mostramos que si la ecuacion y +a(x )y=b(x ) tiene un factor integrante

independiente de y, entonces ese factor es de la forma: x (x )=e Ja(x)de

Nos falta ahora mostrar que la funcion ( x )=e Jralx)ox es en realidad un factor de
integracion de la ecuacion: y +a(x )y=b(x

Vamos a multiplicar la ecuacion y +a(x )y =b(x ) por u( x ):ej alx)dc.

Tenemos:
ol a(x)dx(ﬂ)Jra(X )(ej a(x)dx) y=b(x )ej a(x )dx

dx

El término izquierdo de esa ecuacion es la derivada del producto:

y(ef a(x)dx)

P g

dx

entonces:

con F(x)=h(x)e Ja(x)d que depende solamente de x.

Entonces e | a<x)dx(%)+a(x )(eI a(x)dxjy:b(x Jel 20X og exacta.
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3 EDO implicitas de orden 1: F(x,y,y')=0

3.1 EDO delaforma:
(y ) +a, (x,y)(y )"+ va,,(x,y)y +a,(x,y)=0

Pensemos esta expresion como un polinomio en y  de grado n.

Resolverla, es obtener sus raices y = f, ( x,y ) con i=1,n, sea:

[y =t (v Ly = £ O y) [y = £, (x,y) |=0

Las soluciones de la EDO inicial son las de cada EDO |y — f, (x,y )=0

Tenemos asi n familias de curvas uniparamétricas.

coni=1,n.

Hemos pasado de un polinomio de grado n a n ecuaciones diferenciales de orden 1.

Ejemplo: y? l(y )2 +1J:1

. 21—
Se escribe: ( y ) = Z
y
) . 1-y?
Asi tenemos dos ecuaciones: dy=+ dx
y
+yd
sea: yay _ d x
1-y?
Integrando: +1-y? =x+C, sea:
(x+C)2+y2=1]
Son circulos de centro —C, de radio 1.
for i=1:3 cn: S = =
C=2-i; 05+
x1=i-3; adt/
x2=i-1, o
x=x1:0.01:x2; "]' :
XC=x+C; ozt
yl=+sqrt(1- (xC) "2); =l
y2 = -sqrt( 1- (xC) ~2) ; =
plot (x,yl) ; i : e p %
hold on 2 15 TG 0 [T [5G
plot (x,y2) ;
hold on

end
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3.2 Envolvente

Si tenemos una familia uniparamétrica de curvas en el plano, la envolvente de la familia es
una nueva curva tal que en cada punto de contacto de la envolvente con las curvas, la tangente
de la envolvente y de la curva es la misma.

Familia de curvas de la forma: F (x,y,C )=0

Para cada constante C, tenemos una curva.
Una envolvente es una curva que pasa por un punto de la curva y de misma tangente en este
punto, o sea debe satisfacer:

Las envolventes se obtienen eliminando el parametro C del sistema:

F(x,y,C)=0
0
Y E c)=0
—cF(xy.c)
Familia de curvas de la forma: {X:X(t ,C)
y=y(t,C)

La envolvente se obtiene diciendo que el Jacobiano es 0 para satisfacer la condicién de una
envolvente:

ox oy
Jacobiano=0=det| 2¢ 9C
ox oy
ot ot

Con el ejemplo precedente, debemos eliminar C del sistema:

es decir:
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=+1

: ] Y1 L
es decir tenemos 2 lineas como envolvente: __q que intuitivamente es lo esperado para

Yyo=
una familia de circulos trasladados horizontalmente.

3.3 Ecuacion de la forma: y=1(x,y")

Para resolver tal ecuacion, generalmente se toma como cambio de variable:

y =p

después derivamos y = f (x, y ) respecto de X, asi tenemos:

of afdy af af -
“ox oy dx —ax(x,p)+6y-(x,p)p

y =p
que es una ecuacion diferencial en p, que a veces es mas facil de resolver. Si es el caso,
tendremos :

x=¢(p,C)

{ x=¢(p,C)
y

=f(@(p.C).p)

y la solucion final seré:

que es una familia de curvas en paramétricas.

Pero no es siempre posible resolver la ecuacién en p. Vamos ahora a ver 3 casos clasicos por
los cuales se puede.

3.3.1 Ecuacion de la forma y = f (y' )

Empezamos haciendo el cambio de variable:

y =p

después derivamos y = f ( y' ) respecto de X, asi tenemos:

of ofdy of of
=——+ Y22 (p)+ S

Y =P=5% oy dx OX oy p

MA26A-1 Page 50 11/08/2006



51

que es una ecuacion diferencial en p, que se puede escribir de la forma:

p=f (p)p
St p#0
dx = v (p) dp
p
que es de variables separadas.
Integrando: sz[%dp:(p( p)+C

Las soluciones seran las curvas:

Todas las curvas tienen la misma forma, se diferencian Gnicamente en un desplazamiento

horizontal.
Si p=0: la solucidn es: y=f(0)
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3.3.2 Ecuacion de Lagrange

Es una ecuacién de la forma:

y+xoly Jruly )=0

Empezamos haciendo el cambio de variable:

y =p

Después derivamos respecto de X, asi tenemos:

&,

Lty (p) =0

p+o(p)+xe(p)

Casol: p+¢( p)=0.Tenemos, multiplicando por dx/dp:

donde x es la funcién y p la variable. Si la podemos resolver, tenemos como solucion:

X = 6’( p,C ) 0 sea las soluciones de la ecuacion de Lagrange es:

Caso2: p+¢(p)=0

I
o

Significa que existe un A tal que: A+ ¢ (1)

Tomamos y = A, asi tenemos:

y+xp(4)+y(4)=0

es decir : y=xA-y (1)

Son rectas, soluciones de la ecuacién de Lagrange, soluciones singulares de la ecuacién. Se
dice que una solucidn es singular cuando la solucién no es Unica.

Ahora, reciprocamente, si y=X A1 —y ( A ) es solucion de la ecuacion de Lagrange, entonces
cumple: A+ ¢ (1 )=0, que es verdad porque y =x 1 —w ( A ) satisface la ecuacion.
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3.3.3 Ecuacioén de Clairaut

Es una ecuacién de la forma:

y-xy +yly -0

Entonces es una caso particular de ecuacion de Lagrange con ¢ ( y ): -y
es decir somos en el caso 2 anterior de una ecuacion de Lagrange que satisface
A +¢( 4 )=0.Solo aparecen rectas. Las soluciones son las familias de rectas:

y=Ax-y (1)

Vamos a ver que ademas existe una solucion particular, que es la envolvente de estas familias
de rectas.

Las envolventes se obtienen despejando A del sistema:

R (x,y,2)=-x+y (1)=0

F(x,y,A)=y-Ax+y(1)=0
A

Eso no es siempre posible o simple. Nos vamos a quedar con su expresion paramétrica:

{X=w (2)
y=2y (2)-w(2)
Pero podriamos resolver una ecuacion de Clairaut sin saber que es un caso particular de una

ecuacion de Lagrange. Al igual que una ecuacion de Lagrange, podemos hacer el cambio de
variable:

y =p

Después derivamos la ecuacion de Clairaut respecto de x, asi tenemos:

p-p-xp+y (p)p=0
es decir: l—x+y/(p)Jp':0

Tenemos entonces 2 casos posibles:
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Si_ p =0:
2
dx dx?
dp d?y
j—dx:j d x=1 constante
dx d x 2
p:ﬂ:l constante
d x
y=Ax-y (1)

x=y (p)

. que son las soluciones
y=py (p)-v(p)

Siy (p)=x: lassoluciones son: {

singulares

2 \3
Ejemplo 1: Resolver: (E) y:(y ) +2(y )
¢ Cuales son las envolventes?

1. Hagamos el cambio de variable:

2. Derivamos (E) respecto a X:

d(E).

o y'=2(y)y"+6(y)2y"

p=2(p)p +6(p)?p
p=pp (2+6p)

Casol: p=#0
En este caso, podemos dividir por p, y tenemos:

1=p (2+6p)
dx=dp(2+6p)

3. Integrando, tenemos como solucion una familia de curvas paramétricas:

{x:2p+3p2+c
y=(p)*+2(p)°
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Caso2: p=0
)2 )3 2 3
Enestecaso,como(E)es:yz(y ) +2(y ) =(p)°+2(p)°=0.

La solucion es la solucién singular : .

Para encontrar las envolventes, igualamos el Jacobiano a 0:

ox oy
Jacobiano =0 = det oC aC |_ ! 0 5
OX 0y | [2+6p 2p+6p
op op
p(2+6p)=0
p=0
{p=—1/3
y=0
{y:1/27

Para p=0, tenemos y=0 que es solucidon de (E).
Para p=-1/3, tenemos y=1/27 que no es solucion de (E).

Como en cada punto (x,y) la tangente es (x, yj = [j—gj—ﬁ = (2 +6p,2p+6 p2) , cuando p=0,

el vector tangente es (2,0), pero cuando p=-1/3, el vector tangente es (0,0), es decir que no hay
vector tangente.

La envolvente es la curva y=0. La recta y=1/27 es el lugar geométrico de los puntos de
retroceso de la familia de curvas solucion.

close all; clear all; x10°
25

p=[-100:0.1:100];

2tk
%Solucion: familia de curvas.
%Para cada C hay una curva. 5r
%Dibujamos 10 curvas con 10 valores
Y%diferentes de C (por ejemplo hemos iy
%tomas aqua: ¢ = C +i * 1000
%con i variando de 1 a 10 051
% y el valor inicial de C es -1

C=-1
for i=1:10 a5
C=C+i*1000;
X=2*p+3*p M2 +C; B
y=p . 2+2%p "3
plot (x,y) ; e,
hold on
end 20 1 2 3 4 5 6 7 8 9

print -dps fig3331.ps
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' ' 2
Ejemplo 2: Resolver: (E) y=x+Yy —3(y )

Es una ecuacion de Lagrange. Pero aun si saberlo, podemos hacer el cambio de variable y’=p

y seguir resolviendo (E).

1. Hagamos el cambio de variable:

2. Derivamos (E) respecto a x:

4By iy —e(y )y

Casol: p=1

dx

p=l+p -6pp
(p-1)dx=(1-6p )dp

En este caso, podemos dividir por (p-1), y tenemos:

1-6p
p-1

dx =

Ecuacion de variables separadas.

5
dp =|-6-——|d
(o)

3. Integrando, tenemos como solucién una familia de curvas paramétricas:

{

Xx=-6p-5log(p-1)+C
y=-5 p—3p2—5log(p—1)+C

Caso2: p=1

En este caso, como (E) es:

La solucion es la solucién singular

close all; clear all;
p =[-1000: 0.01 : 1000] ;

%Solucion: familia de curvas.
%Para cada C hay una curva.
% el valor inicial de C es -1

C=-1,
for i=1:20
C=C+i*700;
X =-6*p - 5*log(p-1) + C;
y =-5*p -3*p."2 - 5*log(p-1) + C ;
plot (x,y) ;
hold on
end
print -dps fig3332.ps
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. )2
Ejemplo 3: Resolver: y=y x-2 ( y )
¢ Cual son las envolventes?
Es una ecuacion de Clairaut. Pero aun si saberlo, podemos hacer el cambio de variable y’=p
y seguir resolviendo (E).

1. Hagamos el cambio de variable:

2. Derivamos (E) respecto a x:

IE) . i alv )y
S Y =Y Xy —4(y)y
p=p x+p-4(p)p

O=p (x-4p)

Caso 1: p' =0
En este caso, tenemos p=C=dy/dx, en (E) da:

y=Cx—2(C)2

con C constante.

Para encontrar las envolventes, se debe verificar:

F(x,y,C)=0=y-Cx+2(C)?

%F(x,y,C)=0=—1x+4C
y=Cx-2(C)?
x=4C
2
X
decir: =—
es decir y 3

Caso 2: x=4p
La solucién de (E) es la solucion singular:

X=40p
y=px—2p%=2p?
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close all; clear all;

%Solucion: familia de curvas.

%Para cada C hay una curva.
x =[-40:0.01:40];
C=-5;
fori=1:15
C=C+i*0.2;
y = C*x - 2*C "2;
plot(x,y) ;
hold on
end
%Solucion singular:

p=[-10:0.01:10];

X = 4*p;
y=2%p."2;

200
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100

100

200

300 [

plot (x,y) ; axis([-40 40 -400 200]);

hold on

print -dps fig3333.ps

I I
30 20

34 EDOdelaforma: x=f(y,y')

Son ecuaciones similares al pardgrafo 3.4 de la forma: y = f ( X,y ) cambiando solamente
el papel de x e y. Vamos a proceder de manera idéntica:

€ x=f(y,y)

1. Hagamos el cambio de variable:

oy
y = p_dx
2. Derivamos (E) respecto a v:
d(E) dx 0 0 dp
St =ty p)+ -y, p) o
dy dyay()ap()dy
- dy o
Si:p=0=—, entonces: y=cste
dx
Si:p=0
dx 1 1
Tenemos: — = =— entonces:
dy dy/dx p
1 0 dp
—=— y’p +—f y!p_
ry (y.p) » (y.p) 3y
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Si podemos resolver tal ecuacion, obtenemos una solucion del tipo:

y=¢(p.C)

La solucidn sera entonces la familia de las curvas paramétricas:

{X= f(¢(p.C). p)
y=¢(p.C)

De igual manera como el 3.3, podemos distinguir 3 casos simples para los cuales se puede
resolver la ecuacion intermedia.

3.41  Ecuacion de laforma; x= f (y' )

3.4.2  Ecuacion de laforma: x+y e ( y )+ % ( y ):o

343  Ecuacion de laforma: x— 2 +y ( y ):O
y

Se hacen de igual manera, usando derivadas respecto a y como acabamos de ver. Se deja a
cada uno hacer estos casos como ejercicio.

Ejemplo: Resolver: (E) x= (y )3 +y |

1. Hagamos el cambio de variable:

=W
Y =p=y

2. Derivamos (E) respecto a v:

d(E) . %—S(y' d_y+ y"
dy

dy ~  dy

dx 1 1
Tenemos: — = =— entonces:
dy dy/dx p

1 odp dp
_:3p —_/ 4+
p (p) dy dy

dy =(3p3+ pip
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Integrando, la solucidn sera entonces la familia de las curvas paramétricas:

close all; clear all;

%Solucion: familia de curvas.

%Para cada C hay una curva.
p=[-10:0.01:10];

C=-1;

fori=1:10
C=C+i*100;
X=p.S3+p;

y = 3/4%p M+1/2%p A2+4C;

plot(x,y) ;
hold on
end

print -dps fig34.ps

lunes 23.08.2004
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3.5 EDOdelaforma: F(y,y )=0

Para intentar resolver esta ecuaciéon, vamos a considerar la curva:

Fla,p)=0

suponemos que hemos logrado encontrar una representacion paramétrica de la curva:

tal que:

fael)

)

Flo(t).y(1))=0

Si es asf, hacemos el cambio de funcion|y = ¢ (t )

Vamos a derivar y = ¢ (t ) respecto de x:

asi tenemos:

v(t)=g (1

y =9 (t)

, teniendo en cuenta que:

dt

dx

dt
Vo

que ya sabemos resolver (ecuacion de variables separadas).
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Casol: w(t)=0

integrando: X :j¢ (t)

Las soluciones son la familia de curvas:

o120
0N

y=p(t)

Caso 2: Si existe algun to tal que w (ty )=0, para este t tenemos:

0=¢ (tg )% asi que 0=¢ (to ). Formalmente, vamos a decir que es verdad para todo t,
asi que: ¢ (t)=0, esdecir: ¢ (t)=cste=¢(ty ). Asi, tenemos y =g (tg ).

Podemos comprobar con rigor que esta recta horizontal es solucion de la EDO sin més que
sustituir en ella: F (y, y ):O: F(olty),0)=F (o), wt))

: . C 203 (B8
Ejemplo: Resolver: y +(y =1

Hagamos tomamos: y = cos® ®), y' =sin® (t), entonces tenemos:

/3 /3 ' -
[cos:*g(t)]2 + [Sinzg(t)]2 =1. Derivando y =cos” (t) tenemos: y =-3cos” (t)sin(t) gt 1o
X

que usando y' = sin 3 (t) resulta: sin® (t)=—3cos2 (t)sin(t)g—t
X
. .3 cos? (t)
Caso 1: si sin”(t) = 0, tenemos: dx =-3 dt, o sea:
sin? (t)

x = -3 cot % (t)dt =—3j[1+ cotz(t)Jdt +3[dt =3cot(t) +3t+C

Las soluciones son:

y= cos® (9]

{x =3cot(t)+3t+C

Caso 2: Para los t tales que sin3(t) =0, es decir t=km, con k € Z , aparecen como soluciones
singulares las rectas horizontales: y = cos® (k) , es decir ly=1] e ly=-1]
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Miércoles 16.08.2006

3.6 EDOdelaforma: F(x,y )=0

Caso1: y =g(x)

Entonces, tenemos directamente: |y = [ g(x)dx

Caso2: x=ly )
'—ﬂ:p

= dx = dy
dx p

y =p y

dy

Como x:h(y' ),tenemos: dx=h(p )dp:?,entonces: y=] ph (p)dp

La solucion es:

x = h(t)
y =9(t)
Igual como antes, con y' =p.

Caso 3: { tal que: F (h(t), g(t))=0

X H

3.7 EDO delaforma: F[y y'jzo

Suponemos que coNOcemos una representacion paramétrica

a=p(t)y p=y(t)
que verifique:

F(a, f)=0

Hagamos el cambio de variable: | =¢(t)

e impongamos la condicion : |y =w(t)

Vamos a derivar y, asi que tenemos: y =g(t )+ x¢o (t )E
- dt

t)=0plt t)—

w(t)=e(t)+xe ()~
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v (1)-p(t)=x0 ()5

gue en principio es una ecuacién en variables separadas.
Siy(t)=ze(t):

dx _ ¢'(t)dt
x w(t)-o(t)
de solucién :
x=Ce® con ®o(t)= p (1)dt
(=], (=)
entonces y=Ce®p(t)

La solucion de la EDO es:

N
~—~—
I
o

Ejemplo: Resolver: x? ( y )2 —( Y%+ X

Dividiendo por x* tenemos :

Esta forma nos hace recordar la relacion ( cos, t )* — (sin, t)* =1, asi que vamos a hacer el

y

cambio: y =cos,t y ==sin,t .
X

Vamos a derivar y = x sinh t asi que tenemos y =sin, t + x cos, t :—
X

Entonces tenemos ﬂ = COS, t dt.

X cos,t—sin,t
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Tenemos x=C e®") con

()= [ — 5t dt:jet”Le_ dtzlj(1+e2‘)dt:%t+%92‘.

cos, t —sin, t 2e” 2
Lt
- x=Ce? *
La solucion de la EDO son las curvas: L1
y=Csin te? *
t=-15:001:15; -
c=1,; “
X=C*exp(t/2+1/4*exp(2*t)); 0
y= X.*sinh (t); %0
plot (x,Yy); w7

o 80 1m 180 20 0 300 380

Miércoles 25.08.2004:
Ejercicios para preparar el control.

Viernes 27.08.2004:
Paragrafo 2.15 Teorema de existencia y unicidad de soluciones.
2.15.1 y puntos A y B hasta el lema 3 incluido.

Lunes 30.08.2004:
Fin del pardgrafo 2.15 Teorema de existencia y unicidad de soluciones.
Fin del punto B y el punto C y 2.15.2 ecuacion lineal de orden 1.

Miércoles 25.08.2004:
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4 EDO implicitas en las que se puede reducir el orden

Sea la EDO de la forma:

F(X,y,y',...,y(”))=0 conn>0

No hay un método general para resolver tal EDO, asi que vamos a ver solamente algunos
casos.

4.1 EDO delaforma: F(x, y(k),-u,y(”)):o conl<k<n

Hagamos el cambio de variable: y(k) =7

Tenemos:
F(x,z,---,z(”_k)):o conl<k<n,

que es una EDO de orden (n-k).

Si logramos resolverla, su solucion seré de la forma: z =¢ ( X,C - ,Ch_k ) donde C;

son n-k constantes. Como y(k) =z, basta integrar k veces z = ¢ ( X,Cq - ,Ch_k )
respecto de X, es decir:

y=[[-] o(x,Cp- ,Cp_y )dxdx---dx
k veces, lo que va a introducir k nuevas constantes.

La solucién general sera:

y:”f go(x,Cl,--- Ch_k )dxdx---dx + cn_k+1xk +-+Cph_g X+Cp,
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Maclaurin series for common functions include (desde la pagina: http://mathworld.wolfram.com/MaclaurinSeries.html)
pr=l+a+r? 42+t +2%+... for =1<2<1
en(z, k) =1 = 32 4 (1 +4k%)z" +. ..

cospml=la¥s bote Lofe, | for ~c0<zr<00

cos 'z =gr—r—grt— Sxt — ol — L for —1<z <]
coshz =14 La? + Lot + Loo® 4 Lo 4,

ot lz=ir—z+30® — 24 RaT — 220 1.,

cot™! (L) =z =12 4 L2® = .I,lm""-lrg_-m”-l-f..
coth™'(1+z)=3im2— e+ fzr— &2 + ...

esch e =m2=Inz+ jo? = LT+ b - ..,

du(z. k)= 1 - 2k%2* + 2@+ )z + ...

erfr = do (27 = &% 4 Lo® = Lo + .. )

&’=l+z+%f+;—m*+;—‘m"+...fur — 0o < <00
:Fife, Biyi2) =14 ‘?‘é‘m‘i' - &ﬂtlﬁm-] a¥ + ...
I(l+zj=cr=zz’+za* =224, for =1<z<1
]n(ﬁ)-zz+553+§m5+§m’+.“fﬂr—l{m{fl

- 1.2, 5.4, 6 6., 277
Sﬂﬂﬂ:‘-—l-l-i-r '+'§'*"I +ﬁm +WSE+.--
sed::-l—%mz+%m*—%z“+£-;m&+.u
sed1"m=h|2-lnz—-}mz—3%m"—...

5

" N -3 B — 1 T —
sing =z — gz" + & vt +... for — o< o< oo

ii-le =+ Lo? 4 Bab 4 B gl 4 35,8
sin z‘—z-l-&ra-imrﬁ-i“?z + fygad +oas

sinh.-:-.-:+§-:n“+ T%“'a"'io'lﬁm?"’ ﬁilﬁm*+...

. 11 1 5 .7, 35 9O
simh *r=mw = Ef!fi - iﬁ;ﬂﬁti = 73 & -+ TIREE = e
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sn{:r,,.k} =nr-— %E]_ + .‘:2}1‘:} + ﬁ{] + 14k% + E-I-}I_ﬁ + on

tanm=-1-+;]i"1'-a+ 2% 4 ’Tm?+ ” 2%+ ... (25)

fan ’z:m—%13+é-;55—-,:f,-m?+.“ for =1<z< 1

(26)

=1 - 1 L. 1.2 1.3, 1.5
tan {1+E‘-}—Tﬂ'+'}':ﬁ' '+'1I- -+ “.I- +ﬂm e @7
lanlm-z—%m“+ ta® = ATa” 4 a4+ ... 9
tmh 1.'.1'-_5""" EI'EI'F?I +'_'|'-I'- +---- (29)

The explicit forms for some of these are

Ti_ - En—i-'f’ (30)
o 50 L) 2n

eE= En:l an) * 31
oo *

coshz = En:ﬂ '[__2'};'?{: " (32)

- T {11“‘2& "1} B2 21
csew =3 ) - =

F = E:::u ﬁ,"n (34)
Il + 2} = 3700 LU g

(35)

I (H2) = T2, gkt

oo (=1 By
seee =73 ", P x*" @7
- _ oo =1§* _ong1
SE = Zn:l- inLH ©®
sinhz = En—ﬂ mm?"*’ (39)
= §0e ("R ) Baase 2041
tanz =3, Rl o)
1 = ] —p)t? Fn—1
fan—t e = Eﬂ:l L‘Ei-r']:i_r “n
1 e — e T 1
tanh ™'z = o) mer® @
Bﬂ E-I'I
where are Bernoulli numbers and are Euler numbers.
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