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Cap��tulo 3

Aproximaci�on de funciones por polinomios

3.1 F�ormula de Taylor para funciones de una vari-

able

Como de todos es conocido, los polinomios son funciones muy f�aciles de estudiar -por

ejemplo, son f�aciles de evaluar, de derivar, integrar, etc-. Por este motivo a lo largo

de la historia ha sido grande el inter�es por tratar de \aproximar" algunas funciones

por polinomios.

Supongamos por ejemplo que queremos obtener el valor aproximado de 10
p
e = e0:1.

Es decir tratamos de obtener el valor aproximado de la funci�on f(x) = ex, en el

punto x = 0:1, cercano al punto x = 0. Para ello trataremos de encontrar polinomios

cuyo comportamiento, en las proximidades del origen, sea similar a f(x) = ex. La

Figura 3.1 muestra una representaci�on gr�a�ca de las funciones f(x) = ex y los

polinomios P0(x) = 1, P1(x) = 1+ x, P2(x) = 1+ x+ x2

2 y P3(x) = 1 + x+ x2

2 + x3

6 .

El polinomio P0(x) = 1 est�a representado por una recta horizontal que pasa por

el punto P (0; 1), por lo tanto el polinomio P0(x) toma en x = 0 el mismo valor que

la funci�on y = f(x) y decimos que ambas funciones tienen un contacto de orden 0 en

el punto P (0; 1).

El polinomio P1(x) = 1+x representa la recta tangente a la funci�on en dicho punto

y por tanto en el punto P (0; 1) coinciden, adem�as de los valores de las funciones f(x)

y P1(x), los valores de sus derivadas. Por este motivo decimos que ambas funciones

tienen en el punto P (0; 1) un contacto de orden 1.
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X

Y

y=1

y=1+x

y=1+x+x2/2

y=ex

y=1+x+x2/2+x3/6

Figura 3.1: La funci�on f(x) = ex aproximada por polinomios.

El polinomio P2(x) = 1 + x + x2

2 representa una par�abola que pasa tambi�en por

dicho punto P (0; 1). Esta funci�on P2(x) tiene, en el punto P (0; 1) el mismo valor que

f(x), coincidiendo tambi�en sus dos primeras derivadas con las de la funci�on f(x) en

dicho punto. Se trata entonces de un contacto de orden 2.

Por el mismo motivo diremos que el polinomio P3(x) y la funci�on f(x) tienen un

contacto de orden 3 en el punto P (0; 1).

Estos polinomios se conocen con el nombre de polinomios de Taylor de la funci�on

y = ex en el punto P.

De una forma general, si una funci�on es su�cientemente regular en un punto a,

en tanto en cuanto admite varias derivadas sucesivas en el punto, se la va a poder

aproximar en un entorno su�cientemente peque~no del punto mediante polinomios

expresados en potencias de (x � a), llamados polinomios de Taylor o desarrollos

limitados de Taylor, de manera que cuando aumenta el grado mejora la aproximaci�on.

Concretamente, si f(x) es una funci�on n + 1 veces derivable en un entorno del

punto a 2 IR (o simplemente n+2 veces derivable en el punto a), se llama polinomio

de Taylor, o desarrollo limitado de Taylor, de orden n de f(x) en x = a y lo repre-

sentaremos por Tn(f; a)(x) al �unico polinomio Pn(x) de grado menor o igual que n,

que veri�ca:
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Pn(a) = f(a); P 0
n
(a) = f 0(a); P 00

n
(a) = f 00(a); : : : ; P (n)

n
(a) = f (n)(a)

1 Este polinomio viene dado por la expresi�on

Tn(f; a)(x) = f(a)+
f 0(a)

1!
(x�a)+ f 00(a)

2!
(x�a)2+ f 000(a)

3!
(x�a)3+� � �+ f (n)(a)

n!
(x�a)n

Cuando no haya lugar a confusi�on lo denotaremos por Tn(x), en lugar de

Tn(f; a)(x).

En el caso particular en que el punto en cuesti�on sea el origen x = 0, el polinomio

de Taylor recibe el nombre de polinomio de MacLaurin. Por lo tanto el polinomio de

MacLaurin de orden n de una funci�on f(x) ser�a:

Tn(f; 0)(x) = f(0) +
f 0(0)

1!
x +

f 00(0)

2!
x2 +

f 000(0)

3!
x3 + � � �+ f (n)(0)

n!
xn

Ejemplo 3.1.1 Dada la funci�on f(x) = ex, obtener su polinomio de Taylor de tercer

grado en x = 0.

Las derivadas de la funci�on f(x) = ex, as�� como sus valores en el origen son:

f 0(x) = f 00(x) = f 000(x) = ex f(0) = f 0(0) = f 00(0) = f 000(0) = 1

Por lo tanto el polinomio de Taylor pedido ser�a

T3(f; 0)(x) = 1 + x +
x2

2!
+
x3

3!
= 1 + x+

x2

2
+
x3

3

Dada una funci�on f(x), su polinomio de Taylor en un punto a aproxima entonces

a la funci�on en las proximidades de dicho punto. De hecho cuanto mayor es el grado

del polinomio, mayor es el grado de aproximaci�on. Este hecho queda de mani�esto

en el siguiente teorema:

1La existencia y unicidad del polinomio de Taylor de una funci�on en un punto constituyen el

Teorema de Taylor.
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Teorema. Dada una funci�on f(x), n+1 veces derivable en un entorno del punto

x = a, y sea Tn(f; a)(x) su polinomio de Taylor de orden n, entonces

lim
x!a

f(x)� Tn(f; a)(x)

(x� a)n
= 0

Este resultado nos permite a�rmar que f(x)� Tn(f; a)(x) es un in�nit�esimo de

orden al menos n + 1, en el punto a, es decir f(x)� Tn(f; a)(x) = O((x� a)n+1).

Por lo tanto podemos a�rmar que el polinomio de Taylor aproxima a la funci�on,

en un entorno de f(x), y cuanto m�as peque~no es el entorno, mejor es la aproximaci�on:

f(x) � f(a) +
f 0(a)

1!
(x� a) +

f 00(a)

2!
(x� a)2 +

f 000(a)

3!
(x� a)3 + � � �+ f (n)(a)

n!
(x� a)n

Si tomamos como valor de f(x) el valor dado por su polinomio de Taylor verdader-

amente estamos obteniendo una aproximaci�on del valor verdadero de la funci�on. El

error cometido por dicha aproximaci�on, que tambi�en depender�a de x, se conoce con

el nombre de resto de Taylor de orden n de f(x) en x = a:

Rn(f; a)(x) = f(x)� Tn(f; a)(x)

L�ogicamente no existe una expresi�on elemental para este resto, independiente-

mente de la funci�on considerada. No obstante existen algunas expresiones que nos

permitir�an acotar este resto y por tanto tener alg�un control sobre el error cometido

cuando utilizamos polinomios de Taylor para aproximar funciones. Una vez consider-

adas estas expresiones, la f�ormula que permite expresar, de forma \exacta", el valor

de f(x) en funci�on de su polinomio de Taylor con el correspondiente resto, recibe el

nombre de f�ormula de Taylor de la funci�on:

f(x) = Tn(f; a)(x) +Rn(f; a)(x) =

= f(a) +
f 0(a)

1!
(x� a) +

f 00(a)

2!
(x� a)2 + � � �+ f (n)(a)

n!
(x� a)n +Rn(f; a)(x)

o de una forma m�as escueta (si no existiera ambig�uedad)
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f(x) = Tn(x)+Rn(x) = f(a)+
f 0(a)

1!
(x�a)+f 00(a)

2!
(x�a)2+� � �+f (n)(a)

n!
(x�a)n+Rn(x)

Una expresi�on del resto, llamada forma in�nitesimal del resto, viene dada por el

teorema previamente demostrado: Rn(x) = O((x� a)n+1). Entonces

f(x) = f(a) +
f 0(a)

1!
(x� a) +

f 00(a)

2!
(x� a)2 + � � �+ f (n)(a)

n!
(x� a)n +O((x� a)n+1)

Ejemplo 3.1.2 Los desarrollos de Mac Laurin m�as usuales son:

a) Para x 2 IR, ex = 1 + x + x2

2!
+ x3

3!
+ � � �+ xn

n!
+O(xn+1).

b) Para x 2 IR, sen x = x� x3

3!
+ x5

5!
+ � � �+ (�1)n x2n+1

(2n+ 1)!
+O(x2n+2).

c) Para x 2 IR, cos x = 1� x2

2!
+ x4

4!
+ � � �+ (�1)n x2n

(2n)!
+O(x2n+1).

d) Para x > �1, ln(1 + x) = x� x2

2 + x3

3 � x4

4 + � � �+ (�1)n+1xn
n +O(xn+1).

e) Para x > �1, (1 + x)� = 1 + �
1!
x +

�(�� 1)
2!

x2 + � � � + � : : : (�� n+ 1)
n!

xn +

O(xn+1).

Queda resuelto en el bolet��n de problemas resueltos.

A la hora de determinar el desarrollo de Taylor (con resto en forma in�nitesimal),

con frecuencia resulta �util utilizar alguno de los desarrollos conocidos de algunas

funciones. En particular, consideremos sendas funciones f(x) y g(x), y los polinomios

de Taylor de orden n en un punto a a ellas asociados, pn(x) y qn(x), respectivamente.

Entonces:

� El polinomio de Taylor de orden n en a de � f(x)+� g(x), con �; � 2 IR, resulta

ser � pn(x) + � qn(x).

Ejemplo 3.1.3 Calcular los polinomios de Taylor sn(x) y cn(x) de orden n en

x = 0 del seno y del coseno hiperb�olicos (funciones que vienen de�nidas como

senh x = ex � e�x

2 y cosh x = ex + e�x

2 ).
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Estos polinomios los podemos calcular en funci�on del polinomio de Taylor

pn(x) = 1 + x
1!

+ x2

2!
+ x3

3!
+ � � �+ xn

n!
correspondiente a ex = pn(x) +O(xn+1).

As��, el polinomio de Taylor del seno hiperb�olico resulta ser

sn(x) =
pn(x)

2
� pn(�x)

2
=

1

2

nX
i=0

xi � (�x)i
i!

=
1

2

bn� 1
2

cX
i=0

2x2i+1

(2i + 1)!

Esto es, senh x = x+ x3

3!
+ x5

5!
+ � � �+ x

2bn � 1
2

c+1

(2bn� 1
2 c + 1)!

+O(xn+1).

Del mismo modo, el polinomio de Taylor del coseno hiperb�olico resulta ser

cn(x) =
pn(x)

2
+
pn(�x)

2
=

1

2

nX
i=0

xi + (�x)i
i!

=
1

2

bn
2
cX

i=0

2x2i

(2i)!

Esto es, cosh x = 1 + x2

2!
+ x4

4!
+ � � �+ x

2bn
2
c

(2bn2 c)!
+O(xn+1).

� El polinomio de Taylor de orden n en a de f(x) � g(x) coincide con el resultante

de prescindir en pn(x) � qn(x) de los t�erminos de grado mayor que n.

Ejemplo 3.1.4 Calcular el polinomio de Taylor de grado 3, en x = 0, de

ex cos x.

El polinomio de Taylor t3(x) de e
x cos x en x = 0 queda determinado por los

polinomios de Taylor p3(x) = 1 + x
1!

+ x2

2!
+ x3

3!
y c3(x) = 1� x2

2!
de ex y cos x,

respectivamente.

As��, el desarrollo de Taylor de ex cos x de grado 3 en x = 0 es

t3(x) +O(x4) = (p3(x) +O(x4)) � (c3(x) +O(x4)) =

= 1 +
x

1!
+
x2

2!
+
x3

3!
� x2

2!
� x3

2!
+ O(x4) = 1 + x� x3

3
+O(x4)

� Si g(a) 6= 0, el polinomio de Taylor de orden n en el punto a de la funci�on
f(x)
g(x)

viene dado por el cociente que se obtiene al dividir pn(x) entre qn(x), seg�un las

potencias crecientes, hasta el grado n inclusive.
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Ejemplo 3.1.5 Calcular el desarrollo de Taylor de orden n de la funci�on 1
1� x

en x = 0.

Este desarrollo se puede obtener a partir de los desarrollos de 1 = 1 +O(xn+1)

y 1� x = 1� x+O(xn+1), para n > 1.

De hecho, 1=(1� x) = 1+ x+ x2+ � � �+ xn+O(xn+1). Este desarrollo tambi�en

se podr��a haber obtenido a partir del de (1 + x)� tomando �x en lugar de x y

� = �1.

Ejemplo 3.1.6 Obtener el desarrollo de orden 7 de la funci�on tg x.

Podemos considerar el desarrollo de tg x = sen x
cos x de orden 7 en x = 0, en funci�on

de los desarrollos de sen x = x� x3

3!
+ x5

5!
� � � �+ (�1)n x2n+1

(2n+ 1)!
+O(x2n+2) y

cos x = 1� x2

2!
+ x4

4!
� � � �+ (�1)n x2n

(2n)!
+O(x2n+1).

Los desarrollos de orden 7 de sen x y 1
cos x son sen x = x� x3

6 + x5

120 �
x7

5040 +

O(x8) y 1
cos x = 1 + x2

2 + 5x4

24 + 61x6

720 + O(x8); de modo que el desarrollo de

orden 7 de tg x queda sen x � 1
cos x = x + x3

3 + 2x5

15 + 17x7

315 +O(x8).

� Supuesto que qn(x) es el desarrollo de g(x) en f(a), la funci�on g Æ f admite

desarrollo limitado de orden n en a, dado por el polinomio que se obtiene al

prescindir en g Æ p de los t�erminos de grado mayor que n.

Ejemplo 3.1.7 Obtener el desarrollo de orden 5 de ecosx en x = 0.

Como el desarrollo que conocemos de ex es en x = 0, necesitamos que el ex-

ponente de ecosx sea 0. Dado que en el punto a tomar el desarrollo (x = 0) es

cos x = 1, tomamos ecosx = e1+cos x�1 = e � ecos x�1, de modo que cos x � 1 vale

0 en x = 0. As��, tomando f(x) = cos x� 1 y g(x) = ex vamos a desarrollar en

x = 0 la composici�on g Æ f(x) = ecosx�1. El desarrollo buscado ser�a el producto

del anterior por e.

Como ex = 1+x+ x2

2 + x3

6 + x4

24 +
x5

120 +O(x6) y cos x�1 = �x2

2 + x4

24 +O(x6);

se sigue de manera inmediata el desarrollo

ecos x�1 = 1 +

 
�x2

2
+
x4

24
+O(x6)

!
+

1

2

 
�x2

2
+
x4

24
+O(x6)

!2

+O(x6) =
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= 1� x2

2
+
x4

24
+
x4

8
+O(x6) = 1� x2

2
+
x4

6
+O(x6);

de modo que el desarrollo buscado es ecos x = e� e
2x

2 + e
6x

4 +O(x6).

L�ogicamente la forma in�nitesimal del resto no nos permite tener una idea de su

valor aproximado. No obstante existen otras expresiones para el resto de Taylor que

si nos permiten aproximar su valor. Una de estas expresiones es la siguiente:

F�ormula de Taylor con resto de Lagrange: Si la funci�on f(x), y sus primeras

n derivadas f 0(x); : : : ; f (n)(x), son continuas en un entorno E(a; Æ) de a, y existe la

derivada de orden n + 1, f (n+1), en dicho entorno, entonces para cada x 2 E(a; Æ)

existe un valor intermedio � 2 (a; x) (o � 2 (x; a) dependiendo de que x > a o x < a,

respectivamente), de forma que

f(x) = Tn(f; a)(x) +Rn(f; a)(x) =

= f(a) +
f 0(a)

1!
(x� a) +

f 00(a)

2!
(x� a)2 + � � �+ f (n)(a)

n!
(x� a)n +Rn(f; a)(x)

siendo

Rn(f; a)(x) =
f (n+1)(�

n!
(x� a)n+1

Es decir, la f�ormula de Taylor con resto de Lagrange ser�a:

f(x) = f(a) +
f 0(a)

1!
(x� a) +

f 00(a)

2!
(x� a)2 + � � �

� � �+ f (n)(a)

n!
(x� a)n +

f (n+1)(�)

n!
(x� a)n+1 ; � 2 (a; x) [�o � 2 (x; a) ]

En el caso particular en que el punto sea x = 0, obtendremos la f�ormula de

MacLaurin con resto de Lagrange:

f(x) = f(0) +
f 0(0)

1!
x+

f 00(0)

2!
x2 + � � �+ f (n)(0)

n!
xn +

f (n+1)(�)

n!
xn+1 ; � 2 (0; x)

Ejemplo 3.1.8 Los desarrollos de Mac Laurin, con restos de Lagrange, de las fun-

ciones m�as usuales son:
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a) Para x 2 IR, ex = 1 + x + x2

2!
+ x3

3!
+ � � �+ xn

n!
+ e�xn+1

(n + 1)!
, siendo � 2 (0; x).

b) Para x 2 IR, sen x = x�x3

3!
+x5

5!
+� � �+(�1)n x2n+1

(2n+ 1)!
+(�1)n+1 cos �

(2n+ 2)!
x2n+2,

siendo � 2 (0; x).

c) Para x 2 IR, cos x = 1� x2

2!
+ x4

4!
+ � � �+ (�1)n x2n

(2n)!
+ (�1)n+1 sen �

(2n+ 1)!
x2n+1,

siendo � 2 (0; x).

d) Para x > �1, ln(1 + x) = x � x2

2 + x3

3 � x4

4 + � � � + (�1)n+1xn
n +

(�1)n xn+1

(n+ 1)(1 + �)n+1 , siendo � 2 (0; x).

e) Para x > �1, (1 + x)� = 1 + �
1!
x +

�(�� 1)
2!

x2 + � � � + � : : : (�� n+ 1)
n!

xn +

�(�� 1) � � � (�� n)(� + 1)��n�1 xn+1

(n+ 1)!
, siendo � 2 (0; x).

Esta forma del resto es m�as dif��cil de obtener, no obstante nos permitir�a tener una

idea del error cometido cuando si tomamos como valor aproximado de la funci�on f(x)

en un punto, el valor Tn(f; a)(x) de su polinomio de Taylor en dicho punto. Veamos

un ejemplo:

Ejemplo 3.1.9 Obtener valores aproximados de cos 1 y de cos 5, utilizando poli-

nomios de Taylor de distinto grado en x = 0, acotando el error cometido con cada

uno de ellos.

Recordemos que el desarrollo de MacLaurin de la funci�on f(x) = cos x en el origen,

con resto de Lagrange, es:

cos x = 1� x2

2!
+
x4

4!
+ � � �+ (�1)n x2n

(2n)!
+ (�1)n+1 sen c

(2n+ 1)!
x2n+1; siendo c 2 (0; x)

Entonces si queremos obtener el valor de f(1) = cos 1, y para ello utilizamos el

valor del polinomio de MacLaurin Tn(f; a)(1), el error cometido vendr�a dado por el

resto de Taylor:

j"j = jf(1)� Tn(f; a)(1)j = jRn(1)j

Veamos estos valores para polinomios de distinto grado:
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1. Si utilizamos el polinomio de Taylor de orden 2 tendremos

f(1) = cos 1 = 1� 1

2
+

sen c

6
; para c 2 (0; 1)

de modo que cos 1 ' 0:5, con un error " = sen c
6 , y por tanto acotado por

j"j � sen 1
6 < 0:1402452, al ser j sen cj � sen 1 para c 2 (0; 1). De este modo,

T2(1) no garantiza en principio ninguna cifra decimal exacta.

2. Si utilizamos el polinomio de Taylor de orden 2 tendremos

f(1) = cos 1 = 1� 1

2
+

1

24
� sen c

120
; para c 2 (0; 1)

de modo que cos 1 ' 0:541666 : : :, con un error " = �sen c
120 , y por tanto acotado

por j"j � sen 1
120 < 0:00701226, al ser j sen cj � sen 1 para c 2 (0; 1). As��, T4(1)

aproxima a cos 1 al menos con dos cifras decimales exactas.

3. Si el polinomio de Taylor es de orden 6:

f(1) = cos 1 = 1� 1

2
+

1

24
� 1

720
+

sen c

5040
; para c 2 (0; 1)

de modo que cos 1 ' 0:5402777 : : :, con un error " = sen c
5040, y por tanto acotado

por j"j � sen 1
5040 < 0:00016696, al ser j sen cj � sen 1 para c 2 (0; 1). En esta

ocasi�on, T6(1) aproxima a cos 1 al menos con 3 cifras decimales exactas.

4. Por �ultimo, si el polinomio es de orden 8:

f(1) = cos 1 = 1� 1

2
+

1

24
� 1

720
+

1

40320
� sen c

362880
; para c 2 (0; 1)

de modo que cos 1 ' 0:540302579365079 : : :, con un error " = � sen c
362880 aco-

tado por j"j � sen 1
362880 < 0:0000023189, al ser j sen cj � sen 1 para c 2 (0; 1).

Finalmente, T8(1) aproxima a cos 1 al menos con 5 cifras decimales exactas.

De hecho, cos 1 = 0:5403023058681397174 : : :, y la aproximaci�on obtenida es

buena.

En cambio, si pretendemos aproximar el valor de cos 5 con los mismos polinomios,

el resultado probablemente no sea igual de satisfactorio, dado que 5 no est�a su�cien-

temente pr�oximo al punto en el que estamos desarrollando (a = 0).
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1. f(5) = cos 5 = p2(5) +
sen c
6 53, para c 2 (0; 5); de modo que cos 5 ' �11:5, con

un error " = 125
6 sen c acotado por j"j � 125

6 < 20:84, al ser j sen cj � 1 para

c 2 (0; 5). De este modo, la aproximaci�on no es nada �able.

2. f(5) = cos 5 = p4(5) � sen c
120 55, para c 2 (0; 5); de modo que ahora la aprox-

imaci�on ser�a cos 5 ' 14:541666 : : :, con un error " = �sen c
120 55 acotado por

j"j � 31255
120 < 26:042, al ser j sen cj � 1 para c 2 (0; 5). De nuevo, la estimaci�on

no es adecuada, por la incertidumbre que da la acotaci�on del error.

3. f(5) = cos 5 = p6(5) +
sen c
50405

7, para c 2 (0; 5); de modo que ahora la aprox-

imaci�on ser�a cos 5 ' �7:1597222 : : :, con un error " = sen c
50405

7 acotado por

j"j � 78125
5040 < 15:501, al ser j sen cj � 1 para c 2 (0; 5). En esta ocasi�on, la

acotaci�on del error vuelve a exceder lo razonable.

4. f(5) = cos 5 = p8(5) � sen c
3628805

9, para c 2 (0; 5); y ser�a cos 5 ' 2:5283978 : : :,

con un error " = � sen c
3628805

9 acotado por j"j � 1953125
362880 < 5:3823, al ser

j sen cj � 1 para c 2 (0; 5). Esta �ultima es la menos mala de entre todas las

aproximaciones realizadas, pero en ning�un caso es satisfactoria, dado que por

todos es sabido que el coseno oscila entre 1 y �1, y la aproximaci�on que se

maneja es de 2:5283978 : : :

En verdad, cos 5 = 0:28366218546322626447 : : :, y lo que se tendr��a que haber

hecho es desarrollar por Taylor la funci�on coseno en un punto pr�oximo a x = 5 (por

ejemplo x = 3�
2 , para garantizar la bonanza de las aproximaciones.

3.2 Aplicaciones de la f�ormula de Taylor

3.2.1 Aplicaci�on al c�alculo de valores aproximados

Hemos estudiado anteriormente c�omo podemos utilizar la f�ormula de Taylor para el

c�alculo aproximado de valores de una funci�on. No obstante veamos otro ejemplo:

Ejemplo 3.2.1 Utilizando desarrollos de MacLaurin, indicar el n�umero de t�erminos

necesarios para obtener el valor de
p
e con un error menor que 10�3.
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El desarrollo de MacLaurin de f(x) = ex de orden n, con resto de Lagrange, viene

dado por

ex = 1 + x+
x2

2!
+
x3

3!
+ : : :+

xn

n!
+

ec

(n+ 1)!
xn+1; c 2 (0; x)

Si utilizamos un polinomio de MacLaurin Pn(x) de orden n, el error cometido al

aproximar
p
e = e1=2 por Pn(1=2) ser�a jRn(1=2)j. Entonces

jRn(1=2)j =
����� ec

2n+1 (n+ 1)!

����� ; c 2 (0;
1

2
)

Entonces

jRn(1=2)j =
����� ec

2n+1 (n+ 1)!

����� < 3

2n+1 (n + 1)!
< 10�3

Hemos de encontrar el menor valor de n que hace 2n+1 (n + 1)! > 3000, es decir

n = 4, ya que 24 � 4! = 384 y 25 � 5! = 3840.

Por lo tanto el valor aproximado de
p
e dado por P4(

1
2), siendo

P4(x) = 1 + x+
x2

2!
+
x3

3!
+
x4

4!

comete un error menor que 10�3. Este valor ser�a

p
e � P4(

1

2
) = 1 +

1

2
+

1

8
+

1

48
+

1

384
=

211

128
= 1:6484375

3.2.2 Aplicaci�on al estudio local de una funci�on

El desarrollo de Taylor de una funci�on en un punto permite leer de manera inequ��voca

cu�al es el comportamiento de la funci�on en el punto (si es creciente, decreciente, tiene

un extremo o un punto de in
exi�on), en funci�on de la primera derivada no nula.
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Es de com�un conocimiento que el crecimiento de una funci�on f(x) en un punto

x = a depende del signo que tome la derivada primera de la funci�on en dicho punto:

si f 0(a) > 0, entonces la funci�on es estrictamente creciente en a, de modo que, si

f 0(x) es continua, para todo x; w en un entorno su�cientemente peque~no (a� Æ; a+ Æ)

se tiene que x < w implica f(x) < f(w); por el contrario, si f 0(a) < 0, entonces la

funci�on es estrictamente decreciente en a, de modo que, si f 0(x) es continua, para

todo x; w en un entorno su�cientemente peque~no (a � Æ; a + Æ) se tiene que x < w

implica f(x) > f(w). Si f 0(a) = 0 �o no existe f 0(a), la funci�on puede tener en a un

extremo local (m�aximo o m��nimo), un punto de in
exi�on, o un punto de crecimiento

dudoso; para determinar el comportamiento en el punto en cuesti�on basta estudiar

c�omo se comporta la funci�on en sus alrededores.

Es en el caso f 0(a) = 0 en el que el desarrollo de Taylor desempe~na un relevante

papel.

El procedimiento general dice que si f 0(a) = 0 y la primera derivada no nula en

a es de orden par, digamos f 0(a) = � � � = f 2n�1)(a) = 0; f 2n)(a) 6= 0, entonces la

funci�on tiene en a un m�aximo local si f 2n)(a) < 0 y un m��nimo local si f 2n)(a) > 0.

En caso de que f 0(a) = 0 y la primera derivada no nula en a sea de orden impar,

f 0(a) = � � � = f 2n)(a) = 0; f 2n+1)(a) 6= 0, entonces la funci�on tiene en a un punto de

in
exi�on, en el que la funci�on cambia su car�acter c�oncavo/convexo. En caso de que

todas las derivadas sean nulas en a, este m�etodo no aporta informaci�on, y hay que

estudiar el crecimiento de la funci�on en un entorno de a.

Veamos la explicaci�on de este hecho.

Supongamos que k es el orden de la primera derivada no nula de f(x) en el punto

a. Entonces, el desarrollo de Taylor de f(x) en a de orden k resulta ser

f(x) = f(a) +
fk)(a)

k!
(x� a)k +O((x� a)k+1)

de modo que
f(x)� f(a)
(x� a)k

=
fk)(a)
k!

+O((x� a)k+1); de donde

lim
x!a

f(x)� f(a)

(x� a)k
=

fk)(a)

k!

y por tanto
f(x)� f(a)
(x� a)k

tiene el mismo signo que
fk)(a)
k!

en un entorno E su�ciente-

mente peque~no de a.
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As��, si k es par, digamos k = 2n, se tiene:

� Si f 2n)(a) > 0, entonces
f(x)� f(a)
(x� a)2n

> 0 en E, de donde f(x) � f(a) > 0 en

dicho entorno; es decir, f(x) > f(a) para todo x en E, por lo que la funci�on

tiene en a un m��nimo local.

� Si f 2n)(a) < 0, entonces
f(x)� f(a)
(x� a)2n

< 0 en E, de donde f(x) � f(a) < 0 en

dicho entorno; es decir, f(x) < f(a) para todo x en E, por lo que la funci�on

tiene en a un m�aximo local.

An�alogamente, si k es impar, digamos k = 2n+ 1, se tiene:

� Si f 2n+1)(a) > 0, entonces
f(x)� f(a)
(x� a)2n+1 > 0 en E, de donde en dicho intervalo

es f(x)� f(a) > 0 si x� a > 0 y f(x)� f(a) < 0 si x� a < 0; es decir, en E es

f(x) > f(a) si x > a, mientras que f(x) < f(a) si x < a, por lo que la funci�on

es estrictamente creciente en a.

� Si f 2n+1)(a) < 0, entonces
f(x)� f(a)
(x� a)2n+1 < 0 en E, de donde en dicho intervalo

es f(x)� f(a) < 0 si x� a > 0 y f(x)� f(a) > 0 si x� a < 0; es decir, en E es

f(x) < f(a) si x > a, mientras que f(x) > f(a) si x < a, por lo que la funci�on

es estrictamente decreciente en a.

Ejemplo 3.2.2 Probar que la funci�on f(x) = x4(x ex + 1) tiene un m��nimo relativo

en x = 0.

Sin necesidad de derivar, podemos hallar cu�al es su desarrollo de Mac Laurin, en

funci�on del desarrollo de ex = 1 + x+ x2

2 + � � �+ xn

n!
+O(xn+1), de modo que

f(x) = x4(xex + 1) = x4(x(1 + x +
x2

2
+ � � �+ xn

n!
+O(xn+1) + 1) =

= x4 + x5 + x6 +
x7

2
+ � � �+ xn

(n� 5)!
+O(xn+1) = x4 +O(x5)
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Por lo tanto, para valores pr�oximos a 0, f(x) > 0 = f(0), 8x y la funci�on tiene

un m��nimo relativo en x = 0.

El estudio general de los puntos de in
exi�on de y = f(x) concierne a las derivadas

de orden superior a 2, y se reduce a estudiar la posici�on relativa de la curva con

respecto de la recta tangente en el punto (a; f(a)): el punto ser�a de in
exi�on si y

s�olo si la curva atraviesa la recta tangente en el punto; en otro caso, la funci�on ser�a

c�oncava o convexa en el punto, dependiendo de si la curva se queda por encima o

debajo de la recta tangente, respectivamente.

-2 -1 1 2

-2

-1

1

2

3

4
x2 es concava en todos sus puntos

-2 -1 1 2

-4

-3

-2

-1

1

2
-x2 es convexa en todos sus puntos

Por tanto, si r(x) = p1(x) = f(a) + f 0(a)(x � a) es la recta tangente a la curva

y = f(x) en el punto (a; f(a)), tenemos que estudiar c�omo var��a el signo de la funci�on

diferencia g(x) = f(x) � r(x). Si tiene signo constante en un entorno de x = a, la

funci�on ser�a c�oncava (si g(x) � 0 en dicho entorno) o convexa (si g(x) � 0 en dicho

entorno); en caso de que g(x) > 0 a un lado de x = a y g(x) < 0 al lado contrario de

x = a, entonces la funci�on tendr�a en x = a un punto de in
exi�on. �Este es el caso de

y = x3 en el origen.

y = x3

-2 -1 1 2

-8

-6

-4

-2

2

4

6

8
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En particular, si la funci�on f(x) es n veces derivable en x = a, con

f 0(a) = f 00(a) = � � � = fn�1)(a) = 0 ; fn)(a) 6= 0

se tiene que:

1. Si n es par y fn)(a) > 0, entonces f(x) es c�oncava en x = a.

2. Si n es par y fn)(a) < 0, entonces f(x) es convexa en x = a.

3. Si n es impar, entonces f(x) tiene en x = a un punto de in
exi�on.

Esto es consecuencia directa del estudio de g(x) en x = a: si g(x) tiene un

extremo relativo en x = a, entonces f(x) es c�oncava si g(x) tiene un m��nimo en x = a

(g(a) = 0, luego si es m��nimo es porque 0 � g(x) = f(x) � r(x) en un entorno de

x = a; esto es, f(x) � r(x)), y convexa si g(x) tiene un m�aximo en x = a (g(a) = 0,

luego si es m�aximo es porque 0 � g(x) = f(x) � r(x) en un entorno de x = a; esto

es, f(x) � r(x)).

En caso de que g(x) sea estrictamente mon�otona en x = a, cambia de signo en

dicho punto, de donde f(x) > r(x) a un lado y f(x) < r(x) al otro, y x = a es un

punto de in
exi�on de la funci�on.

3.2.3 Aplicaci�on al c�alculo de l��mites indeterminados

La f�ormula de Taylor nos puede ayudar a resolver indeterminaciones, como muestra

el siguiente ejemplo:

Ejemplo 3.2.3 Calcular, utilizando la f�ormula de Taylor, el siguiente l��mite:

lim
x!0

x(ex + 1)� 2(ex � 1)

x3

En estos casos, podremos utilizar la f�ormula de Taylor de la funci�on f(x) = ex,

utilizando el resto en forma in�nitesimal:

ex = 1 + x+
x2

2
+
x3

6
+O(x4)
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Entonces:

lim
x!0

x(ex + 1)� 2(ex � 1)

x3
=

= lim
x!0

x(1 + x + x2

2 + x3

6 +O(x4) + 1)� 2(1 + x + x2

2 + x3

6 +O(x4)� 1)

x3
=

= lim
x!0

x(2 + x+ x2

2 + x3

6 +O(x4))� 2(x+ x2

2 + x3

6 +O(x4))

x3
=

= lim
x!0

2x + x2 + x3

2 + x4

6 +O(x5)� (2x+ x2 + x3

3 +O(x4))

x3
=

= lim
x!0

x3

6 +O(x5)

x3
=

1

6

3.3 F�ormula de Taylor para funciones de varias

variables

Introduciremos la f�ormula de Taylor para funciones de varias variables de modo similar

a como lo hicimos con funciones de una variable.

La Figura 3.2 muestra una representaci�on gr�a�ca, en las proximidades del punto

P (0; 0), de la funci�on f(x; y) = sen(x+ y) + cos(x + y).

z=sen(x+y)+cos(x+y)

Figura 3.2: La super�cie z = sen(x+ y) + cos(x + y).
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En la Figura 3.3 se representa la funci�on f(x; y) y el polinomio de grado cero

p0(x; y) = 1. Vemos que ambas funciones toman el mismo valor en el punto P (0; 0),

es decir son super�cies que pasan por el punto P (0; 0; 1).

z=sen(x+y)+cos(x+y)

z=1

Figura 3.3: La super�cie z = sen(x + y) + cos(x+ y) y el plano z = 1.

En la Figura 3.4 se representa la funci�on f(x; y) y el polinomio de primer grado

p1(x; y) = 1 + x + y. Este polinomio representa el plano tangente a la super�cie de

ecuaci�on z = f(x; y) en el punto P (0; 0; 1). Tiene por tanto en com�un con la funci�on

z = f(x; y) el valor en el punto P (0; 0) de su dominio, y el valor de las dos primeras

derivadas parciales en dicho punto.

z=sen(x+y)+cos(x+y)

z=1+x+y

Figura 3.4: La super�cie z = sen(x+y)+cos(x+y) y el plano tangente z = 1+x+y.
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La Figura 3.5 muestra la representaci�on gr�a�ca de la funci�on f(x; y) y el polinomio

de segundo grado p2(x; y) = 1+ x+ y� x2

2 � xy� y2

2 . La super�cie z = p2(x; y) rep-

resenta un paraboloide el��ptico (super�cie cu�adrica) y tiene en com�un con la funci�on

z = f(x; y) el valor en el punto P (0; 0) de su dominio, las dos primeras derivadas

parciales y las derivadas parciales de segundo orden en dicho punto.

z=sen(x+y)+cos(x+y)

z=1+x+y-x2/2-xy-y2/2

Figura 3.5: La super�cie z = sen(x + y) + cos(x + y) y el paraboloide el��ptico

z = 1 + x+ y � x2

2 � xy � y2

2 .

Por �ultimo la Figura 3.6 muestra la representaci�on gr�a�ca de la funci�on f(x; y) y

el polinomio de tercer grado p3(x; y) = 1+x+y� x2

2 �xy�
y2

2 �
x3

6 �
x2y
2 � x y2

2 � y3

6 ,

que representa una super�cie que tiene en com�un con z = f(x; y) hasta las derivadas

parciales de tercer orden en P (0; 0).

Como puede apreciarse estos polinomios aproximan a la funci�on f(x; y) en las

proximidades del origen, de forma que cuanto mayor es el grado del polinomio mejor

es dicha aproximaci�on.

A estos polinomios los denominaremos polinomios de Taylor de la funci�on

f(x; y) = sen(x + y) + cos(x + y) en el punto P (0; 0).

Para de�nir los polinomios de Taylor de una funci�on de dos variables, recordemos

los operadores diferenciales sucesivas de una funci�on de dos variables:
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z=sen(x+y)+cos(x+y)

z=1+x+y-x 2/2-xy-y2/2-x3/6-x2y/2-xy2/2-y3/6

Figura 3.6: Las super�cies z = sen(x+ y)+ cos(x+ y) y z = 1+ x+ y� x2

2 � xy�
y2

2 � x3

6 � x2y
2 � x y2

2 � y3

6 .

df(x; y) =
@f(x; y)

@x
dx+

@f(x; y)

@y
dy =

 
@

@x
dx+

@

@y
dy

!
f(x; y)

d2f(x; y) =
@2f(x; y)

@x2
dx2+2

@2f(x; y)

@x@y
dxdy+

@2f(x; y)

@y2
dy2 =

 
@

@x
dx +

@

@y
dy

!2

f(x; y)

y en general:

dnf(x; y) =

 
@

@x
dx+

@

@y
dy

!n

f(x; y) =
nX

k=0

0
@ n

k

1
A @nf(x; y)

@xn�k@yk
dxn�kdyk

La f�ormula de Taylor para una funci�on f(x; y) en el punto P (a; b) (en forma

diferencial) es:

f(x; y) = f(a; b) +
df(a; b)

1!
+
d2f(a; b)

2!
+ � � �+ dnf(a; b)

n!
+

+
dn+1f(�; �)

(n + 1)!
; � 2 (a; x); � 2 (b; y)

y utilizando la notaci�on de operadores diferenciales tendremos:

f(x; y) = f(a; b) +

�
@
@x

dx+ @
@y

dy

�
f(a; b)

1!
+

�
@
@x

dx+ @
@y

dy

�2
f(a; b)

2!
+ � � �
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� � �+

�
@
@x

dx+ @
@y

dy

�n
f(a; b)

n!
+

+

�
@
@x

dx+ @
@y

dy

�n+1

f(�; �)

(n + 1)!
; � 2 (a; x); � 2 (b; y)

Esta expresi�on constituye la f�ormula de Taylor con resto de Lagrange para la

funci�on f(x; y) en el punto P (a; b), siendo los n+1 primeros t�erminos correspondientes

al polinomio de Taylor y el �ultimo al resto de Lagrange:

f(x; y) = Tn(x; y) +Rn(x; y)

Tn(x; y) = f(a; b) +

�
@
@x

dx+ @
@y

dy

�
f(a; b)

1!
+

�
@
@x

dx+ @
@y

dy

�2
f(a; b)

2!
+ � � �

� � �+

�
@
@x

dx+ @
@y

dy

�n
f(a; b)

n!

Rn(x; y) =

�
@
@x

dx+ @
@y

dy

�n+1

f(�; �)

(n+ 1)!
; � 2 (a; x); � 2 (b; y)

Y la f�ormula de Taylor con el resto en forma in�nitesimal ser�a:

f(x; y) = Tn(x; y) +O(jj(x� a; y � b)jjn+1)

donde O(jj(x � a; y � b)jjn+1) representa un in�nit�esimo de orden n + 1 en x = a,

y = b.

Si tenemos en cuenta que dx = x� a, dy = y � b, y utilizamos la notaci�on

@f

@x
= f 0

x
;

@f

@y
= f 0

y
;

@2f

@x2
= f 00

xx
;

@2f

@x@y
= f 00

xy
;

@2f

@y2
= f 00

yy
;

@3f

@x3
= f 000

xxx
; � � �

los polinomios de Taylor de una funci�on f(x; y) en un punto P (x; a) son:

T0(x; y) = f(a; b) T1(x; y) = f(a; b) +
f 0
x
(a; b)(x� a) + f 0

y
(a; b)(y � b)

1!



118 3. Aproximaci�on de funciones por polinomios

T2(x; y) = T1(x; y) +
f 00
xx
(a; b)(x� a)2 + 2 f 00

xy
(a; b)(x� a)(y � b) + f 00

yy
(a; b)(y � b)2

2!

T3(x; y) = T2(x; y)+

+
f 000
xxx

(a; b)(x� a)3 + 3 f 000
xxy

(a; b)(x� a)2(y � b) + f 000
xyy

(a; b)(x� a)(y � b)2 + f 000
yyy

(a; b)(y � b)3

3!

En el caso particular en que el punto P sea el origen de coordenadas (x = 0,

y = 0) el polinomio recibe el nombre de polinomio de MacLaurin.

Ejemplo 3.3.1 Obtener el polinomio de MacLaurin de tercer grado de la funci�on

f(x; y) = sen(x + y) + cos(x + y).

Obtengamos las derivadas parciales de la funci�on f(x; y) = sen(x+y)+cos(x+y):

f 0
x
(x; y) = f 0

y
(x; y) = cos(x+ y)� sen(x + y)

f 00
xx
(x; y) = f 00

xy
(x; y) = f 00

yy
(x; y) = � sen(x + y)� cos(x + y)

f 000
xxx

(x; y) = f 000
xxy

(x; y) = f 000
xyy

(x; y) = f 000
yyy

(x; y) = � cos(x+ y) + sen(x+ y)

y en el origen:

f(0; 0) = 1 f 0
x
(0; 0) = f 0

y
(0; 0) = 1 f 00

xx
(0; 0) = f 00

xy
(0; 0) = f 00

yy
(0; 0) = �1

f 000
xxx

(0; 0) = f 000
xxy

(0; 0) = f 000
xyy

(0; 0) = f 000
yyy

(0; 0) = �1

Por lo tanto el polinomio de Taylor T3(x; y) de la funci�on ser�a:

T3(x; y) = 1 + x + y � x2

2
� xy � y2

2
� x3

6
� x2y

2
� x y2

2
� y3

6

De la misma forma podemos obtener la f�ormula de Taylor para funciones de m�as

de dos variables. Por ejemplo si f(x; y; z) es una funci�on de tres variables, teniendo

en cuenta los operadores diferenciales sucesivos:
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df(x; y; z) =
@f(x; y; z)

@x
dx +

@f(x; y; z)

@y
dy +

@f(x; y; z)

@z
dz =

=

 
@

@x
dx+

@

@y
dy +

@

@z
dz

!
f(x; y; z)

d2f(x; y; z) =

 
@

@x
dx +

@

@y
dy +

@

@z
dz

!2

f(x; y; z) =

=
@2f(x; y; z)

@x2
dx2 +

@2f(x; y; z)

@y2
dy2 +

@2f(x; y; z)

@z2
dz2+

+2
@2f(x; y; z)

@x@y
dxdy + 2

@2f(x; y; z)

@x@z
dxdz + 2

@2f(x; y; z)

@y@z
dydz

� � � � � � � � �

tendremos el polinomio de Taylor de una funci�on de tres variables en un punto

P (a; b; c):

Tn(x; y; z) = f(a; b; c) +

�
@
@x

dx+ @
@y

dy + @
@z

dz

�
f(a; b; c)

1!
+

+

�
@
@x

dx+ @
@y

dy + @
@z

dz

�2

f(a; b; c)

2!
+ � � �+

� � �+

�
@
@x

dx+ @
@y

dy + @
@z

dz

�n
f(a; b; c)

n!

siendo el resto

Rn(x; y; z) =

�
@
@x

dx+ @
@y

dy + @
@z

dz

�n+1

f(�; �; �)

(n+ 1)!

� 2 (a; x); � 2 (b; y); � 2 (c; z)

Ejemplo 3.3.2 Obtener el polinomio de MacLaurin de segundo grado de la funci�on

f(x; y; z) = ex sen(y + z).
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Obtenemos las derivadas parciales de la funci�on f(x; y; z):

f 0
x
(x; y; z) = ex sen(y + z); f 0

y
(x; y; z) = f 0

z
(x; y; z) = ex cos(y + z);

f 00
xx
(x; y; z) = ex sen(y + z); f 00

xy
(x; y; z) = f 00

xz
(x; y; z) = ex cos(y + z);

f 00
yy
(x; y; z) = f 00

yz
(x; y; z) = f 00

zz
(x; y; z) = �ex sen(y + z)

y en el origen:

f(0; 0; 0) = 0; f 0
x
(0; 0; 0) = 0; f 0

y
(0; 0; 0) = f 0

z
(0; 0; 0) = 1;

f 00
xx
(0; 0; 0) = 0; f 00

xy
(0; 0; 0) = f 00

xz
(0; 0; 0) = 1; f 00

yy
(0; 0; 0) = f 00

yz
(0; 0; 0) = f 00

zz
(0; 0; 0) = 0

Por lo tanto el polinomio de MacLaurin T2(x; y) de la funci�on ser�a:

T2(x; y; z) = y + z + xy + xz

3.4 Aplicaciones de la f�ormula de Taylor

Al igual que en el caso de funciones de una variable, la f�ormula de Taylor para

funciones de varias variables tiene diversas utilidades. Entre ellas su aplicaci�on al

c�alculo de valores aproximados de una funci�on en un punto; al estudio local de una

funci�on y a la resoluci�on de l��mites indeterminados.

3.4.1 Aplicaci�on al c�alculo de valores aproximados

La f�ormula de Taylor para funciones de varias variables es utilizada igualmente para

obtener valores aproximados de una funci�on en un punto:

Ejemplo 3.4.1 Obtener un valor aproximado de
p
1:03 3

p
0:98, utilizando la f�ormula

de Taylor hasta las derivadas de segundo orden.
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Si consideramos la funci�on f(x; y) =
p
x 3
p
y, pretendemos obtener un valor aprox-

imado de f(1:03; 0:98) que es el valor en un punto cercano al punto P (1; 1). Utilizare-

mos por tanto el polinomio de Taylor de segundo orden de la funci�on f(x; y) =
p
x 3
p
y,

en el punto P (1; 1).

Las derivadas de la funci�on f(x; y) =
p
x 3
p
y = x1=2y1=3 son:

f 0
x
(x; y) =

1

2
x�1=2y1=3 f 0

y
(x; y) =

1

3
x1=2y�2=3

f 00
xx
(x; y) =

�1
4
x�3=2y1=3 f 00

xy
(x; y) =

1

6
x�1=2y�2=3 f 00

yy
(x; y) =

�2
9
x1=2y�5=3

y en el punto P (1; 1):

f(1; 1) = 1; f 0
x
(1; 1) =

1

2
; f 0

y
(1; 1) =

1

3
; f 00

xx
(1; 1) =

�1
4
;

f 00
xy
(1; 1) =

1

6
; f 00

yy
(1; 1) =

�2
9

Por lo tanto el polinomio de Taylor ser�a:

T2(x; y) = f(1; 1) +
f 0
x
(1; 1)(x� 1) + f 0

y
(1; 1)(y � 1)

1!
+

+
f 00
xx
(1; 1)(x� 1)2 + 2 f 00

xy
(1; 1)(x� 1)(y � 1) + f 00

yy
(1; 1)(y � 1)2

2!
=

= 1 +
1

2
(x� 1) +

1

3
(y � 1)� 1

8
(x� 1)2 +

1

6
(x� 1)(y � 1)� 1

9
(y � 1)2

Entonces p
1:03

3
p
0:98 = f(1:03; 0:98) � T2(1:03; 0:98) =

= 1 +
0:03

2
� 0:02

3
� 0:0009

8
� 0:0006

6
� 0:0004

9
� 1:0080763889

3.4.2 Aplicaci�on al c�alculo de l��mites

Veamos c�omo podemos utilizar la f�ormula de Taylor para la obtenci�on de l��mites de

funciones de varias variables.
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Ejemplo 3.4.2 Calcular el l��mite lim
(x;y)!(0;0)

sen x � y
x � sen y

Para obtener este l��mite utilicemos el desarrollo de MacLaurin de la funci�on

sen x = x +O(x3). Entonces

lim
(x;y)!(0;0)

sen x � y

x � sen y
= lim

(x;y)!(0;0)

x +O(x3)� y

x� y +O(y3)
= lim

(x;y)!(0;0)

x� y +O(x3)

x� y +O(y3)

Si calculamos el l��mite seg�un cualquier trayectoria F (x; y) = 0 que pase por el

origen (F (0; 0) = 0), podemos hacer el cambio de variable x� y = t:

lim
(x;y)!(0;0)

F (x;y)=0

x� y +O(x3)

x� y +O(y3)
= lim

(x;y)!(0;0)

F (x;y)=0

x�y=t

x� y +O(x3)

x� y +O(y3)
= lim

t!0

F (x;y)=0

t+O(t3)

t+O(t3)
= 1

Ejemplo 3.4.3 Calcular el l��mite lim
(x;y)!(0;0)

x sen y + y sen x

xy
.

Sea f(x; y) = x sen y + y sen x. Veamos el polinomio de Taylor de grado 2 de la

funci�on en el origen.

De un lado, fx(x; y) = sen y + y cos x y fy(x; y) = x cos y + sen x; de modo que

fx(0; 0) = 0 = fy(0; 0).

De otro, fx2(x; y) = �y sen x, fxy(x; y) = fyx(x; y) = cos y + cos x y fy2(x; y) =

�x sen y; de modo que fx2(0; 0) = 0 = fy2(0; 0) y fxy(0; 0) = fyx(0; 0) = 2.

Como f(0; 0) = 0, se tiene que p2(0 + x; 0 + y) =
1

2
(2xy + 2yx) = 2xy; es decir,

f(x; y) = 2xy +O(jj(x; y)jj3).

As��, lim
(x;y)!(0;0)

f(x; y)

xy
= lim

(x;y)!(0;0)

2xy +O(jj(x; y)jj3)
xy

= 2.

En el caso de funciones de varias variables tambi�en se utiliza la f�ormula de Taylor

para estudiar el comportamiento local de la funci�on f(x; y). En el cap��tulo siguiente
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veremos c�omo podemos aplicar la f�ormula de Taylor al estudio de extremos de una

funci�on.
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