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Tarea # 1 - Topologia

Problema 1: Sea (X, p) un espacio métrico. Pruebe que las siguientes funciones d
son métricasen X .

a) Vx,yeX, d(x,y)=2p(x,y)
b) Vx,yeX, d(x,y)=min{l,p(x,y)]

p(x,y)

c) Vx,yeX, d(x,y)=1+p<x m

Problema 2: Sea C el conjunto de todas las funciones reales continuas en [0,1]. Para cada
f,g €C sedefinen:

p(f.g)=Sup |f(t)—g(t)

tel0,1]

1

[ 17 (2)—g(2)|2dr

0

o(f.,g)=

1

r(f.g)=[lf(t)—glt)ar

0

a) Suponga que f#g .Luego 3 t, talque f(t,)#g(t,) .Pruebe que existe un
1
intervalo 1 <[0,1] ralque |f(t)—g(t)| = E|f(t0)—g(t0)| paratodo t€l .Deduzca

que o(f,g)>0 y I'(f,g)>0 .

b) Pruebe que p,o, yI' son métricas en C.

Indicacion: Puede serle ttil emplear la desigualdad de Schwartz para integrales:

2
<

[ o> (t)ae || [ w’(r)ar

[ o(t)w(1)ar

¢) Pruebe que paratodo f,g € C se tiene:

p(f.g)=0o(f.g)=T(f.g)



d) Paratodo ne€N | sea:

l—nt si 0<r£l
n

f.@)= 1
0 si —<t<l1

n

Ysea f(t)=0 paratodo r€[0,1]

i. Pruebe que f,—f si n—o en(C,p)
ii. ;(Converge f,a f en (C,I') ?Justifique.
iii. Pruebe que f, noconvergea f en (C,p)

Problema 3: Probar que en todo espacio normado (X , Il . ll)se tiene que:

2

TN i
2 2 2
Problema 4: Estudiar si las sucesiones de funciones definidas por:
X (t)y=t"—t""
Y (t)y=t"—t"
Convergen en C[0,1] donde la norma viene dada por HxH - f;;"_?]|x(r)|

Problema 5: Probar que para dos vectores x e y cualesquiera se verifica:

[+l < Maxfa+ s o[}

Problema 6: Sea la sucesién de funciones f : [O,]] — R definida por:

I

nx si0D<x<l/in

1 sil/n<sx<l

-]

ysea f(x)=1 Vxe [O,]]. Se pide responder y fundamentar lo siguiente:

i) La sucesién converge puntualmente a [ ?
ii) La sucesién converge uniformemente a f ?
iii) La sucesion convergeen L a [ 7

I
Indic. La convergencia en L’ es con la métrica d(f,g)= Hf(x)_ g(x)‘ldx
0

!

Problema 7: Considere el conjunto C '[0,1] de todas las funciones reales definidas en

[0.1] con primera derivada continua en [0,1]. Muestre que :
(£.8)=[ (fg+ [ (g 1)t

define un producto interno en CI[D,] 1.



Problema 8: Suponga que V es un espacio dotado de un producto interno, y que u,v,x,y
pertenecena V.

a) Muestre que (u +v, x+ \>_ (Li — v, x— _1') — Z(M, \,> 4 2(1}’ )C)
2 2
b) Deduzca que . 4<_x, ]') = ||x + 1" — ||X— \”

Problema 9: Considere en R" la siguiente norma:

" ip
M, =[Sl

Muestre que Il I, proviene de un producto interno si y solo si p=2.
Indicacion: Considere x=(1,1,0,0,0,...) e y=(1,-1,0,0,0,...)

X

Problema 10: Sea (E,d)un espacio métrico donde ademds E es un espacio vectorial

real. Muestre que d proviene de una norma si y so6lo si:
a)d(x+z,y+z)=d(x,y) Vx,y.2€E

b) dikx.ky)=lkld(x,y) Vx,ye E YkeR

Indic. Bajo dichas condiciones la norma seria Il x ll= d(x,0).

Problema 11: Sea E =[0,»[. Se define una aplicacién de ExE en R por:

y
d(xa J"} = -
x+1 y+1
i) Muestre que d es una métricaen E.

ii) Sea {x" }neNla sucesion en E definida por x, = n.
LEs {x" }”EN de Cauchy en (E, |)“?
LEs {x" }”EN de Cauchy en (E.d)?

Pregunta 12: Sean A y B dos conjuntos no vacios de puntos de R". Se llama A+B al

siguiente conjunto:
A+B={a+b/ac A, beB}
Pruebe que si A es abierto y B es cualquier conjunto, entonces A+B es abierto.

Pregunta 13: Si A es un conjunto abierto de R’, sea C=A M (Q x Q) . Hallar Int(C),
Adh(C) y Fr(C).

Pregunta 14: Sean A y B dos conjuntos de puntos en R". Hallar la relacién de inclusi6n
que liga a Fr( A\ B ) con Fr(A) W Fr(B). Estudiar lo anterior si Adh(A)~ Adh(B)= ¢ .



