4.3 Rectas, planos e hiperplanos.
A. Rectasen el espacio.

Estamos acostumbrados a escribir la ecuacion de la recta como y =mx+b, donde m
representa la pendiente o direccién de la recta y b su ordenada a origen. Sin embargo,
esta forma para la ecuacion de la recta solo es vélida para rectas en el plano A 2 End
caso general en A" la ecuacién de la recta ya no puede expresarse en términos de una

sola pendiente, sino que es necesario tomar en cuenta la orientacion de la recta en
relacion con cada uno de los n diferentes gjes coordenados. Esta orientacion puede

expresarse en términos de un vector de direccion, a que denotaremos por V.

Laidea entonces es encontrar la ecuacion de larecta L en el espacio, que pasa por un
punto conocido Py y es paralela a un vector dado V. En ese caso, L esel conjunto de
puntos P paralos cuales se cumple que

®

PoP [ V.
En otras palabras, ambos vectores son multiplos,
demodo que existe algiin nimero t1 A |, tal que

®
PoP =tv.
®
Introduciendo un origen de coordenadas, O, se puede definir los vectores X =OP y
® ®

Xg =ORy , demodo que PyP =X - Xg. Asi, lacondicion anterior se convierte en

X- X =tv,

0, equivalentemente,

Definicion.  La ecuacion vectorial paramétricade larectaque contiene a punto Xg y
esparaelaal vector V es

K= %o +1V,
dondetl (-¥,¥).

Esta ecuacion vectorial puede expresarse en términos de sus n componentes escalares.
Para simplificar la discusion, consideremos el caso particular de rectasen A 3 Enede
caso, denotemos por v =ai +bj +ck & vector de direccion, Xg = Xgi + Yo + 2ok d
punto conocido y por X = X + MA +7k a punto libre sobrelarecta. Sustituyendo esto en
laecuacion vectorial paramétrica, se obtiene

X+ yj + 2 = [xg + yo] + zok) +t [l + 1 + k)

=(xo +atf +(yo +bt) +(z0 + ct)k
Igudando ahora ambos lados de la ecuacion, término a término, se obtienen tres
ecuaciones escalares, conocidas como las ecuaciones paramétricas de la recta.



Definicion. Las ecuaciones paramétricas de la recta en A3 que contiene a punto
Po(X0: Y0, 20) Y esparalelaal vector v =ai +bj +ck son

X =X +at

y=yp +bt

z=zg+ct, t1A.

El nimero red t juega €l papel de un parametro, que a ir tomando valores genera los
distintos puntos de la recta, como se vera en algunos de |os €jemplos a continuacion.

Ejemplos:
1. Encuentra las ecuaciones paramétricas de larectaen A3 con lainformacion deda:
a) Pasapor el punto P(L-2,7) y esparalelaal vector V=5 +3] - 1k,
En estecaso, setienesimplemente x =1+5&, y=-2+3t, z=7-t, ti A.
b) Pasapor € origeny esparalelaal vector v = 4( - 3].
Como €l origen es el punto O(0,0,0), por |o tanto las ecuaciones son
x=4t, y=-3, z=0, t1 A.
c) Pasapor el punto Q(1,.23) y esparalelaal gey.
Podemostomar V = | (o cualquier mdltiplo de éste), de modo que
x=1 y=2+t, z=3  tlA.

2. 8) Encuentrala ecuacion de larecta que pasa por los puntos A(-21,4) y B(-10,3).

Podemos tomar, por ejemplo, V = EB =i- j- k,y e punto conocido puede ser,
obien A, o bienB. Asi, cualquiera de las siguientes respuestas es valida
Xx=-2+t, y=1-1 z=4-1t, tl A
x=-1+t, y=-t, z=3-t, ti A.

b) Encuentra algunos otros puntos, distintosde A y B, por los que pase esta recta.
Para cada valor del parametro t se obtiene un punto diferente. Asi, por giemplo, si
en la primer respuesta tomamost =2 obtenemos el punto P;(0,- 1,2) , si tomamos
t=-1 generamos e punto P(-325), etc. Nota que el punto A se obtiene
cuandot =0 y el punto B cuando t =1.

3. Encuentra la ecuacion delarectaen A2 gue pasa por €l punto P(1) y esparaelaal

vector V =1 - f. Graficalarecta, dando valores diferentes al pardmetro de larecta.
Laecuacion delarectaes o
x=1+t, y=1-1t, tlA.

t X y
2 3 ]-1
1 2 0
0 1 1
1[0 2
2| -1 3

Estas dos ecuaciones equivalen alarelacion y =2- X, que eslaforma cartesianade
la ecuacion de estarecta. Esta Ultima se obtiene al eliminar € parametro t entre ellas.
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Cabe sefidar que las ecuaciones paramétricas de la recta no admiten una Unica
representacion. Esto se debe a que cualquier punto de la recta puede seleccionarse como

el punto conocido Ry, y que dado un vector de direccion Vv, cualquier mdltiplo de éste
estambién paralelo alarecta. Asi, por giemplo, larecta representada por las ecuaciones

X =1+t
y=1-t, tT A
es lamisma que la descrita por cualquiera de las siguientes ecuaciones:
X=2+s x=u x=1- 3w

y=-5 sl A y=2-u,  ulA y=1+3w, wi A,

Con base en esto, una posible representacion para las ecuaciones paramétricas de los
gjes coordenados es

EjeX:  0(0,00), V=i \ x=t, y=0, z=0, tiA.
EjeY: 0(0,00), V=] \ x=0,y=t, z=0, tTA.
Ejez:  0O(0,00), V=k \ x=0,y=0, z=t, tTA.

Una forma alternativa para la ecuacion de la recta se obtiene al despejar € parametro t
en cada una de las tres ecuaciones, es decir,
t=X_ XOI tZY' Yo tzz' ZOI
a b c
eigualar éstas entre si. Claramente, esto sdlo esposiblecuando a* 0,b1 0 y ¢t 0. Al
resultado obtenido se le conoce como laforma simétrica de la ecuacion de larecta.

Definicion. La forma simétrica de la ecuacién de la recta que contiene a punto
Po(X0, Yo.20) Y esparalelaal vector V =ai +bj +ck,con at 0,b1 0y c? 0, es

X-X0 _Y-Yo_2-2
a b c

Asi, laformasimétricade lasecuaciones x =1+ 3, y =4t, z=5- 2, tT A, es

x-1_y_1z-5
3 4 -2
Nota que esta Ultima no describe una, sino tres ecuaciones, a saber,
x1_y y_z-5 x-1_2z-5
3 4 s- 2 7 3 -2

Cuando alguna de las componentes del vector V esigual a cero, es posible aln contar
con una forma simétrica para la ecuacién de la recta correspondiente, de la siguiente
manera

Caso: Formasimétrica:
a=0 Y-Yo_2-7 = X=X
b C
b=0 X- X z-
—O:—ZO’ y:yo
a [
c=0 X-axo_y-YO, 2=2




En el caso particular derectasen A 2, lacorrespondiente formasimétrica,
X-Xo _Y- Yo

a b '
puede reescribirse como

b

y= E(X- X0)* Yo -
Esta Ultima es la ecuacion punto-pendiente de larecta (m= b/ a), con la que ya estas
familiarizado. Pero no olvides que este resultado solo es vélido pararectasen A 2 Asi,
por ejemplo, larecta
L:{(x,y)i A2| x=1+3t, y=-2- &, ti A}

puede escribirse en su forma simétrica como

x-1_y+2
3 -5
0 bien, en su forma cartesiana, como
y= 5y 1
3 3

Segmento derecta.

Hemos visto ya que | as ecuaciones paramétricas de unarecta en €l espacio contienen un
pardmetro libre, tT A . Cadavez que t toma un vaor diferente en los reales, se genera
un nuevo punto a lo largo de la recta infinita Sin embargo, si en lugar de tener la
condicion tT A, € pardmetro t se limitara a tomar valores dentro de un intervalo
ty Et£15 en los reaes, entonces éste ya no generaria todos los puntos de la recta
infinita, sino tan sdlo un segmento de la recta.

Definicion. Dadalarectal enA3que contiene a punto Pg(Xp, Yo.Z0) y esparalela
a vector V=ai + b] +clz, las ecuaciones

X=Xp+at, y=ypg+ht, z=zg+ct, t1 £t£1y,
con t1 y ty dados, determinan un segmento de larectal.

Por egjemplo, encontremos la ecuacion del segmento de recta que une los puntos
P(-32-3) y Q(L-14). Para ello, podemos tomar €l vector de direccion vV como

® PO R
V=PQ=4i- 3j+7k, de modo & segmento de recta que une esos puntos queda
perfectamente descrito por las ecuaciones
Xx=-3+4t, y=2- 3, z=-3+7t, O£t£1L

En efecto, cuando t =0 se obtiene el punto P, cuando t =1 se obtiene el punto Q y
para 0<t <1 se generan todos |os puntos intermediosentre Py Q.
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Interseccién derectas.

Dada unarecta L1, con pardmetro t, y una segundarecta Lo, con pardmetros, resultade
interés determinar el punto donde ambas se intersecan. El procedimiento para encontrar
este punto consiste simplemente en igualar término a término sus ecuaciones
paramétricas, con el fin de determinar para qué valores especificos de los parametrost y
s ocurre dicha interseccion. Una vez cal culados estos valores, se sustituyen finalmente
en las ecuaciones paramétricas, para obtener las coordenadas del punto de interseccion.

Los siguientes ejemplosilustran | os posibles casos que pudieran ocurrir a intersecar dos

rectasen A", a saber, que exista un Unico punto de interseccién, que exista una
infinidad de puntos de interseccién (rectas coincidentes), 0 que no exista interseccion
alguna (rectas paral elas dentro de un mismo plano, o bien, rectas en diferentes planos).

Ejemplos:
1. Determina el punto de interseccion de las siguientes rectas:
L1={(X,y)i A2| x=t, y=2-t, tI A}

Ly= {(x,y)T A2| x=-1+s, y=-1+s, sl A }
L as rectas se intersecan cuando coinciden sus coordenadas X y 'y, es decir, cuando
t=-1+c y 2-t=-1+¢,
Resolviendo €l sistema de ecuaciones simultaneasent y s se obtienen los valores
t=1ly s=2,
Finalmente, sustituyendo estos valores en | as ecuaciones paramétricas, se obtiene que
el punto de interseccion es
x=1ly y=1,

2. Determinael punto de interseccion de las siguientes rectas:
L1={(X,y)T A2|x=t, y=t, tT A

Lo={ )1 A2|x=s, y=1+s sTA|.
Igualamos sus coordenadas X y y, obteniendo
t=sy t=1+s.
Resolviendo €l sistema de ecuaciones simultaneas en ty s se obtiene una
inconsistencia (1=0), de modo que las rectas no se intersecan.



3. Determina el punto de interseccién de las siguientes rectas:
L ={enT A2 x=t, y=t, t1 A}

Ly= {(x,y)T A2| x=1-s, y=1-s sl A }
Igualamos sus coordenadas X y y, obteniendo
t=1l-sy t=1-¢,
Notamos que ambas ecuaciones son idénticas, de modo que el sistema tiene solucién
multiple. En otras palabras, |as rectas coinciden en todos sus puntos.

4. Determina el punto de interseccion de | as siguientes rectas:
le{(x,y,z)T A3| X=2+3a, y=-4-2a, z=-1+4a, al A}

X-6_y+2_ z+31

2 2
Primero escribimos la ecuacién de la segunda recta en forma paramétrica, como
Ly= {(x,y,z)i A3| X=6+4b, y=-2+2b, z=-3-2b, bl A }
Después igualamos sus coordenadas x, y y z, obteniendo
2+3a=6+4b, -4-2a=-2+2 y -1+4a=-3- 2b.
Aqui se tiene un sistema de 3 ecuaciones simultaneas con 2 incégnitas, de modo que
debemos verificar cuidadosamente que éste sea consistente. En este caso si |0 es,
obteniéndose losvalores

Lo=1 (xy.2)1 A3
0

a=0y b=-1.
Finalmente, sustituyendo estos valores en | as ecuaciones paramétricas, se obtiene que
el punto de interseccion es
Xx=2, y=-4y z=-1.

5. Determina el punto deinterseccion de las siguientes rectas:
] :{(X,y,Z)T A3| X=3+U, y=2- 4u, z=u, ul A }
Lz={(x,y,z)T A3 x=4-w y=3+w, z=-2+3w, wi A }

Igualamos sus coordenadas X, y y z, obteniendo

3+u=4-w, 2-4u=3+w y u=-2+3w,

Al tratar de resolver este sistema de 3 ecuaciones simultaneas con 2 incégnitas, se

obtiene unainconsistencia en los valores de los pardmetros. Por |o tanto, estas rectas

no se intersecan. A diferencia de las rectas en €l plano Az, el hecho de que estas
rectas no se intersequen no se debe a que éstas sean paralelas, sino a que ambas
pertenecen aplanosdiferentes.
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B. Planos en el espacio.

Se trata de encontrar la ecuacion del plano p en el espacio, que pasa por un punto
conocido Pp y es perpendicular aun vector normal . Enesecaso, P esel conjunto de
puntos P paralos cuales se cumple que

®

PoP ™ 1.
En otras palabras,

®
n XPoP =0,
®
Introduciendo un origen de coordenadas, O, se puede definir los vectores X =0P y
® ®

Xo =ORy , de modo que PoP =X - Xg. Asi, la condicién anterior se convierte en

Ax%- %)= 0.

Definicion.  La ecuacion del plano que contiene a punto X y es perpendicular a
vector hi es

AxX- %)= 0.

Esta ecuacién, canocida como ecuacion cartesiana del plano, puede reescribirse en
términos més simples llevando a cabo el producto escalar. En el caso particular de

planosen A 3 ladefinicion anterior se convierte en

Definicién.  Laecuacion del plano en A3 que contiene al punto Py (X Yo:20) y es
perpendicular a vector V =ai +bj +ck es
a(x- xg) +b(y- yp) +¢c(z- z9) =0.

Por ejemplo, la ecuacion del plano que pasa por el punto P(1,0,- 3) y es perpendicular

a vector V=5 + |- 2k seobtiene de

Ox-D+O(y- 0)+(-2)(z- (-3) =0.

Llevando a cabo las operaciones algebraicas correspondientes, esta ecuacion se reduce a
5x+y- 2z=11.

En general, la ecuacion del plano siempre puede escribirse como

by e =d)

donde a, b y c son las componentes del vector normal a plano, y d =axg + byg + czg.
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Ejemplos:

1. Encuentra las coordenadas de tres puntos contenidos en €l plano 3x+2y +4z =12.
Los puntos se obtienen simplemente al encontrar valores X,y y z que satisfagan la
ecuacion 3x+ 2y +4z =12 . Asi, por ejemplo, estan los puntos P;(2,30), P»(00,3)
y P3(0,-2,4).

2. Encuentra la ecuacion del plano que contiene alos puntos A(LL1), B(21,3) y
C(32).
El vector norma n puede construirse como el producto cruz de cualesguiera dos
vectores no paraelos en el plano. Por ejemplo, si se consideran |os vectores

® . . ® ~ A
AB=i+2k y AC=2+],

setiene

® ® A
N=AB AC=-2i +4]+k.

Tomando como punto conocido al punto A(1,11), laecuacion del plano es

(- 2x-n+(@y-D+@(z- D=0,
0 bien,
-2x+4y+2=3.
Este resultado es independiente de la seleccion del punto o del vector normal 1.

3. Encuentrala ecuacién del plano que contiene alas siguientes dos rectas:
Li:  x=1+t, y=1-t, z=t, tT A
Lo: Xx=2-5s, y=3 z=1-5s, sl A,
Como las rectas Ly y Lo determinan un plano, y no son paralelas entre si, €l
producto cruz Vy~ Vp de sus vectores de direccion V¥ y Vo es un vector
perpendicular a ese plano.

Como en este caso los vectores de direccion de las rectas son vy =i - j+ky
Vo =-i - K, por |o tanto un vector normal fi a planoes Ai=vy V=1 - k. Por otra
parte, cualquier punto delasrectas es un punto del plano. Tomando a punto P(1,1,0)
de L1 como €l punto conocido, la ecuacion del plano es

@(x-D+0)y- D+(- D(z- 0 =0,

esdecir,
x-z=1
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4. Encuentrala ecuacién del plano que pasa por e punto P(1,2,3) y esparaleloal plano
5x- 3y+2z=11.
Como lo muestra la figura, si un plano p1, con vector normal fiy, es paralelo a otro
plano po, con vector normal My, entonces los vectores iy y fo también son
paraelos entre si:

De este modo, € vector norma i al plano que estamos buscando puede escogerse

simplemente como ﬁzéi-3f+2lz, que es e vector normal al plano
5x- 3y +2z=11. Asi, laecuacion del plano es

E)(x- D+(- 3)(y- 2 +(2(z- 9 =0,

5x-3y+2z=5.

ohien,

5. Encuentrala ecuacién del plano que pasa por €l punto P(111) y esnormal alarecta
- z
. T =y+]1=-=Z .
2 y 2

Como lo muestra la figura, s un plano p , con vector norma 1, es perpendicular a
unarecta L , con vector de direccién V, entonces los vectores i y V son paralelos
entre si:

De este modo, €l vector normal i a plano que estamos buscando puede escogerse

simplemente como fi=2+ - 2k, que es e vector de direccion de la recta
-1
XT= y+1=-§.Asi, laecuacion del plano es
@x-D+(y- D +(-2)(z- ) =0,
o bien,
2x+y-22=1,

Por lo general, la gréfica de un plano de laforma ax+by +cz =d en A3 se construye
a partir de las intersecciones de éste con |los ges coordenados. Por gjemplo, lasiguiente
figuramuestralagréficadel plano 3x+2y +4z =12.
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Una grafica como la anterior presupone que los coeficientes a, b, ¢ y d en la ecuacion
ax+by +cz =d son todos diferentes de cero. A continuacién se muestra la gréfica de
algunos casos especiales, en donde uno o varios de los coeficientes a, bo ¢ pueda ser
igud acero.

c=0 b ax+hby=d
(zlibre)

b=0 b ax+cz=d
(y libre)

a=0 b by+cz=d
(xlibre)

a=b=0 b cz=d
(%, y libres)

a=c=0 b by=d
(%, zlibres)

b=c=0 b ax=d
(y, zlibres)

Ejemplos:
1. Dibujalos siguientes planos:
a) 2x+3y=6 b) x+z=1



c)z=4 dy=3

2. Encuentra las ecuaciones de los planos coordenados en A 3,
En cada caso, podemos tomar como punto conocido el origen (0,0,0), y como
vector normal alguno de |os vectores base. Las ecuaciones correspondientes son:

vector normal ecuacion del plano:
plano XY A=k 2=0
plano YZ A=i x=0
plano XZ =] y=0

Interseccién de rectas con planos.

Lainterseccion de unarecta L y un plano P puede ocurrir en un Gnico punto, en todos
los puntos de larecta, o puede no existir interseccion del todo.

Los siguientes gjemplos ilustran el procedimiento para obtener el (los) punto (s) de
interseccion de unarecta con un plano.

1. Encuentrael punto de interseccion delarectal y el plano p , si
L ={(x,y,z)T A3| x=1-3t y=5, z=2+t, ti A}
p={ y.2)1 A% xr2y-32=3},
Sustituimos X =1- 3, y=5t y z=2+1 enlaecuacion del plano, es decir
(1- 3t)+2(5t)- J2+t)=3,
de donde se obtiene t =2. Es decir, la interseccion ocurre cuando el pardmetro t es
igual a2, y esto ocurre en el punto
x=1- 32)=-5
y=%2 =10
z=2+(2) =4.
En otras palabras, larectay el plano se intersecan en el punto P(-510,4).
2. Encuentra el punto de interseccién delarectal y el plano p , si
L:{(x,y,z)i A3| x=3, y=4, z=2+t, tT A }
p ={(x,y,z)T A3| 2x+5y=10}.
Sustituimos X =3, y=4 en 2x+5y, obteniendo 2(3)+5(4)=261 10, de modo
que no hay interseccion entre larectay el plano.



3. Encuentra el punto deintersecciéon delarectal y el plano p, si
L={(x, y,2)1 A3| x=1+t, y=1-t, z=t, tT A }

p ={(x,y,z)T A3| X - z=1},
Sustituimos X =1+t, y=1-t y z=t enlaecuacién del plano, obteniendo

@+1)- (t)=1,

que se cumple paratodat. Esdecir, | ainterseccién ocurre alo largo de todalarecta.

Inter seccion de planos con planos.

Lainterseccién de dos planos p1 y p2 puede ocurrir alo largo de unarectaL, en todos
los puntos de los planos (planos coincidentes) o puede no existir interseccion del todo.

Los siguientes ejemplos ilustran e procedimiento para obtener los puntos de
interseccion de dos planos.

1. Encuentra los puntos de interseccién de los planos
P1 :{(X, y,2)]1 A3| 2x+4y+4z:8}

P ={(x, y, )1 A3| X+3y-z=- 1}.
Las ecuaciones 2x+4y+4z=8 y x+3y- z =-1 constituyen un sistema de 2
ecuaciones con 3 incognitas, de tal modo que, de existir solucion, ésta tendra una
variable libre (por giemplo, z). Para proceder podemos despejar x de la segunda
ecuacion,

x=-1-3y+z,
y luego la sustituimos en la primera ecuacion, es decir, 2(-1- 3y +z)+4y+4z =8,
de modo que

y=-5+3z.

Este valor de y se sustituye en la ecuacion anterior para X, es decir,
x =-1- - 5+32) + z, obteniendo,

x =14- 8z.
Asi, lasolucion es

x=14- 8z

y=-5+3z

zlibre,
o0 bien, en forma paramétrica

x =14- 8t

y=-5+3

z=t, th A.
En otras palabras, los planos pP1 y P2 se intersecan en la recta x =14- &,
y=-5+3t, z=t, tT A.
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2. Encuentralos puntos de interseccion de los planos
p1 ={(x, y, 7)1 A3| 5X- 7y+4z=18}

po ={(x, v, )1 A3|10x- 14y +8z = 24}_

Si multiplicamos la primera ecuacién por 2 a resultado le restamos la segunda
ecuacion, obtenemos que 0=12, |o cua es inconsistente. En otras palabras, los
planos p1 y p2 no seintersecan.

3. Encuentralos puntos de interseccion de los planos
p1 ={(x, v, )1 A3| 5x- 7y+4z=18}
P :{(x, y, )1 A3|1Ox- 14y +8z= 36}.
Si multiplicamos la primera ecuacién por 2 y a resultado le restamos la segunda

ecuacion, obtenemos que 0=0, lo cua significa que los planos se intersecan en
todos sus puntos, es decir, se trata de planos coincidentes.

Angulo entre planos.
El éngulo que forman entre si dos planos es simplemente el dngulo entre sus vectores
normales, como lo muestra la figura. Asi, si p1 es un plano, con vector normal Tiy, y

p2 es un segundo plano, con vector normal iy, entonces el dngulo d entre los dos
planos esta dado por

R, i, O
q=cos 16 M2 =

glral In] 3

Ejemplo: Encuentra el angulo entrelos planos 3x- 6y- 2z=15y 2x+y- 2z =5.

En este caso, |os vectores normales son iy =3 - 6] - 2k y Ay =21 + |- 2k . Como
fig iy =6- 6+4=4, ||| =+9+36+4=7y |fip]| =/4+1+4 =3, por lo tanto

g =cos 1§eﬁg: cos 1838211% 138rad (=79°).
@

Ecuacién paramétrica del plano.

Ademés de la representacién cartesiana que ya vimos, la ecuacion del plano también
admite una representaci én paramétrica, que presentaremos muy brevemente.

Definicion.  La ecuacion vectorial paramétricadel plano que contiene al punto Xg y a
dos vectoresno paralelos U y V es

X = Xg +tl+ SV,
donde s,t1 (- ¥,¥).




Para pasar de la ecuacién cartesiana del plano a su ecuacién paramétrica, se
parametrizan dos de las tres variables, X, y 0 z, como se muestra a continuacion.

Ejemplo: Encuentrala ecuacion paramétricadel plano X +2y- z2=3 en A3,
Simplemente podemos proponer la parametrizacion y=t y 2=, de modo que
Xx=3-2t+s
y=t
z=s, tsl A.
Estas ecuaciones pueden expresarse en forma vectorial como
&0 80 =220 a0
Cyi=g0iet 1 Tsf0r, sl A,
&z5 &0p &0 &l
queesdelaformaX = Xg +ti+s7, con Xg =3, =-21+] y V=i +kK.

En relacion con e ejemplo anterior cabe sefidar que T V=1+2j-k, que es
precisamente €l vector normal i d plano x +2y- z=3.

C.Hiperplanos.

Los conceptos anteriores para la ecuacion del plano en A3 pueden extenderse

trivialmente para e caso de A", en donde e lugar geométrico correspondiente se
conoce como hiperplano, en lugar de plano. Baste presentar aqui su definicion, asi como
unos cuantos gjemplos ilustrativos.

Definicién.  Laecuacion del hiperplano en A" que contiene al punto

Po(xf,xg,...,xr?) y es perpendicular al vector V =(aq,a2,...,a,) €

a1(x - x0) +ap(xp - X9)++++an(xn - X3) =0,

Por gjemplo, laecuacion del hiperplano en A 4 que contiene al punto P(,- 20,3) y es
norma a vector V =(52,3,- 1) esta dada por
S(x - D+2(x2- (-2)+3(x3- 0)- (x4- 3) =0,
es decir,
5x +2Xo +3Xg- X4 =-2.

Otro gemplo lo constituye la ecuacion presupuestal, PiXg+ PpXo +--+ ppXp =M,
conocida también como hiperplano presupuestal, cuyo vector normal es el vector de
precios, p= (P1, P2....» Pn).
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4.4 Curvasparamétricas. Vector tangente a una curva paramétrica.

Con € fin de motivar el tema de curvas paramétricas, considera €l siguiente geemplo de
economia
Sea u(xq,xp) la funcién de utilidad correspondiente a una canasta (X1, %) de dos
bienes, donde X1 denotala cantidad del bien 1y X2 ladel bien 2. Los precios unitarios
de estos bienes son, respectivamente, pP1 y P2, los cuaes se supondrén fijos. Si se
dispone de un presupuesto m, entonces la restriccion presupuestal estd dada por la
ecuacion ppx + poxo =m. A partir de esto, planteamos el problema de optimizacion
Maximizar  u(xq,%o)
Sujetoa  pyXg+ PaXo =m,
cuyo optimo, (xl* , Xz*) , €s el punto de tangencia de la recta presupuestal con alguna

curva de indiferencia de la funcién u, como posiblemente hayas aprendido en tus cursos
de economia.

Es claro que la canasta 6ptima depende del valor del parametro presupuestal m, esdecir,

* * * *
(x1 %2 ) =0q (m),x2 (M)).
La siguiente figura muestra como el Optimo se va moviendo a lo largo de distintas
curvas de indiferencia, a medida que el parametro presupuestal M cambia de vaor. La
trayectoria que sigue la canasta 6ptima, como funcion del parametro m, se conoce como
curva de ingreso-consumo.

Esta trayectoria puede representarse como una funcién vectorial, 7 :A ® A 2, que para
cadavalor mi A ™ tedevuelve un vector 71 A2 dado por

F=x (mi+x (m)].
Esto ultimo es un ejemplo de lo que se conoce como curva paramétrica

En la Seccion anterior estudiamos ya otro eiemplo de curva paramétrica, que es €l de la
recta. En el caso particular de unarecta en el espacio, ésta puede entenderse como una

funcion vectoria, F:A ® A3, queacadavalor t1 A leasociaun vector F = (x,y,2),
cuyas componentes estan dadas por X =Xg +at, y=yg +bt,z=zy +ct.



Definicién.  Una curva paramétrica r(t) esunafuncién vectoria, F:A ® A", quea
cadavalor tT A asignaun tnico vector F(t)T A",

En e caso particular del plano A 2 una curva puede representarse tanto en forma
cartesiana, mediante una funcion escalar de lasvariablesxy y,
F(x,y)=0,
como en forma paramétrica, mediante una funcion vectorial
rt)=fOi+g) ],
donde las componentes del vector son ambas funciones de un parametro t1 A

Por giemplo, larecta y = x+1 puede representarse en forma paramétrica como
) =X +yt) 7,

donde
X(t) =1+t
yt) = 2+t, t1 A.
Asimismo, la circunferencia x2 + y2 =r2 puede representarse en forma paramétrica
como
F@)=x@i+y@)j,
donde

x(q) = rcosq
y@)=rsenq, 0£q<2p.

Para e caso de una curva en A3 no es posible representar su ecuacion en forma
cartesiana, sino solamente como una ecuacion paramétrica, de laforma

F(t) = fOT+9t) T+hO K,
contl A un ejemplo de este tipo de curvas lo constituye la hélice mostrada en la
figura, cuya ecuacion paramétrica es

F(t) = (cost) i +(sent) ] +t k.

En vista de que una curva paramétrica r(t) es unafuncion del parametro f, tiene sentido
preguntarse sobre su razén de cambio o derivada, dr (t)/ dt, con respecto a pardmetro

t. Para ello, primero seria necesario definir los conceptos de limite y continuidad, pero
aqui omitiremos su definicién formal por falta de tiempo.
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Definicién.  Sea F(t) unafuncién vectorial, con 7 :A ® A . Laderivadade 7 (t)
con respecto at eslafuncion vectoria dr (t)/ dt dada por
dr(t) _ lim r(t+0t)- r(t)

dt D®0 Dt

cuando este limite existe.

De acuerdo con la definicidn anterior, se sigue € siguiente resultado:

El vector dr(t)/dt es e vector tangente a la curva descrita por T'(t) en cada punto
determinado por t.

El célculo de la derivada dr(t)/dt es muy sencillo en general. Por gjemplo, es posible
demostrar que en el caso particular de una funcién vectorial

F(t) = f(O)F +g(t) ] +hi) k
en A3, laderivadade r(t) estadada por
O _ O -, B0 5,00 ¢
dt dt dt dt

siemprey cuando f, gy h sean todas funciones diferenciables det.

Ejemplo:
Encuentra e vector tangente a la hélice F(t)= (cost)i +(sent) j+t k en e punto
determinadopor t =0.

Por una parte, el punto determinado por t =0 es

F(0) =i .
Por otra parte, laderivada dr (t) /dt eslafuncion vectorial
_d:jf) =-sent { +cost |+ k,

queent =0 seconvierte en el vector

dl‘(t) :'J:+R.
dt t=0

Por lo tanto, el vector tangente alacurva F(t) enel punto F(0) =i es f+|2.




Reglas de diferenciacion de curvas paramétricas.

Seen G:A® A", v:A® A"y a:A® A funciones diferenciables de t, kT A y
'I‘ n

c . Entonces se cumplen las siguientes propiedades:

oc =
1 =0
, kO], di)

ot ot
3 dlut) +vey) _ ddct) , dve)
dt dt dt

4 d[a((tj)tl](t)] a() du(t) da(t) a)

dli(t) V()] _ . Xo\/(t) du(t) 5
5. X 00— (1)

dli(t)” V)] _ .. dV() du(t) n
6. =00 — v(t)

Como una consecuenciade laregla5 se obtiene el siguiente resultado:

S F(t) esunafuncién vectorial con norma constante, es decir || (t)] = cont , entonces
=0,
Demostracion:  Sea r(t) una funcién vectoria ta que ||f(t)|| =c, con c unrea no
negativo. Por |o tanto,
_ N2
Ire)” =
\F)(t) =c2
\ dFo<o]_,
dt

df (t) dr (t)

Vore) Y pp &Y

\ 2f(t)><$= 0

En otras palabras, si latrayectoria r(t) tiene normaconstante, el vector deposicion r y
es vector tangente dr /dt son ortogonales entre si, paracadavalor det.
Asi, por gjemplo, para€l caso de unatrayectoriacircular

F(t) = (cost)i + (sent) j,
que siempre presenta norma constante

IF | = Jeos?t +sen’t =1,

setiene que

F(t)y—= dr(t) (cost I+ sent ])>( sent i + cost f)= - sent cost + sent cost = 0.
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4.5 Puntosinteriores, exterioresy frontera.

Aqui presentaremos algunas nociones de topologia, requeridas para comprender el
significado de varios de los teoremas y conceptos que se veran més adelante en el curso.

Definicién. Dado un punto Xo1 A" y un nimero real d >0 la vecindad Vg (Xo)

con centro en Xg y radio d esel conjunto de todos los puntos X T A N cuyadistanciaa
Xo esmenor que d , es decir,

Vo o) ={ 1 A" J1%- %< |

Ejemplos:
1. Unavecindad en A esel conjunto Vg (Xg) ={ x1 A|| x- Xo| <d } que representa
un intervalo abierto en los reales:
| x- xo| <d
\' -d<x-x<d
\' Xg-d<x<xg+d
2. Unavecindad en A2 es el conjunto Vg (7(0):{7(7 A2| | X- %o lI<d } que
representa |os puntos dentro de un circulo deradio d y centroen Xg:

- %o [l<d

V' (x- x)2 +(y- yo)? <d
(- x)2 +(y- yp)?<d?
3. Unavecindad en A 3 esel conjunto Vg (%) :{XT A3| [ X- % [I<d },que
representa | os puntos dentro de una esferaderadiod y centro en Xg:

- %o [l<d

VO x0)2 +(y- yo)2+ (z- 29)% <d
\(x- %)% +(y- y0)2 +(z- 29)? <d?

Con base en los gjemplos anteriores, es claro por qué una vecindad también se
denomina como bola abierta

Definicion.  Sea Al A™ unconjuntoy sea Xi A" un punto. Decimos que:

a) X esun punto interior de A si existe un nimero d >0 tal quelavecindad Vg (Xg)
totalmente contenida en A.

b) X esun punto exterior de A si existe un nimero d >0 tal quelavecindad Vg (Xg)
no contiene puntos de A.

) X esun punto frontera de A si paratodo nimerod > 0 lavecindad Vg (Xg) contiene

tanto puntos de A, como puntos fuera de A. Los puntos frontera pueden, o no
pertenecer a A.
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Asi,si A= {(x, yi A 2| x2 +y2 £1} entonces el conjunto de puntos interiores (Pl),

puntos exteriores (PE) y puntos frontera (PF) de A son |os conjuntos:
Pl :{(x, i A2 x2+y2 <1}
PE :l(x,y)i A2 x2+y2 >1}

PF :{(x, i A2| x2 +y?2 :l}

V eamos otros ejemplos:
1. A=A? :{(xl,xz)T A2| X 30yxp3 0}. 2 A:{(xl,xz)T A2| X X2 :O}.

3. A= {(xl,xz)T A2| 1E£ X1 <5 y1£ X <3}. 4, A={(x, yi A2| X2+y2>1}.

5. A:{(x,y)T A2| a<x£b,y=0}. 6. A:{(x,y)T A2| a<x£b}



4.6 Conjuntos abiertos, cerrados, acotados, compactos, convexos.

Definicion. Sea Al A". Sedice que A es un conjunto abiertosi A esta formado
exclusivamente por puntos interiores, es decir, si paratodo X1 A existe V4 (%) tal que
Vg(R)1 A,

En otras palabras, se dice que A es un conjunto abierto cuando ninguno de sus puntos
frontera pertenece a A.

Ejemplos:

1. A:{xT All<x< 2} es abierto: sus puntos fronterason x =1y x = 2,y ninguno
de estos pertenece a A.

2. A:{(x,y)T A2|1< x<2}esabierto: sus puntos frontera son todos aquellos

sobrelasrectas X =1y X =2,y ninguno de estos pertenece a A.

3. A= {(x, y)1 A2 |1<x<2 y=0 } no es abierto: todos los puntos de A son puntos
frontera.

4, A= {(x, yi A 2| x2 +y2 <1JE {(33)} no esabierto: A contiene un punto frontera,
que esel punto (3,3).




Teorema. Cualquier vecindad Vi (Xg) en A " es un conjunto abierto.

Ver su demostracion en cualquier texto de célculo en varias variables.

Teorema. a) Launion de conjuntos abiertos es un conjunto abierto.
b) Lainterseccién finitade conjuntos abiertos es un conjunto abierto.

En relacion con el inciso b de este teorema es importante entender por qué se requiere
que la interseccion sea finita. El siguiente ejemplo ilustra por qué es importante que la
interseccion sea finita, y no infinita, para que € conjunto resultante sea un conjunto

abierto. Considera el conjunto de intervalos |, definidos por

paratoda ni N. Es claro que cada I es un conjunto abierto; sin embargo la
interseccidn de todos los conjuntos |, es el conjunto

C In=11C12GCln={d},

ni'N

que no es un conjunto abierto (el Unico elemento del conjunto es 0, que es un punto
frontera).

Definicion. Sea Al A", Sedice gue A esun conjunto cerrado si paratodo punto
que no pertenece a A es posible encontrar una vecindad que no contenga puntos de A.

En otras palabras, un conjunto es cerrado si y sélo si contiene a todos sus puntos
frontera

Ejemplos:

1. A:{xT A|1EXE 2} es cerrado: sus puntos fronterason x =1y x = 2,y ambos
pertenecen aA.

2. A:{(x, yi A2 |(x- 2)2+(y- 332 £1} es cerrado: sus puntos frontera son todos

los puntos de la circunferencia, que pertenecen aA.
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3. A= {(x, yi A2 |(x -2)24(y-3)2=1 } es cerrado: todos sus puntos son frontera.

4, A:{(x, i A2| X2 + y2 £1JE{(3,3)} escerrado: A contiene toda su frontera,

que consiste en |os puntos de la circunferencia, junto con el punto (33).

5. A=AZ= {(x, yT A 2| X,y3 0 } es cerrado: A contiene a toda su frontera, que son
|os g es coordenados, en su parte no negativa.

6. A={xT A| x3 2} escarrado: A contiene atoda su frontera, que es el punto x = 2.

| Teorema. Un conjunto es cerrado si 'y solo su complemento es abierto.

Es importante sefidlar que existen conjuntos que no son abiertos ni son cerrados, como
esel casode A= {(Xl, x2)1 A 2| 1£x <5y1£x%x <3 } ya que éste contiene algunos

de sus puntos frontera (de modo que no es abierto), pero no los contiene a todos ellos
(de modo que no es cerrado).



Asimismo, existen otros conjuntos que son tanto abiertos como cerrados. Estos son €l
conjunto vacio y A N como sera argumentado en clase.

Teorema. a) Lainterseccion de conjuntos cerrados es un conjunto cerrado.
b) Launion finita de conjuntos cerrados es un conjunto cerrado.

De acuerdo con €l inciso b de este teorema, s6lo se puede asegurar que la union de
cerrados es un conjunto cerrado cuando el nimero de estos conjuntos sea finito. El
siguiente giemplo ilustra como la interseccion infinita de conjunto cerrados puede

resultar en un conjunto abierto. Considera el conjunto de intervalos |, definidos por
l n= [- n, n] )
paratoda nl N . Esclaro que cada |, esun conjunto cerrado. Launién de todos ellos
es el conjunto
E In=1HEI2E--El,=A,
nl N
que es un conjunto abierto (el conjunto de los reales no contiene puntos frontera).

Definicién.  Unconjunto Al A™ esun conjunto acotadosi existe una vecindad con
centro en € origen que contiene totalmente a A, es decir, s existe d >0 ta que
Al Vg (0.

En otras palabras, un conjunto es acotado Si no contiene puntos arbitrariamente alejados
dedl origen.

Ejemplos:

1 A:{(x, y) A?|1<x<2,1<y<2 } es acotado: cualquier vecindad Vg (0) de
radio d >+/8 contiene totalmente los puntos de A.

2. A={xT A |2<x£ 3} esacotado: cualquier vecindad Vi (0) deradio d >3
contiene totalmente los puntos de A.

3. A=AZ2= {(x, nl A2| x30,y3 O} NO es un conjunto acotado, pero si es cerrado.
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Los gemplos anteriores muestran que un conjunto puede ser, 0 no, acotado,
independientemente de si es abierto, cerrado o ninguno de estos.

| Definicion.  Un conjunto AT A" es un conjunto compacto si es cerrado y acotado.

Ejemplos:
1. A={x1 A| 2£ x£3} es compacto, yaque es cerrado y acotado.
x1

2. A= { A | 2£x<3 } no es compacto, ya que es acotado, pero no cerrado.

3. A={(x, y)T A2 |1EXE£2,1£ y£2}escompacto, yaque es cerrado y acotado.

4. A= {(x, yi A2 |1Ex£2 } no es compacto, ya que es cerrado, pero no acotado (la
variabley eslibre).

Definicion.  Un conjunto Al A" es un conjunto convexo si para cualquier par de
puntos X, yl A el segmento de recta que los une también estaen A, es decir, si

tx+(@- )yl A,
paratoda 0<t <1,

En la definicion de conjunto convexo, nota que la expresion

tX+(@1- 1)y =y +t(X-Y),
conocida como combinacidn convexa, es la euacion paramétrica de la recta que
contiene a punto y y estdenladireccion X- y; a limitar € dominiodet, entreOy 1,

se obtiene el segmento de rectaentrelospuntos X y .

L os conjuntos convexos son muy importantes en economia. Por ejemplo, si el conjunto

A={(X1, xo)1 A?,| u(xq,x2) ? ug } de todas | as canastas (x1,X) que dan unautilidad
u(xq, xo) mayor oigual aun vaor ug es un conjunto convexo, entonces puedes estar
seguro de que cualquier canasta intermedia Z =txX + (1- t)y también daré una utilidad
mayor oigual aug.

u)ugyu)2ug P u(2:3ug



L os siguientes gjemplosilustran la demostracion formal de que un conjunto es convexo.
Ejemplos:
1. Demuestra que e conjunto A:{(x,y)i A2|x+y=1 } €S Convexo.
Sean %1 = (%, Y1), %2 =(X2,¥2)1 A.Porlotanto, x{+y =1y Xp+yp=1.
Sea Z =t4 +(1- t)Xo, con 0<t <1, demodo que
Z=1(x,y1) +(1- )(x2, y2)
= (g + (1- )x2, tyy + (1- 1) y2)
=(z1,22).
Asi,
71 +2p =txg + (1- )xp +typ + (1- t)y2
=t0q +y1) + (1 )(x2 +y2)
=t +@A-H@) =1
de modo queZ = (1,z2)! A. Por lotanto, A es convexo.

2. Demuestraque el conjunto A= {(x,y)T A2|agx£ b} €s Convexo.
Sean X1 = (X1, Y1), X2 =(X2,¥2)T A.Porlotanto, a£x £b y afx £b.
Sea Z =tX +(1- t)Xp, con 0<t <1, demodo que

Z=1(x,y1) +(1- )(x2, y2)

=(bg + (- )x2, tyr + (L- 1) y2)

=(z1,22).
Comot >0y 1-t>0, por lotanto

tafbq £tb y (1-t)aE(@d- t)xo £(1- t)b.
Sumando ambas expresiones tenemos
ta+(1- t)aftxg + (1- t)xo £th +(1- t)b,
es decir,
attgq +(1- t)xo £b,
y, por lo tanto,
atz£b.

Asi, Z=(z7, zz)T A, de modo que A es convexo.

Teorema. Lainterseccion de dos conjuntos convexos es un conjunto convexo.
Demostracion:

Sean A'y B dos conjuntos convexos, y sean X,y1 ACB. Por lo tanto, X,y1 Ay
%,y1 B.
Sea 7 =tX + (1- t)y, con 0<t <1. Como %,y1 A y A esconvexo, por lo tanto

7=t +(- )yl A.
Como X,y1 B y B esconvexo, por lo tanto

7=tx+(1- t)yi B.
Por |o tanto, R

Zl ACB,

de modo que AC B esconvexo.
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