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Problema 1

Notar que (B; — Bs) — N(0,t — s). Luego:

E B—Bs4 / ;[je 2(t é)d;y_ / .1'6 2(t b)dx
(Be= B = m W
22
2 o0 5 _ 22 9 oo e—m )
=————-3(t—9) xfe = dr =2-3(t — s) ———dz =3(t—9)
2m(t — s) 0 0 2m(t — s)

(Se integr6 por partes 2 veces y la ultima integral que queda es la de una normal de media cero en [0, 0], que

vale 1/2).
Notar que el resultado es consistente con lo que se pide probar en el problema 3 de la tarea 3.

Se concluye que 3 =1y D = 3 satisfacen la condicién del enunciado.

Problema 2, Examen Primavera 2004

1. Claramente, la politica que debe seguir Armijo es apretar el botén de pénico cada vez que la temperatuta
alcance un determinado nivel. Es también claro que este nivel debe ser mayor que 0 y menoer que B. En
otras palabras Armijo de be estimar un valor para 0 < X < B tal que cada vez que la temperatura de la

caldera sea de X[°K] Armijo aprete el botén de pénico.

2. Condicionando sobre el valor que toma Z;, = hu + B, donde By es un browniano estandar:

f(@) = Egz[f(x)[Z]

= Ez[f(x—Zn) + h+o(h)]

= Bul7(@) ~ Zuf' () + 5 225" (&) + b+ o)

h + h?u?

5 ["(@) +h+o(h)

= f(x) = huf'(z) +

Reordenando, dividiendo la expresién por h y tomando el limite cuando h — 0 se obtiene:

pr'(e) = 37" (@) +1

Se puede observar que f(x) debe cumplir la siguiente propiedad:



f(x+y) = E[tiempo hasta alcanzar z+y desde 0]
E[tiempo hasta alcanzar = desde 0] + E[tiempo hasta alcanzar z+y desde z]

f(z) + Eftiempo hasta alcanzar y desde 0]
= f@)+f(y)

De esta manera, es claro que f(x) debe ser de la forma f(z) = C - z. Reemplazando esta expresién en la
ecuacion diferencial anterior se obtiene:

1 1
p-C=--0+1=0C=—
2 %

De esta forma, el tiempo esperado hasta alcanzar el valor x, partiendo desde 0 es:

3. Recordando teoria de renovacién, el costo por unidad de tiempo de esta politica corresponde a :

O r — Elcosto ciclo] M~ My
NA ™ Elduracién ciclo] % + % - B+1

Si un ciclo comienza cuando la caldera comienza a funcionar correctamente (o cuando esta falla).

4. De la misma forma que en la pregunta anterior, y definiendo que un ciclo comienza cuando Armijo presiona
el bot6n de panico (cuando la temperatura alcanza los z°K), se obtiene:

Elcosto ciclo]  C+ Ma(z)  p(C+ Ma(x))
[duracién ciclo] £+ ia(m)  z+a(r)

Cag(x) = z

5. Para encontrar la politica éptima se debe obtener el valor Z tal que:

Caz(Z) = Oglzlle{OAm (z)}

Y se debiese seguir la siguiente politica:

= Si Cna < Ca,(Z) entonces Armijo nunca debe apretar el botén de pénico.

= Si Cna > Ca,(T) entonces Armijo debe apretar el botén de panico cuando la temperatura alcance los
T°K.
Problema 3, Control Primavera 2005

Parte A

1. Recordando que para (A, B > 0) la probabilidad de que un Browniano estdndar llegue a A antes que a -B
es Py = ,4+ti se tiene:

B A B A+ B
E$) = m(PO+A)+m m(f(PofB)+2(P0+A))+m(f(PofB)JrQ(PonB))
Py (A*2+2B*+3AB)
(A+B)(A+2B) "

Este resultado también es justificable mediante argumentos de simetria.



2. Notar que el resultado de la parte anterior no depende de A ni de B. La condicién es simplemente que:

Py=R

Parte B

B 1oVt e 17 1 [F
Fp,|z] =P [\/% < ZC:| = P[B; <2Vt = / e 2 du = / e~ T Vtdu = —/ e~ Zdu

En que hemos usado el cambio de variable z = 2%

2
Concluimos que % — N(0,1). Luego B;v/t no es Browniano.

2. Notar que para x,y > 0 se tiene:

PBf Z2x,Bi<x—y) =PBy>x+y) =P — > =1-9
( t t y) ( t y) (\/E \/E \/E

Si sustituimos en la relacién anterior u = x — y, v = x, para (u,v) € D se tiene:

O i e R Gy

Por dltimo, se concluye:

P(B, < u,B} <v)=P(B, <u)— P(B, < u,B} 2@)@(\1}%) <I><“_\/E2”> V(u,v) € D

3. Una alternativa es obtener la densidad conjunta de B; y Bj del resultado anterior, derivando una vez c/r
a vy otra ¢/r a u. Se tiene que:

2(2v —u) _(v-w?
fB,. By (u,v) = ———=e" =
(B..87) (1, V) o
Luego, se puede integrar en todo el dominio de w el resultado anterior para obtener la distribucién marginal

de Bf y comparar este resultado con la distribucién de P(|B¢| > x), que es facilmente computable, y ver
que son iguales.

Y(u,v) € D

Otra alterrnativa es notar que se cumplen las 2 siguientes relaciones:

(1) P(B} > x,B; <z)=P(B; > x)

Sumando (1) y (2) se tiene:
P(B; >x,B; <z)+ P(Bf > x,B, >x)=2P(B; > x)

El término de la izquierda es simplemente P(B; > x). Y por simetria, el término de la izquierda es
P(|B¢| = x). Por lo que se tiene la relacién pedida:

P(B; > )= P(B|>2) VYa>0



4. Primero notemos que

Luego, de la parte 3 se concluye:

Vit

5. Notar que dada la propiedad de incrementos independientes del Browniano, a partir del instante T (cuando
King parte la observacién), la evolucién futura del precio es también Browniana y lo dnico relevante de lo
que ha pasado anteriormente es que el origen ahora estd en (Py + A).

Adicionalmente, tomando esperanza de B; de acuerdo a lo encontrado en la pregunta anterior, se tiene:

P(Bz‘<x):1—P(B:>x):1—p(3t|>x):2¢<x>_1

N 2t
E(Bt) =\ =

™

Luego, el valor esperado del maximo precio que ve King en el intervalo [T, 2T es:

2T
E(Py+ A+ Blyr_p)) = P+ A+ —

6. Es facil notar la siguiente relacién entre eventos:
(T > t) <= (B} <a)

Usando la parte 4, se tiene entonces:

P(Taét)ZI—P(Ta>t):1—<2<I>(\ji>—1)

Derivando lo anterior ¢/r a ¢ se llega a lo pedido:

Fru®) = 5750 (2) V>0

Vx € R.

Para concluir, notar que ¢(z) < %

Luego:



