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Vision General

u
m  Medicion del Riesgo
* Aversion al riesgo
* Riesgo=varianza del portafolio o desviacion estandar
m Calculo de la varianza
* Dos activos
*  Muchos activos
m Portafolio eficientes
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Ejemplo Variable Aleatoria: Tipo de
Cambio
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Estadisticas sobre una variable aleatoria

m Media
E(x) y se estima (1/T)(x1+x2+...xT)

1 =T
y2 Z?ZX,-
m Varianza =

V(x) 0 62(x) y se define E(x 2)-[E(x)] =
2 ==
(-1 =
m Desviacion Estandar

Dispersién medida en las mismas
unidades que la variable original.
o(x) o) = V(x) =\ (x)
m Otras
— Minimo
— Maximo
— Mediana
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Modelamiento de series de tiempo

Modelo Aditivo

m  Modelando la serie de precios Tipo de Cambio
= Supongamos que la distribucion es normal, entonces:

. . . 153 : 29 .
Precio futuro Precio conocido ~ Ruido” en el sistema que
se distribuye de acuerdo

a una normal

El problema estadistico es entonces estimar el valor promedio
y la desviacién estandar del ruido o proceso estocastico
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Sin embargo este modelo implica precios
normales y puede generar precios negativos...

Modelo Aditivo

mEsto es equivalente a que el incremento de
precios se distribuya en forma normal.

})Hl_})t:gt

Precio futuro Precio conocido “Ruido”

& — N(0,5°)
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Un modelo mas usado en finanzas

Modelo
Se modela la tasa de cambio Multlpllcatlvo
instantanea del precio:
P — P X @ &y

“Ruido” multiplicativo

Precio futuro ) i
Precio conocido

& — N(u,0°)
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Aproximacion usada en finanzas

Para pequefios intervalos de Modelo
tiempo, el cambio porcentual Multiplicativo
es equivalente al logaritmo del
retorno.
t+1 tan( t+1):g«
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Estimacion de Parametros

m Objetos de analisis Pz

v, = Ln(P

t-1

)

m Volatilidad

P
o = DesvEst Ln(P’ )

m Media o Tendencia

P
= :Es unabuenaestimacion? 4y = E< Ln(—-)
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Ejemplo: Retornos Log diarios del Tipo

de Cambio
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Volatilidad

m Concepto de volatilidad:
— mide las desviaciones pasadas respecto de la media o
tendencia
— Se calcula como la desviacién estandar de los cambios
porcentuales de las tasas
— Tiene asociado un periodo (diaria, mensual, anual)

— Generalmente se calcula con ponderador mayor para la
historia reciente
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Estimacion de la volatilidad

m Disponer de serie de tiempo
m Calculo del retorno logaritmico (porcentual)
m Calcular desviacién estandar:

— Directamente toda la muestra

— Medias moviles
— Estimacion recursiva con ponderacion histérica (A=0,94)
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Férmulas de la volatilidad
(Caso retorno medio=0)

m Ecuacion tradicional:

— Requiere fijar t observaciones o, =
+

BREE S PERE
z—llZ:l:(r")

m Formula alternativa: 5 5
- Recursiva: Oy = \//10; +(-D)r,

o,,,: Es la prediccion de volatilidad del factor de riesgo, para el periodo t+1,
considerando la informacién conocida hasta el periodo t.

A: Es el factor de decaimiento que pondera los valores historicamente mas
recientes. El valor recomendado de 0,94.

r,:  Esel retorno log del factor de riesgo en el periodo t
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Volatilidad diaria Tipo de Cambio

1.20%
1.00%
0.80%
exp
—— media
0.60% -
movil 30
0.40% mévil 100
0.20%
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Volatilidad crece con la raiz del tiempo

m Supuesto es que la variable de riesgo tiene una
distribuciéon simple (sin autocorrelacion) de
varianza instantanea constante. Luego la
varianza de t periodos es proporcional at, y la
volatilidad (desviaciéon estandar) es entonces
proporcional a la raiz de t.

m Sir(k) es el retorno k periodos hacia adelante

entonces la varianza de r(k) es k veces la varianza

der.

r(k)y=r +r  +7, e+ 1,
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La distribucion normal

m  Simétrica: Probabilidad de subir es igual a la de bajar

= Movimientos en las cercanias del valor medio son mucho
mas probables: Un 68,3% de las posibles realizaciones se
encuentran entre el valor medio +/- una desviacion
estandar. Este porcentaje se eleva a 95,4% para dos
desviaciones estandares.

= Su férmula es conocida, y es de facil manejo analitico.

= “Aparece en la naturaleza” (Teorema Central del Limite
Suma de variables aleatorias iid tiende a una distribucién normal)
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Supuesto importante: retornos log tienen
una distribucién normal.

= El argumento mas usado es que si bien el retorno de activos no
son exactamente normales, la distribucion de grandes portafolios
se acerca mucho a una normal.

Distribuciéon Normal
(media = 0, desv. St. 1)

95,4 % del Area Total

Prob. de ocurrencia

-6 -4 -2 0 2 4 6
Valores posibles de X
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Cuando hay mas de una variable
aleatoria

Se debe estudiar la “Distribucion de Probabilidad Conjunta”

La combinacién de dos o mas variables aleatorias tiene su propia
distribucion de probabilidad

Valor esperado de la suma = suma de los valores esperados

E(X+Y)=E(X)+E(Y)

Varianza de lasuma=  suma de las varianzas mas 2 veces la
covarianza entre las variables.

5 (X+Y)= 6°(X)+ o-(Y)+2Cov(X,Y)
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Varianzas y Covarianzas

Dos conceptos nuevos aparecen:

Cov(X,Y) = E(XY)-E(X)E(Y)

Corr(X,Y) = Cov(X,Y)/a(X)a(Y)= pxy

Ejemplo:  Volatilidad PRC 8 anos 0,482%
Volatilidad Tipo de Cambio 0,364%

Matriz de
correlaciones: [ ]

Nota: Todas estas funciones estan facilmente disponibles en Excel
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Ejemplo de Distribucién multivariada

Ejemplo: Tipo de cambio y tasa PRC 8 afos

Tipo de Cambio vs. PRC 8

(Corr=0.0131)

2 00%
o o

1 509
= g

1.00% -

-2.00% -1.50% -1.00% -0.5

Retorno % PRC 8

Retorno % Dolar
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Distribucion normal multivariada

Primavera 2005

m Suma de variables aleatorias normales es también normal
(multiplicaciéon de normales no es normal)

m Describen con una serie de valores esperados y una matriz de
varianza-covarianza

Probabilidad de ocurrencia

Baja

/T
-, .\ —
I

Alta
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Efecto correlacion entre dos variables

Caso de correlacion positiva entre Xe Y
(Valores altos de X e Y en conjunto ocurren con mayor frecuencia
que valores altos de X y bajos de Y) Y

o an

Probabilidad de ocurrencia

Baja

I
[ ] Media
I

Alta
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Riesgo
m Definicion
Variabilidad
Impacto negativo
= Ejemplo
Precio sube a $110
Gano $10
Compro
Acciéon $100
Precio baja a $90
Y si mi alternativa es invertir 100 al 5%? Pierdo $10
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Variabilidad siempre negativa?

Precio sube a $110
Gano $10-$2 = $8

Corredora por
un costo de $2
me asegura un
precio minimo
de $100 Precio baja a $90

Pierdo $2

Separar variabilidad del impacto ques esta tienen sobre
variables de decision (sobre la riqueza)

*Volatilidad

*Aversion al riesgo
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Actitudes frente al riesgo

m Aversos . -
Inversion 1 Inversion 2

= Neutros
= Amantes R

p
Riqueza Riqueza
Inicial Final R =—) R(1+r)

1-p

R2

Supongamos que

R(1+r) = E(Riqueza Final) = pR1 + (1-p)R2
Cual inversion es preferible?
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Supuestos fundamentales para la incorporacién
del riesgo en la valorizacion de activos.

m Antes de comenzar a estudiar la incorporacién del riesgo
en la valorizacion de activos, debemos sentirnos comodos
con los siguientes supuestos el analisis:

— Los inversionistas son aversos al riesgo

— Utilizaremos la varianza (o desviacion estdndar) como instrumento
para medir riesgo.

— La distribucion de los retornos tienen una distribucion normal.
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Aversion al riesgo

m Los inversionistas no asignan el mismo valor a todos los
resultados posibles.

— Entre mayor sea su riqueza, menor el valor asignado a cada ddlar
adicional.

— El siguiente grafico muestra esta constatacion

U(W)

US
E(UW))

E(W)
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Fijando el horizonte de analisis, nos
concentramos en N activos riesgosos

Primavera 2005

m Variable aleatoria es el retorno entre t y t+1 de los
diferentes activos:

R > N(R,,X)

donde Re es el vector de retornos esperados y > es la matriz
varianza covarianza.

El vector de retornos aleatorios se define como:

R] -7 - et

con [Re] =E1),y [Z]ij = COV(FI”;})
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Definimos una cartera o portafolio como
una seleccién de activos

m Una cartera es un vector w de porcentajes
invertidos en cada uno de los activos

b
. N
w=| : con WT-I:Zwl.zl
1
Wy

m La cartera tiene un retorno esperado r:

T p—
. w R =>w r=r
m Yy una varianza o%: g g "

N N
wiZew=>> w-w,-0,=0"

i=1 j=1
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Ejemplo de un portafolio

Primavera 2005

= Supongamos que tenemos el siguiente portafolio de dos
acciones (Endesa y Copec)

Endesa Copec
Retorno Esperado (1) 15% 21%
Varianza 784 1764
Desviacion Estandar 28% 42%
Peso en Portafolio 60% 40%

» El retorno esperado de este portafolio es igual a:
1, = wr; + wor, = (0.6 * 15) + (0.4 * 21) = 17.4%
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La volatilidad del portafolio entre Endesa y
Copec se calcula como:

m Varianza del portafolio =

Wi W,
W, W,p{,0,C
2.2 1W2P12,010,;
W W1 01 = W,W,O
W20,
W W,0,0,C
W, _1 2P 12016, szszz
= W W6,

* 0, = covarianza de los retornos

* p =correlaciéon de los retornos
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Ejemplo:

m Varianza del portafolio =

0.6%0.4*0.4*

2%)Q2—
067282282 | 1o

0.6%0.4*0.4*
28%*42=113

* Varianza =282 + 282+ (2 * 113) =790

* Desviacion estandar = (790)2 = 28.1%= Volatilidad

* Nota: Estamos suponiendo una correlacion igual a 0.4

0.42*422=282
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Ejemplo 2

m Activos: Endesa, Copec Endesa: 12%

m  Retornos esperados (Anualizados)
Copec: 15%

m  Retorno Esperado Cartera ?
E(rc)=w, * 12% + w,* 15%
Puesto que la proporcion de inversion en cada activo suma 1:
E(ro)=w, *12% + (1-w, )* 15%

Retorno Esperado Cartera puede ser menor a 12% o
mayor que 15%?
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Retorno Esperado de la Cartera

18%
16%
00 \\
14%
Retorno

Esperado 12%
Cartera 10%
8%
6%
4%
2%
00/0 } \( T T T \J T T 1
\}
L PSP LS P

| | | | | | Il |

Fraccion en el Activo 1
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Volatilidad de una cartera

» Habiamos visto que para una cartera, la
volatilidad es

=W -Gt H(1-W) -G 42w (1-W)- 55y p

+ Si volatilidad del activo 1 es 10% y del activo 2 es 12%, y su
correlacioén es -0.5 entonces

Fraccion w Vol Cartera
0.0 12.0%
0.5 5.6%

1.0 10.0%
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Calculando Retorno y Riesgo de la
Cartera

PesoAct1| Retorno Volatilidad de la Cartera para diferentes correlaciones:
w Esperado 0.5 0 0.5 1 -1
0%  15.00% 12.00% 12.00% 12.00%  12.00% 12.00%
10%  14.70% 10.34% 10.85% 11.33%  11.80%  9.80%

20%  14.40% 8.77% 9.81% 10.74%  11.60%  7.60%
30%  14.10% 7.37% 8.92% 10.24%  11.40%  5.40%
40%  13.80% 6.25% 8.24% 9.83%  11.20%  3.20%
50%  13.50% 5.57% 7.81% 9.54%  11.00%  1.00%
60%  13.20% 5.50% 7.68% 9.371%  10.80%  1.20%
70%  12.90% 6.06% 7.87% 9.34%  10.60%  3.40%
80%  12.60% 7.11% 8.35% 9.43%  1040%  5.60%
0%  12.30% 8.46% 9.08% 9.66%  10.20%  7.80%

100%  12.00% 10.00% 10.00% 10.00%  10.00%  10.00%
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Graficando Retorno y Riesgo para una
cartera

14% H Activo 1
13% Activo 2
Cartera

Retorno Esperado

10% : : !
1% 6% 1%  16%

Volatilidad Cartera

Primavera 2005
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Carteras posibles con 2 activos
L I pAB: - 1
A (wy=1) / A (wy=1)
™ Pt
B (wg=1) B (wy=1)
% %
L] Instrumeptos con » Correlacion perfecta

correlacion positiva (positiva y negativa)
moderada
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Diversificacion de riesgos

= Una adecuada seleccion del peso en cada uno de los
activos permite una disminucién del riesgo de la cartera.

= Un menor riesgo implica siempre una mayor rentabilidad?
m Es posible encontrar una cartera con riesgo cero?

= Qué pasa para mas de dos activos?
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Varianza de un portafolio de N
instrumentos

N N
» Varianza del Portafolio: 2 _
O,~ ZZ WiW,;0
i=1 j=1
= Supongamos que el peso de cada instrumento es igual a 1/N

m En la varianza del portafolio, existen N varianzas ponderadas por
1/N y N2-N covarianzas. Podemos decir entonces que la varianza
del portafolio es:

2 2
Varianza =N [;J (varianza promedio) + (N>—N) (;J (covarianza promedio)

Varianza = %(Varianza promedio) + (1 - Izj(cov arianza promedio)

* SiN es muy grande, la varianza del portafolio tiende a la covarianza promedio
de los instrumentos.
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La varianza del portafolio descendera hasta un nivel
donde no sera posible reducir mas su varianza.

Volatilidad (desviacion
estandar del retorno)

Riesgo eliminado por
diversificacion

N

Riesgo total del portafolio

Primavera 2005

Riesgo total de un
instrumento tipo del
portafolio

Riesgo no diversificable

Numero de instrumentos

en el portafolio
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Diversificacion depende de la
correlacion

Vol. de la cartera

Diversificacion para n activos

(Varianzas iguales a 1.0, misma correlacion entre activos)

1.2
1,

82 | ——Cor=0
) Corr=0.3

0.4 -
0.2 A
0 T T T T T T T T T T T T

Numero de activos (n)
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Frontera de minima varianza de Carteras

] ]
Minoc=Vw" Xw

—

sa. w -1=1

sa. w R, =r
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Condiciones necesarias y suficientes para
carteras en la frontera de minima varianza

Primavera 2005

ZO'U.-W].—/I-FZ.—,U:O para i=1...N
j=1

n

S
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Teorema de dos fondos

Matricialmente, 2 W — /11{e — /11 =0
la solucién para w -
se despeja de w - 12e =r

T e
w -1=1
Si w1, y w2 son dos soluciones conocidas del problema
para r distintos, entonces

w3 = awl+(1-a)w2
es también una solucién para r3= ar1 + (1 - a) r2.

Departamento de Ingenieria Industrial

Universidad de Chile
Primavera 2005

Carteras de minima varianza definen
una parabola en el espacio r-¢?2

Primavera 2005

Frontera Minima Varianza
Caso r1=4%, r2=6% sigma1=3.0%, sigma2=3.4%, ro=50%

6.5%
6.0% +
5.5% +
5.0% +
45% +
4.0% : : : :

38% 40% 42% 44% 46% 4.8%

Retorno esperado

Desviacion Estandar Cartera
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Concepto de frontera eficiente de
carteras

Agentes prefieren al mismo nivel de volatilidad carteras
de mayor retorno esperado

16.00%

15.50% + P
15.00% Eficiente
14.50% + Ineficiente

14.00% +

13.50% + M- Ineficiente

13.00% 1 : : : :
13.50% 14.00% 14.50% 15.00% 15.50%  16.00%

Retorno esperado de la cartera

Desviacion estandar de la cartera
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Un caso particular...

= Supongamos que la matriz de varianza covarianza es
la identidad

m Cual es la soluciodn al problema de minima varianza?

m Qué ocurre si N tiende a infinito?

m Como podemos usar este resultado para resolver el
caso mas general?

Departamento de Ingenieria Industrial
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Introduciendo Activos sin riesgo

Frontera Eficiente
6.0%
5.5%
5.0% /
4.5% K

4.0% - : + +
38% 4.0% 42% 44% 46% 4.8%

Retorno esperado

Desviacion Estandar Cartera
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Activo libre de riesgo

Nuevo valor esperado de la cartera:

vy =wr.+(-w)-r

Y el riesgo es....:

a=(l-w-o

El efecto de la incorporacién de un activo libre de riesgo
es una ampliacion de la regién de carteras posibles de
construir
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Nueva Frontera

Frontera Eficiente
6.0%
5.5% /
5.0%

4.5% \K
4.0% \ . I I

3.8% 4.0% }z% 44% 46% 4.8%

Retorno esperado

Desviacion Estandar Cartera
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Combinacién de Portafolio (ll)

= Uno de los instrumentos

es libre de riesgo * Ninstrumentos

riesgosos
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Combinaciéon de Portafolio (lll)
z

Pedir prestado

%

S es el mejor portafolio de instrumentos riesgosos.

El set de portafolio eficientes puede ser calculado a través de
programacion cuadratica que minimize la desviacion estandar del
portafolio sujeto a que el retorno sea al menos igual a Z.

El portafolio 6ptimo esta en la frontera pero también tiene el mayor
ratio de retornos esperados por sobre la tasa libre de riesgo por unidad
[] d
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La cartera de Mercado
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Frontera Eficiente
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Desviacion Estandar Cartera

Todo punto eficiente puede representarse como una combinacion
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Linea de mercado de capitales
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El retorno de
cualquier cartera
en la frontera se
expresa como una
relacion lineal

de la volatilidad de

Om dicha cartera
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