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Cadenas de markov Tiempo Continuo

Problema 1

1. La cadena de Markov queda de la siguiente forma:
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2. Tenemos una cadena irreducible y finita — Existen probabilidades estacionarias.
Para encontrarlas debemos plantear el sistema de ecuaciones de balance en los nodos. El sistema es el
siguiente:



Tpp A = Tpm-Y+TDH U

oM A+7y) = mum - (B+7)+7pp AL —p)+7TMmE @
v (B+7) = mpom - A1 —p)
THM 'Y = TDM " AD
o (A+u) = TE P+ Tpp AP+ TME B+ THM Y
THH W = TDH AD
mvn - (B+p) = mpu-A1-p)

Z’R’Z‘ =1

3. Consideramos conocidas las probabilidades estacionarias:

a)

Primero identificamos los estados en los cuales, de llegar un alumno, se deberd retirar por que
encuentra ambos lugares ocupados. Entonces, dado que en cada uno de estos estados la tasa de
llegada de alumnos es la misma (), tendremos que:

E[Alumnos perdidos| = X - (mynm + T + Tam + Tave)

Si un hombre llega y encuentra un lugar, la esperanza del tiempo de espera dependera del estado
en el que encuentra al sistema. De esta forma:

TDD 04 TDH _l_~_ TDM 1
Tpp +Tpm + ToH mpp +7TpmM +Tpg { TpDp +7TpM +TpH 7Y

E[Espera hombre] =

Sila persona que esta antes que ella (atendiendose) es un hombre, la probabilidad de irse indignada
es la probabilidad que una variable aleatoria de distribucién exponencial de media /% sea menor

que una variable aleatoria de distribucién exponencial de media % Esta probabilidad es:

B

B+
Si la persona que esta antes que ella (atendiendose) es una mujer, la probabilidad de irse indignada
es la probabilidad que una variable aleatoria de distribucién exponencial de media % sea menor
que una variable aleatoria de distribucién exponencial de media % Esta probabilidad es:

B
B+

Para calcular la probabilidad solo debemos ponderar por la probabilidad de encontrar al sistema
en un estado en particular.

TDH ) ﬁ TDM . 6
Tpp +7Tpym +7pr B+p  Tpp+Tpm+Tpm B+

E[Espera hombre] =



Problema 2

1. Sidenotamos X (¢) e Y () a las cantidades de clientes tipo 1 y tipo 2 respectivamente, en el instante
t. Luego {[X(t).Y (¢)]. = 0} es una Cadena de Markov en Tiempo Continuo con las siguientes tasas

infinitesimales:
gl{n,m),(n+ 1,m)] = nAr gl(n,m).(n,m+1)]=nMl-=vr)+6
g[(n,m),(n —1,m)] = nu g[(n.m), (n,m — 1)] = mw
2. s Para encontrar E[X(t})], debemos notar que {X (#),t > 0} es por si sola una Cadena de Markov

en Tiempo Continuo. Para simplicar notacién, se define M. (t) = E[X (¢)|X(0)].
Ahora se obtiene una ecuacién diferencial satisfecha por M_(t). Veamos las transiciones entre ¢t v
(t+ k) y sus respectivas probabilidades, condicional en X(t), con h ~= 0

X(t)+1 con prob. ArX (#)h + o(h)
X(t+h)={ X(t)—-1 con prob. pX (t)h+ o(h)
X(t) conprob. 1— (M +p)X(i)h+ olh)

Luego, tomando esperanza se tiene:

E[X(t +R)X(t)] = X(t) + O\ — )X ()h + o(h)

y tomando esperanza nuevamente, se tiene que:

M (t+h) = M_(t) + (A — p)M_(t)h + o(h)

Reordenando:

M.(t+ h) — M.(t
h

) = (Ar — p)M(t) + %h}

Dado que h ~ 0:



Mi(t) = (A — u)M(1)
De donde se tiene que:
jlr.;-l:fj = K& Ar—p )t
Finalmente dado que M n:'_{—J"l - K =i

M_(t) = iePr—w)t

Problema 3
1. La cadena asociada al problema se muestra en la figura.
—— ﬁ ———
R
\ =il y S )
WD F} r —{p o} o F}
' ™
| /’( y H\"‘ .'
\ Eu, kY \\
. / i \. v/ n‘
B \,__

\ ,/ | ;‘j.
h\ \/ A 7
e ?iu] 'fk/ //

—_— -

—

En esta cadena, la primera coordenada indica el estado de ocupacion del equipo de alta calidad y la segunda
el estado del equipo de baja calidad.

La cadena ilustrada es irreducible y finita, por lo que podemos asegurar que existird una ley de probabilidades
estacionarias. Las ecuaciones necesarias para su calculo son las siguientes (ecuaciones de balance):

mpp+A = 7op-B+7mpo-B+7pFr-0
mop-A+8) = wpp-A+mo0 B+ 70F 3
o0 (2:-8+7) = mop-A+7Tpo-A
mpo-(A+B+7) = moo-B
mor-(6+8) = 7pr-A+7m00 Y
mpr - (A+6) = wor-B+7po-Y

Zﬂ'i:1

2. Para responder esta pregunta debemos identificar los estados en los cuales se rechazan solicitudes,
interpretar las probabilidades estacionarias como fraccién en el largo plazo que el sistema se encuentra
en un estado y identificar la tasa efectiva de rechazos para cada estado. Con esto tendremos que:

E[Rechazos] = 100 - A+ moF - A



3. Nuevamente interpretamos las probabilidades estacionarias como fraccién del tiempo que se permanece
en un estado en el largo plazo. Entonces:

Tasa equipo alta calidad = mop + o0 + TorF

Tasa equipo baja calidad = mpo + 7mo0

4. Independiente del estado del sistema la distribucién del tiempo de falla y de duracién de la presentacién
se mantienen invariantes. Entonces la pregunta es jcudl es la probabilidad que el valor de una vari-
able aleatoria de distribucién exponencial de parametro 3 sea menor al valor de una de distribucién
exponencial de pardmetro . Llamando a esta probabilidad P tendremos que:

_ B
B+



