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Problema 1, CTP 5 Otono 2003

1. Los estados y las probabilidades de transicién entre ellos son los que se indican en el siguiente grafo:

(1-r) {1-u)

(1-n(-p)

Vemos que existe una unica clase recurrente, aperiodica, conformada por la totalidad de los estados de
la cadena. Las probabilidades de transiciéon deben ser justificadas por separado.

2. La cadena es finita y existe una unica clase recurrente, aperiodica, por lo tanto existird una ley de
probabilidades estacionarias. Para encontrar el valor de estas probabilidades simplemente calculamos
una ley estable (la tnica):

Pec = r-q-Peg+r-q-Pegp+r-p-Ppg+r-p-Ppp

(1-7r)-q-Pec+(1—71)-q-Pep+(L—7)-p-Ppg+(1L—7)-p-Ppp

Ppg r-(1—q) - Peg+r-(1—q)-Pep+r-(1—p)-Ppg+r-(1—p)-Ppp

Ppp = (1-r)-(1-¢q) - Pec+(1—-r)-1—q)-Pep+(1—7)-(1=p)-Ppg+(1—71)-(1—-p) Ppp
1 = Pgg+ Pgp+ Ppc+ Ppp

Pap



3. Dado que la méquina ha sido utilizada por mucho tiempo podemos suponer que hemos alcanzado
el estado estacionario (recuerden que no miramos la situacién actual del traga monedas). De esta
manera la distribucién de probabilidades del resultado de mi tirada sera la distribucion de la ley de
probabilidades estacionarias. Entonces, la probabilidad de ganar es la probabilidad de encontrar la
maquina en un estado donde ambos simbolos sean iguales y ademas realizar la eleccién correcta. Esto
es:

P[Ganar] = P[Escoger Guinda-Guinda] - Pgg + P[Escoger Pina-Pifia] - Ppp
1
= 3 (Pcc + Ppp)

Entonces:

1 1
E[Utilidades] = 3 (Peg + Ppp) -G —[1— 3 (Pge + Ppp)]- (C+1T)

4. Nuevamente, dado que la maquina lleva mucho tiempo funcionando suponemos que el resultado de la
proxima tirada se rige de acuerdo a la ley de probabilidades estacionarias. Si es asi, los tinicos estados
que nos permiten obtener una ganancia son los estados Guinda-Pina y Pina-Guinda. Entonces:

Plganar] = Pgp + Ppa

De esta forma.:

E[Utilidades) = Pap + Ppg -G — [1 — Pap + Ppg) - (C+T) — W

Problema 2

Sea v la velocidad del auto entrando en el tiempo ¢, por lo que se tiene que el tiempo de viaje a
velocidad v sera t,, = % donde L es el largo de la carretera.

Si definimos G como la distribucién del tiempo de viaje, y dado que T = % es el tiempo de viaje

cuando la velocidad es X, se tendrd que G(z) = 1 — F(£), con F la distribucién de la velocidad.

Consideremos un evento a un auto que entra a la carretera, el que contaremos si se encuentra con el
auto entrando en t. Independiente de los demds, un evento ocurriendo en un instante s con s < ¢ (auto
entrando a la carretera en s) serd contado con probabilidad P[s + T > t + t,]. De la misma manera,

un evento ocurriendo en un instante s con s > ¢ serd contado con probabilidad P[s + T < t 4 t,].

Asi, se puede escribir la probabilidad que un evento que ocurre en un instante s sea contado como:

1-G(t+t,—s) sis<t,
p(s) = Gt+t, —s) sis>t,
0 en otros casos.

De esta manera el niimero de encuentros de un auto ingresando en ¢ serd un proceso de Poisson filtrado

tal que:
)\/ p(s)ds
0

t ttt,
/\/ [1—G(t+tv—s)]ds+/ G(t+t, —s)ds
0

t+t, ty '
A / 11— Gly)dy + / Gly)dy
ty 0

Ahora sdlo basta con minimizar esta expresion derivando e igualando a 0.

d
dt,

{A/OOO p(s)ds} =[G+~ [ Gl + (1)



Donde se tiene que G(t,) = % dado que cuando ¢ tiende a infinito G(t + ¢,) =~ 1. De esta manera, el
optimo tiempo de viaje es el tiempo medio, y por lo tanto la velocidad que minimiza los encuentros es
la mediana de la distribucién de velocidades.

Problema 3, Control 2 Otono 2005

a) Si Armijo corre a una velocidad W demorard A/W en cruzar cada pista. Luego de dejar pasar
el primer auto por la pista sur correrd y serd atropellado si la distancia entre los autos no es la
suficiente para cruzar completamente esta pista. Entonces:

P[Muera atropellado pista sur] = P|[Tiempo entre autos < W]

P[Distancia entre autos <V - W]

A
= 1l—eMVw

(Notar entonces que el tiempo entre automdviles en la pista sur distribuye segtin una exponencial
de pardmetro (A;V'); para la pista norte se puede obtener un resultado andlogo).

De llegar al medio debera enfrentar la misma situacion en la pista hacia el norte. Entonces, la
probabilidad de morir atropellado sera:

P[Morir] = P[Morir pista sur] + P[No Morir pista sur] - P[Morir pista Norte]
— e AV

b) En la version simplificada de la estrategia Armijo corre si es que no se encuentra con un automovil
pasando. Dado que el tiempo entre el paso de dos automéviles por una misma pista es propor-
cional a la distancia entre ellos (velocidad constante), el tiempo también se distribuye de manera
exponencial. Por lo tanto el tiempo entre pasada de automéviles tiene pérdida de memoria. Esto
significa que “no tiene sentido esperar” por el paso de un automévil para correr, dado que la
distribucién del tiempo entre la pasada del primer auto y la llegada del segundo (que ve Armijo)
es la misma que la del tiempo de la préoxima llegada cuando Armijo llega al borde de la pista.

Entonces, ambas estrategias tienen asociada la misma probabilidad de muerte para Amrijo, sélo
que la version simplificada siempre obtiene tiempos de cruce menores o iguales a la estrategia
original y, por lo tanto, la domina.

¢) Como vimos en la parte anterior el tiempo de pasada del préximo auto por la pista sur es expo-
nencial (tasa A+ V). Lo mismo se repite para la pista norte (tasa A, -V'). Por lo tanto, el tiempo de
la préxima de pasada (minimo entre la pasada sur y la norte) se distribuye exponencial con tasa
(As + An) - V. Entonces, sea T el tiempo que Armijo demora en cruzar la carretera. Calculemos
la esperanza de T condicionando sobre el tiempo ¢t* que demorard en pasar el préximo automévil
(cualquier pista).
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d) Supondremos que en t = 0 no se encuentran automéviles pasando frente a Armijo. Sea {A(t),t >
0} el proceso de conteo de autos (yendo al sur) de Armijo y Z, el instante de pasada de el
automovil n. Considerando que un automévil demora un tiempo % en pasar “completo” frente a
Armijo, para este proceso de conteo se cumple que:

A(t)Zn(:)ant—é

Entonces
P[A(t) >n] = P[Z,<t— =]
" L L
- p § ) N2 <t =
[z:lxz+(n )V _t V]

En la expresién anterior las variables z; son v.a. exponenciales de parametro A; - V, iid. y
{N(t),t > 0} corresponde a un proceso de Poisson homogéneo de tasa A - V.

De alli se puede concluir cual es la probabilidad pedida. Las respuestas pueden cambiar dependi-
endo de los supuestos considerados; las expresiones finales dependeran de si se expresan en funcién
de la distribucién de una gamma (integral) o mediante la distribucién de poisson (sumatoria). Con
ello, dos expresiones equivalentes para la expresién final son:

<l

t—n- n . xn—l . €—>\5V'.’E

(A V(t—m- L))iers Vi—nd)

= 2 ¥

i=n

Por ultimo, notar que parat < n - % la probabilidad pedida es 0.

e) Analicemos la pista sur y supongamos que cuando Armijo mira a la distancia obvervara (si puede)
el punto mds cercano del auto (su parte trasera). Si se ha visto un auto completo este puede estar
hasta una distancia V -t — L. Esto es equivalente a que el auto haya entrado entre los instantes 0 y
t— % Entonces si sabemos que entrd un auto en ese intervalo también sabemos que la distribucion



del instante de llegada es uniforme entre 0 y t — % Por otro lado, para que el automdvil atn sea
visible éste no debe haber entrado en un tiempo superior a % Entonces:

K+ L

P[Ver el auto] = TV_L

Notar que aun cuando consideramos que Armijo estd viendo los autos que pasan en la pista sur,
los resultados son los mismos para las dos pistas (no nos interesa condicionar sobre que pista paso
el automévil).



