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Problema 1

Sea el siguiente problema lineal en forma estandar:

minz =c’X

sa. AX < b

IV

j:

Donde: AOR™" con n=m; rg(A)=m; bOR™; ¢,XOR", y sea B una base primal

factible.

a)

b)

c)
d)

e)

9)

h)

Explique como el algoritmo Simplex asegura no salirse del espacio de soluciones factibles al
efectuar una iteracion.

Sefiale si el algoritmo Simplex asegura en cada iteracion la maxima variacion posible de la
funcion objetivo. ¢Por qué? Si no lo asegura, explique como se podria lograr la maxima
variacion.

¢Cuando se dice que una solucion basica es degenerada?

Suponga que se ha resuelto (P), siendo su solucion éptima Unica. Explique como se puede
obtener, a partir de la solucion dptima, la solucién basica factible con valor de la funcion
objetivo mas proxima al valor éptimo de ella.

¢Como sabe usted que una forma canodnica entrega una solucién basica no factible?
Explique como resolveria usted un problema de programacion lineal a partir de una forma
basica no factible.

Suponga que usted dispone de una forma candnica que entrega una solucion basica factible
que no es 6ptima. Ademas usted conoce todos los costos modificados de la funcion objetivo
en el éptimo. Explique como se pueden obtener los valores de las variables en la solucion
optima a partir de la informacion anterior y sin tener que resolver el problema mediante
una secuencia de iteraciones.

¢Puede suceder que en un PL de minimizacion exista algin costo reducido negativo, pero
gue en esa iteracion del Simplex la funcion objetivo no pueda ser mejorada?

Dado un problema de programacion lineal en forma estandar, defina el problema que se
resuelve para la Fase I del SIMPLEX. Explique por qué en este problema auxiliar se puede
obtener una solucién inicial factible en forma sencilla.

Comente la siguiente afirmacion: “La Fase I del Algoritmo Simplex finaliza cuando todas las

variables artificiales salen de la base”.



Problema 2

Considere el siguiente problema de optimizacion lineal:

Mix z = x, + x, + 3x,
5.
X +x <2
X4+x <2
x, 21
x, =20

a) Transforme el problema llevandolo a forma estandar.
b) Aplicando Fase I, determine una solucion basica factible inicial.
c) Resuelva el problema utilizando Simplex.
d) Indigque qué caracteristicas presenta esta solucion optima:
i.  ¢Es el problema no acotado?
ii. ¢Existen dptimos alternativos?
iii. ¢Existen restricciones redundantes?

iv.  ¢Es la solucién éptima degenerada?

Problema 3

Considere el siguiente problema de optimizacion lineal:

max z = bxy + 49
s.a x+axy < 10
2;”{.‘1 + @9 > 4
1,9 > 0

Resolverlo usando la forma candnica de Simplex.
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Problema 1

a) El Algoritmo Simplex asegura no salirse del espacio de soluciones factibles al efectuar cada
iteracion respetando el criterio de salida de la base.

En efecto, si se tiene que la variable que entra a la base es x,, para saber cual es la variable
que sale de la base es necesario determinar cual es la variable que primero se anula cuando xs
crece, para no salirse del espacio factible. Esto es buscar la primera variable que se anula en

cada una de las restricciones del problema en su forma candnica:
X, +ais-x, =b;Vi=1,..,m

Tomando en consideracién las m restricciones el maximo valor que puede tomar x; es:

(B

mir, —

3s>0 ais
b) El criterio de entrada a la base indica que la variable no basica que entra es aquella que
tiene el menor costo reducido, dentro de aquellos que son < 0. Se ha adoptado esta
convencion porque trae el mayor mejoramiento local. Sin embargo al escoger esta variable de
entrada se esta automaticamente determinando cual sera la variable basica que saldria de la
base, y puede darse el caso que esta variable aportaba a la minimizacion de la funcion objetivo.
Entonces para lograr la maxima variacion habria que escoger como variable de entrada aquella
que en conjunto con la variable que saldria impliquen la mayor variacién en la funcion objetivo.

Para esto es necesario probar todos los casos.

b

min —-

3s>0 ais
c) Es cuando un vértice esta sobredeterminado. Si rg(A) = n, un vértice esta sobredeterminado
si es fruto de la interseccion de n’ > n restricciones. Esta condicion se verifica si existe algin
xg=0.
d) Suponga que x; es variable no basica en la solucidon éptima. Si xjingresara a la base debera
tomar el valor:

P
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E
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Sea el costo modificado o reducido de xj en la Ultima forma candnica. Luego al ingresar x; a la
base, la funcion objetivo aumentara en:
b *
c. * P
J sk
)2}

(1)

Para toda variable no basica se debe obtener el resultado (1). El menor de estos resultados
determinara la variable que ingresara a la base. La variable que sale de la base se determina
con el procedimiento habitual del algoritmo Simplex.

Al ejecutar la iteracidn se obtendra la solucién basica factible pedida.
e) Si b <O entonces la forma candnica entrega una solucién basica no factible. Se debe

agregar variables artificiales y desarrollar una fase 1 y luego la fase 2.
f) Como se conocen los costos modificados de la F. O. en el optimo se pueden identificar las
variables no basicas en el éptimo y por tanto las variables basicas de la solucion optima.
Si se conocen las variables basicas en el dptimo se puede definir la matriz basica del dptimo.
Luego se puede calcular:
b*=B*"'b

Donde el vector b* contiene el valor de las variables basicas en el éptimo.
g) Si, si estoy en una solucion degenerada y la variable basica que vale 0 deberia pasar a
valores negativos si hiciéramos crecer la variable no basica correspondiente al costo reducido
negativo.
En este caso, puedo entonces cambiar la base pero sin modificar la solucion factible basica.
h) El problema de Fase I tiene la siguiente estructura:

Ax+It=b

x,t=0

Donde t € R™, t variables artificiales.
Para recuperar el problema original, se debe forzar a todas las variables artificiales a tomar
valor 0. (Ax=b , Ax+ It =b cont = 0).

Minw = Z i

Ax+It=b

b,x,t=0
La solucion basica factible inicial esx = 0y t = b, B = I. Lo sencillo aca es que en este caso la
identidad sirve como solucidn factible basica inicial.
i) Falso. La fase I termina una vez que se encuentra el éptimo w* del problema auxiliar. Sin
embargo, la base optima puede contener variables auxiliares. Por ejemplo, si w*>0 el problema

original es infactible y necesariamente al menos una de las variables auxiliares es basica.



Problema 2

a) Forma estandar:
Min - z=—-x, — x, —3x;,

s.a.

X +x,+x,=2

X, +x,+x=2
Xy —x =1

x, 20

b) Para aplicar Fase I, se puede resolver alguno de los dos siguientes problemas:

Mint, +1, +1t,
s.a.
X, Fx,+x,+1 =2
Xy + Xy +xg+1, =2
X, —x, +1, =1

x,20,¢, 20

O bien, uno simplificado:
Mint,
S.d.
X, +x,+x,=2
X, +x, +x, =2

X, — X, +1, =1

x;, 20,1, 20
Resolvamos este Ultimo problema:
Iteracion 1:
X4 X5 tl
1 00 2\ (x,
B=|0 1 0|=>B'=I=bh=b=|2|= X, | =
00 1 1) e
X1 Xy X3 Xg
1 01 O

¢, =c,—cyB'R=(0,0,00)-(0,0D0 1 1 0
00 1 -1

== ==)



z, =(0,0-11)

Esto quiere decir que no estamos en el optimo y que X;entra a la base.

1) (1
As=BA,=11|=|1
1) |1

Criterio de Salida:
X4 X5 t1

min{%,g,ll = min{2,251} =1
17171
Entonces, t; sale de la base.

Iteracion 2:

Xy Xs Xs . 0
1 01 1 0 -1 1 (x, : 0
— X,
B=011:>B’1=01—l:>b=1=x5—>'=0
) r
0 0 1 0 0 1 1) |x, :
' X 0
¢, =cy—cz;B7'R=(0,0,1,0)—(0,0,0)
cr =(0,0,1,0) Solucién 6ptima

Como la solucién 6ptima nos indica que t; =0, la suma dptima de variables artificiales es nula

y por tanto las podemos eliminar obteniendo un vértice factible para el problema original.
Ademas, como ninguna variable artificial estd en la base dptima de fase I, entonces podemos
tomar dicha base como vértice inicial para la fase II.

Luego, la base dptima de Fase I:

Xa Xs X;3
1 01
B={0 11
0 0 1

Es una base primal factible para el problema original.

NOTA:

Si la suma dptima de variables artificiales es nula, pero existen variables artificiales en la base
optima de fase I, entonces podemos intentar reemplazarla por cualquier variable no basica para
formar una base factible para la fase II.

Si la suma optima de variables artificiales es no nula, significa que alguna variable artificial es

positiva y por tanto no la podemos eliminar. En dicho caso, el problema es infactible.



c) Iteracion 1 (Fase II):

De acuerdo a la parte b) partimos con la base factible:

101 10 -1
B=(A4,A5A3)=|0 1 1|=B*=|0 1 -1
001 00 1

1
As=B'A,=| 1
-1
b,
Min {—:a, >0}:Min{l:l}:l
Ay 1 1

En el criterio de salida hay empate. Luego, podemos predecir que encontraremos una solucién

degenerada. Escojamos X4 como variable que sale de la base (podriamos escoger Xs también).

Iteracion 2 (Fase II):

Tenemos ahora la base:

0 01 1 0 -1
B=(A6,A5A3)=| 0 1 1|=B*=|-11 0
-1 01 1 0 0

¢, =(2,-1.3) = Solucion no es optima y sale x ,
0

A2=B?[A,=|1

0

=

. o .0

Min {—:a, >0} = Mm{T} =0= Sale x4
i2

Iteracion 3 (Fase II):

Tenemos ahora la base:

o



0 01 1 0 -1
B=(A6,A2,A3)=| 0 1 1|=B*=|-1 1 0
-1 01 1 0 0

¢ =112
Luego, como todos los costos reducidos son mayores que cero, la solucion es dptima. Entonces,
en el optimo las variables basicas valen: Xg=1; X,=0; X5=2 y las no basicas valen todas cero:
X1=0; X4=0; Xs=0.
d)

i.  ¢Es el problema no acotado?
El problema es acotado pues: -z*= -6 => z*=6

ii. ¢Existen dptimos alternativos?

No existen multiples soluciones 6ptimas, pues cr>0 enel optimo, es decir, no existe ninguna
variable no basica con costo reducido nulo.

iii.  ¢Existen restricciones redundantes?
No existen restricciones redundantes. Ademas, ninguna restriccion es una combinacion lineal de
las otras.

iv.  ¢Es la solucidn optima degenerada?
La solucion dptima es degenerada pues el vértice dptimo con cualquiera de sus bases posee

una variable basica igual a cero.

Problema 3

rimero se debe llevar el problema planteado a la forma canénica 0):
P lebe 1l 1 probl lanteado a la f FC
minz = e’'7
S.d.
A¥ = b

ri,ax9 = 0
Para ello, se deben agregar variables de holgura (x3 vy x4) al problema original v transformarlo en un
problema de minimizacién, quedando la FC como sigue:

minz =—6-a1 —4-a9
S.d.
x4+ 2-294+x3 = 10
2ory+ag—ax4 = 4
ry,ra,r3, Ty > 0

Dado que no podemos formar una base factible inicial con vectores candnicos, recurrimos a simplex Fase
I para encontrar una solucién factible inicial, para ello definimos variables asociadas a cada restriccién y
una nueva funcién objetivo:



min z = a5 + xg

s.a.
ri+2 - as+ar3+xs = 10
2.0y +ax0—r4+a = 4
ry,ro,r3,24,T5, 26 = 0

En este caso, las variables basicas son g, vy x4, siendo el resto no basicas.

Veamos si ésta solucion es dptima. Para ello, se deben calcular los costos reducidos como ¢ = ¢ —
cpB~1R v si todos resultan positivos entonces estamos en el éptimo. Calculemos:

cr=(0 0 0 0)-(1 1)((1] ?)(; i (1] fl):(—:a -2 -1 1)

Luego, la solucién no es 6ptima, entonces se debe empezar a iterar.

[TERACION 1:

» Criterio de entrada.
Entra a la base aquella variable no basica que tenga costos reducidos menores (entre las que poseen
costos reducidos negativos). En este caso, el menor costo reducido es -3 y corresponde a la variable
21, luego esta variable ingresa a la base.

» Criterio de salida.

Para ver quien sale de la base, es necesario obtener los valores de A y de b, para ello:

A = B7'A

b = B
En este caso se tiene que B = [ — B~! = [, luego:

A = Bl'A=4
b = B l'b=b

utilizando estos valores se tiene:

b 10 4
Tn-’ln,l:_l>0 Q_;'l = {T. 5} = {10.2} =2 Tg

entonces xg sale de la base.

[TERACION 2:
En este caso, las variables basicas son x5, v 21, siendo el resto no basicas.
Veamos si ésta solucién es dptima.

Para ello, se deben calcular los costos reducidos como ¢ = ¢ — cg B~ 1A y si todos resultan positivos
entonces estamos en el éptimo. En este caso se tiene que:

b
Il
sy
L
N
Il
N
= =
o= ‘
v
~—
S
=]
= =
o
=)
—
~—
Il
Y
[ ‘
1SN
[T
[T
| [
=
~—

utilizando estos valores se tiene:



cr=(1000)—(1 o)(é *%)((1’ Ly fl):(% EEU

1
2

Luego, la solucidén no es 6ptima, entonces se debe empezar a iterar.

» Criterio de entrada.
Entra a la base aquella variable no basica que tenga costos reducidos menores (entre las que poseen
costos reducidos negativos). En este caso, el menor costo reducido es -1 y corresponde a la variable
3, luego esta variable ingresa a la base.

» Criterio de salida.

Entonces se tiene:

. b
MiNgia>0Y —= [ =
;3

entonces xs sale de la base.

ITERACION 3:
En este caso, las variables basicas son x3, y 21, siendo el resto no basicas.
Veamos si ésta solucién es dptima.

Para ello, se deben calcular los costos reducidos como ¢ = ¢g —epB 1A v si todos resultan positivos
entonces estamos en el 6ptimo. En este caso se tiene que:

N
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cr=(1 01 0)—(0 0)(3] _%)(? 1 (1] 701):(1 01 0)

Luego, la solucién es dptima, entonces se debe empezar a iterar en fase Il para encontrar la solucion al
problema original, para ello, simplemente volvemos a la funcién objetivo del problema estandar inicial v
eliminamos las columnas de A asociadas a las variables x5 v xg.

Tenemos:

minz=—6-xy —4-x9
s.d.
1 +2-29+23 = 10
2oy 4+xe—1x4 = 4

Ir1,T2,T3,T4 2 0



ITERACION 1 (DE FasE TT):
En este caso, las variables bdsicas son xs3, v a1, siendo el resto no bésicas.
Veamos si ésta solucién es éptima.

Para ello, se deben calcular los costos reducidos como ¢ = e¢g — egB~1A y si todos resultan positivos
entonces estamos en el 6ptimo. En este caso se tiene que:

bo 00 B[] =
—
| b2
b=
~—

utilizando estos valores se tiene:

cr=(—-4 0)—(0 —6)(é f)(i _01):(_1 -3 )

Luego, la solucidén no es dptima, entonces se debe empezar a iterar.

n Criterio de entrada.

Entra a la base aquella variable no basica que tenga costos reducidos menores (entre las que poseen
costos reducidos negativos). En este caso, el menor costo reducido es -3 y corresponde a la variable
x4, luego esta variable ingresa a la base.

» Criterio de salida.

Entonces se tiene:

, b
MMy ,>0 — ¢ —
iq

w\»—x‘ [v's)

} = {16} = 16 r— 3
entonces rs sale de la base.

ITERACION 2 (DE FASE II):
En este caso, las variables basicas son xg, v a1, siendo el resto no basicas.
Veamos si ésta solucidn es Optima.

Para ello, se deben calcular los costos reducidos como ¢ = ¢ — eg B~1A v si todos resultan positivos
entonces estamos en el éptimo. En este caso se tiene que:

(0 1 L (2 -1
pe(ha)er=(00)



utilizando estos valores se tiene:

=4 0) (0 m(f —01)(} é):(z 6)

Luego, la solucién es éptima. El valor de las variables resulta ser:

r; = 10
x5 = 0
‘ ’.§ = 0
ry = 6

por lo cual, el valor de la funcién objetivo inicial es z* = 60.

Dudas o comentarios a:

lelopez@ing.uchile.cl



