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Capitulo V

RELATIVIDAD ESPECIAL:
DINAMICA

V.1. Dinamica Relativista.

En esta secon definiremos la velocidad en 4 dimensiones y a partir de ella el momentum.
Justificaremos la exprési obtenida para el 4-momentum recurriendo al Principio Variacional
usado para obtener las ecuaciones de movimiento en lanicaade Newton.

De forma aaloga a la cuadri-velocidad definiremos la cuadri-aceléragicon ella la segun-
da Ley de Newton. Esto nos lleva a ladimica de una pddula. La principal aplicaéin de este
método son los choquesasticos y las leyes de consen@ti Una consecuencia interesante es
gue la masa total deja de ser una cantidad conservada en relatividad especial. Esto marca una
diferencia con lo que acontece en el esquema de Newton.

Introduciremos el concepto de invariante, una cantidad que toma el mismo valor en cualquier
sistema de referencia inercial. A partir del invariante asociado al momentum ealertpemu-
la emblenatica de la relatividad especial de Einstdih= m .

Las expresiones relativistas siempre deben tener comoinasolh forma usual de la manica
de Newton cuando las velocidades de lasipalds son muy peqiéi@s comparadas con la ve-
locidad de la luz.

V.1.1. Ley de Transformaciones de Vectores.

Las cantidades que tienen un significadlsicb -aquellas que representan una meédici
transforman de acuerdo a su naturaleza al ir de un sistema de referencia inercial a otro. Por
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ejemplo, la fuerza, la velocidad...etc. cambian de la misma forma, un escalar como la tem-
peratura no altera su valor pero se lo asocia a la coordenada del nuevo sistema de referencia
T(X,y,z,H)=T"(X",y",z",t").

Figura V.1:En meénica utilizamos cantidades como: escalares, vectores, seudo—vectores, ten-
sores...etc. El nombre de cada uno de estos objetos responde a las propiedades de transfor-
macbn que obedece dicha cantidad al realizar una robacdel sistema de referencia o al
reflejarlo en un espejo

Por ejemplo, la segunda ley de Newten= m - & es \alida en un sistema inercial y no se
especifica, por ejemplo, la orientanique debe adoptar el sistema de referencia en el espacio.
Nosotros seleccionamos un sistema de referenciaaslaonveniente, y escribimos las ecua-
ciones erel. Si posteriormente queremos cambiar a otro sistema de referencia, uno que forme
un ciertoangulo con respecto a un eje del anterior, debemos usar las propiedades de transfor-
macbn de los vectores, la indicada en la Figura. De esta forma la éuadopta la forma
asociada al nuevo sistema de referencia. Para que esta opesaya describiendo la misma
fisica, todas las cantidades que aparecen en la écyduerzas y aceleraciones deben trans-
formar en forma equivalente. Todos los objetos que obedecen dicha ley de transfarseci
llamanvectores.las ecuacioneddicas entonces igualan vectores con vectores, seudo vectores
con seudo vectores, tensores con sus similares..., de otra forma estas ecuaciondgarse podr
referir Hlo a undnico sistema de referencia. iAsabiia sido imposible encontrar ua ley en la
naturaleza.

Ejemplo

Estudiemos el caso de una rotatien unaangulod. Para preparar el camino a las transfor-
maciones de Lorentz, incluiremos acgl tiempo.

a) Escribir la rotadn en forma matricial, incluyendo el tiempo.

V1. DINAMICA RELATIVISTA. Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas
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&

ct,
xcos O+ ysenb,
ycos § —xsenb,
z

SIS

Estas ecuaciones se pueden escribir en forma tensori-
al,

=Y R (V.1)

Hemos introducido la matriz de rotéci R*,. Esta matriz incluye la componente temporal,
losindicesu y v toman los valores 0, 1, 2 y 3. Es una matrizide 4.

Convencbn de Einstein

A continuacon se define la converam de Einstein para las sumas. Consiste en omitir el
simbolo de la sumatori_ y adoptar la convenén siguiente: cada vez que aparezcangice
repetido, se debe sumar sobre todos los valores que toma ididioe. En esta notamn la
expresbn anterior se escribe

' = R! a”. (V.2)
donde la matriz?*, tiene la siguiente forma

RE = RQO 321 322 323 _
Y Ry RY R R

0 0
cos 8 senf
—senf cos 6

o O O
_ o O O

R}, R3 R3 R 0 0
't 1 0 0 0 ct
z B 0 cosf sent O x
] a 0 —senf cosf 0 Y
z 0 0 0 1 z

Las velocidades deben transformar de la misma forma. Usando la forma tensorial definida en
[V.1.1], y diferenciando con respectard (y manteniendo fijo ehngulo de rotaéin) tenemos
que
Ai=X,-X,  dz*=R"ds", (V.3)
de aqui podemos encontrar la forma de la velocidad recordanda tprea el mismo valor en
todos los sistemas de referencial&sdebemos dividir ambos miembros de la ecaacnterior
pordt:

dzH daxz” _
—— = RM = RH TV, V.4
= - vh= LY (v4)

Universidad de Chile Escuela de Ingenieria y Ciencias
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Es claro que esta exprésitransforma igual que los vectores bajo una rétacy por lo tanto
es un vector.

Podemos seguir con esté&tado y aplicarlo a la aceler@cei, y obtener un resulatado similar:
tambien es un vector, como uno supone.

V.1.2. La Cuadrivelocidad.

Lo que nos interesa ahora es aplicar esétoaio a la velocidad en relatividad especial. Las
transformaciones de intes, en este caso, son las transformaciones de Lorentz. Para que un
objeto de 4 componentes sea cuadrivector, debe transformar igual que las coordénaldas
efectuar un cambio de sistema de referencia, puesto que nos interesa que lasitageteh-
gan la misma forma en todos los sistemas inerciales. Queremos escribir las leyes en forma
covariante; que tengan la misma forma en todos los sistemas inerciales.

Al intentar resolver un problema esigo, seleccionamos el sistema de referencia que juzg-
amos nds adecuado, y sabemos que las leyes tienen la misma éxpf@snal en ese sitema
como en cualquier otro inercial.

Si queremos cambiar de sistema de referencia, usamos las transformaciones de Lorentz,
puesto que todas las cantidades usadas deben ser cuadrivectores y por lo tanto obedecen la
misma ley de transformatm.

Entonces:
dz! = A, da"”, (V.5)

dondeA es la matriz que representa a la transforimacie Lorentz.

dct v =B~ 00 dct
dz - -6y v 00 dz
dy B 0 0 10 dy
dz 0 0 01 dz

¢, @mo definimos la cuadrivelocidad? Siya sabemosfyuéetransforma como un cuadrivec-
tor, tal como en la definidn anterior, entonces para definir la cuadrivelocidad debemos dividir
esta cantidad por uimvariante una cantidad que tenga el mismo valor en ambos sistemas de
referencia inerciales, en analagon lo realizado en la maaica Newtoniana.

Ya conocemos una cantidad, que cumple con esta propiedad: precisamente el elemento de
longitud en 4 dimensiones.

ds®* =2 (dt)? —dX* =n,,da" da”.

V1. DINAMICA RELATIVISTA. Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas
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Figura V.2:

donder,,, es la nétrica de Minkowski, definida junto con la transforn@cide Lorentz en una
dimensén espacial:

1 0 0 0 v =By 0 0
poo— |0 =10 0 e o | B oy 00
ny 0 0 -1 0 v 0 0 41 0
00 0 -1 0 0 0 +1

Comod s’ = ds, podemos dividir ambos lados de la ecaacy obtener la cuadrivelocidad:

dz¥

H= . V.6
ut = (V.6)
Las propiedades de transform@atideu” son las esperadas
—u »
ut = dzr = A" dx = A" u”. (V.7)
ds ds

Si una paificula permanece en reposo en el sistema de referencia que estamos usando entonces
dX = 0.y u* toma la siguienta forma (escrita en forma horizontal para ahorrar espacio)

w199 00 01 = 11.0.0.0
u [Cdt”’] [77’]‘

Ahora, si la paiitula se desplaza en el sistema de referencia que estamos usando, entonces
podemos factorizar el tiempo a partir de la expgyasied s?, para que la cuadrivelocidad se
asemeje lo ras posible a la expresi usual de la velocidad.

ds® =c(dt)* [1 - [dz/(cdt)]], (V.8)

Universidad de Chile Escuela de Ingenieria y Ciencias
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perodx/dt es la velocidad de la pacula con respecto al sistema de referencia elegido en la
direccbn z. Analogamente con el resto de las coordenadas, de forma que |la érp@eserior
se transforma en:

ds* =c*(dt)*[1 - \72/02] : (V.9)

donde? es la velocidad de la pacula. Tomando la componente positiva de lia @adrada de
esta expredin y recordando la definiah de/ y v podemos escribir la cuadrivelocidad de la
siguiente forma:

u' = [y, 6. (V.10)
Note que la expreéh obtenida no tiene dimensiones.

Receta para subir y bajar indices

Los indices superiores identifican a un vectdr (o tensor si hay @s de urnindice F*")
contravariante Si figura como stilmdiceu,,, se denominaovariante

Cada una de estas cantidades tiene un significado &dombien determinado pero d@qu
sblo nos interesa dar una receta que nos indiqueacsubir o bajamdices.

Primero debemos definir la matriz inversa de ktneca de Minkowski:

1 0 0 0
e 0 =1 0 0
T 1o o0 —1 0
00 0 -1

como se puede apreciar tiene excatamente la misma expassia netrica de Minkowski.

Para subir unndice, es decir transformarlo de covariante en contravariante basta multiplicar
por la métrica inversa de Minkowski:

u' =n"*u,, an’alogamenter, = 1,, u®.
La meétrica de Minkowski (0 su inversa) se utiliza para bajar (o subdices.

Ejemplo

Encuentre la expre@n asociada a la transforménide Lorentz, con los ddsdices arriba
(dos veces contravariante) o los dodices abajo (dos veces covariante).

La Transformadn de Lorentz definida anteriormente es una vez covariante y una vez con-
travariante: tien uindice superior y unoinferior.

V1. DINAMICA RELATIVISTA. Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas
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v By 00
By =y 0 0
nHo vV A
A=A =10 0 S o

0 0O 0 -1
Hemos sumado sobreigldicea. Analogamente:

v =By 0 0
gy — 0 0

ey K =
Bay =My A, 0 0 -1 0

0 0 0 -1

Clasificacion de los cuadri-vectores

Dados dos cuadrivectores cualquietay B”, mediante la ratrica de Minkowski podemos
definir un rumero a partir de ellos, de la siguiente forma:

My APB" = A°BY — A'B' — A’ B>~ A’B*= A"B, = A, BY

La expresbn a la derecha de la ecuanies un amero, puesto que proviene de la suma de cada
una de las componentes.

El caso nas interesante es aquel en el cual usamos el mismo vector dos veces:
Ny AP AY = APA” — AVAY — A2 A2 - AP AP = AP A, = A, AF
Ahora, mediante esta operanipodemos asociar urimero a este vector:
Si A, A" >0 = cuadrivector tipdiempo

Si A,AP=0 = cuadrivector tipduz

Si A, A" <0 = cuadrivector tipespacio

De esta forma podemos clasificar a los cuadrivectores; puesto que el signo y el valor de esta
cantidadA,, A*, es un invariante: vale lo mismo en todos los sistema inerciales.

El significado fsico de esta cantidad es el siguiente: si un cuadrivectip@siempq indica
gue es un vector que @stontenido dentro del cono de luz. Por ejemplo si el cuadrivector
representa a la cuadri velocidad de unaipala,ésta se desplaza con velocidades menores que
la velocidad de la luz. En cualquier otro sistema de referencia inercial, se cumple la misma
condicbn.

Si la paricula estipo luz el vector se apoya en el manto del cono de luz. Finalmente si el
vector edipo espacigindica que el vector se ubica fuera del cono de luz.

Universidad de Chile Escuela de Ingenieria y Ciencias
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La cuadri-aceleracion

Ahora procedemos a determinar la cuadriaceléradRecordemos que a partir de nuestra
definicion de la cuadrivelocidad, tenemos:

uu, = +1. (V.11)
De aqgu derivando con respecto a:d
du* du
— = Q. V.12
T +u P 0 ( )

Definiendo la cuadriacelerdmi o = 2~ y en forma similag,,
au, +uta, =0, (V.13)
desp@s de subir y bajandices con la receta usual, se obtiene:
a'u, =0. (V.14)
Ejercicio

. , ~ dvu
Encontrar la expredn dea” como funcon dev, 3 y d—;}

V.1.3. El cuadrimomentum

Usando los resultados de la ségtanterior, podemos definir el cuadrimomentiity como

mg, C - -

pro= (\/ﬁ7 moC’Y@:moC(%’Yﬁ)a (V15)
introduciendo la expreSh de  u*,

Pt = m,cu”. (V.16)

Comouwu* es un cuadrivecto* también lo es.

El factor (n,c) aparece por razones dimensionales, el cuadrive¢taro tiene dimensiones.
La primera componente del cuadrivector momentidinse define como la endegasociada a
la parfcula. Las otras tres componentes constituyen el vectorgntum, es decigstas son las

V1. DINAMICA RELATIVISTA. Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas
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componentes que en uagimen no relativista se transforraaren el momentum usual de la
meda@nica Newtoniana.

Mencionamos que los invariantes son importantes puesto que toman el mismo valor en cualquier
sistema de coordenadas. Calculemos el invariante obtenido a partir del cuadrimomentum.

E -
pro= (—,P) (V.17)
c
PrP, = (myc)*utu, = (m,c)’ (V.18)
E\? o 9 9
PP, = " —P =mge (V.19)

En un sistema en que la patla se encuentre en repo$d= 0, y por lo tanto la enefig
toma el valor conocido

E =m,c? (V.20)
Otra consecuencia de estdaulo es que la definidh de masa en reposo &stien definida:

es proporcional al valor del invarianf¢* P,, por lo tanto es unimero que no depende del
sistema de referencia utilizado.

V.1.4. La Conservacon del Momentum.

Continuando con la generalizaai de las cantidades que aparecen en lzamea usual de
Newton, nos queda por definir la cuadrifuerza. Se define a partir del cuadrimomentum en la
forma que se indica a continuaai

_ dp*”

=, V.21
T (V.21)

Sino hay fuerzas externas actuando sobre el sistema deyastque estamos estudiando,
entonced’* = 0 y en un choque entre patilas ocurre que

P". ... = Constante (V.22)

Como el cuadrimor@ntum se conserva, cada una de sus componentes se conserva, toma el
mismo valor antes y desps del choque.

Universidad de Chile Escuela de Ingenieria y Ciencias
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Pantes = P&esp@s* la energa se conserva. (V.23)
Pantes = '3desplées_’ el morréntum se conserva. (V.24)

Una de las consecuencias de la conseoradel 4 - mon@ntump” es que la masay la enéag
no sean independientes como ocaen la meanica de Newton. La ley de consenatide la
masa y la ley de conservaci de la eneng se vuelven una sola en el contexto de la Relatividad
Especial.

M

Figura V.3: En la me&nica de Newton ocurre quéf = m;+ms+m3 , p=p1+pa+p3 Y
E,=FE;, E; = % myv? + % movs + % msvi. Estas 5 ecuaciones se transforman en 4 ecuaciones
en la relatividad especial.

En relatividad Especial las ecuaciones son cuatro:

Fhic = Plina (conservad@n de masa y eneia)
Piic = Prina (3 ecuaddn, conservadin del momentum)

Transformacion de masa en enefg

Supongamos que una makg inicialmente en reposo se divide en dos jeaitts icenticas.
Utilizando el invariante

nic o fin

tenemos

V1. DINAMICA RELATIVISTA. Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas
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PM

inicial
m
Pﬁnal

{M 0}

{(m1 +mq) cy, ymy Ty — ymy U}

d @ @ J
v v
-— —_—

Si ambos trozos 1y 2 sonédticos m; = m,, entonces

= {2mey,0},  puesto ques + v, = 0.Ademas
Pﬁlic Plimc = M202 = m2C2P)/2 = P}Linalplfmal

De aqu tenemos

M =2m~y, como v >1,

entonces M > 2m. La masa no se conserva. Parte de la masa inicial se trariséarener-
gia. Con el objeto de hacer una anaigon la meanica de Newton, afirmamos que la masa se
convirtié en energa cirgtica. Definimos la energ cirética como:

T=E-F, (V.25)

dondeFE, proviene del invarianté* P,

E? 2
m _ 2 o _
PP, = = = con p=~vymuv.

E = VETpe
T = /E:+p*?—E,

Otra forma que puede adoptar este resultado, se obtiene desarrellanderie de potencias
de(v/c)?:

Universidad de Chile Escuela de Ingenieria y Ciencias
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1v? 3 02
T = m02{1+§§+§(c_2)2:':"'}_m02

o i - 1 3 4
T = Enerda Ciretica Relativista= 5 mv® + ?m(v—z) F
C

Este es el valor de la enéaccingtica para cada paculam. Para comparar con el valor inicial
M

2T = 2myc® — 2mc® = (M — 2m)c?,

la diferencia de masa se transfd@ren energa cirética.

La ley de conservaon de masa de Lavoisier no es exacta. Clara gse la diferencia entre
la masa inicial y final es, en la mayarde los casos, despreciable.

La energia se transforma en masa

En la reacadn

2H,0 + Energa— 2H, + Os,

la enerda d@adida al agua se convierte en masa. En 1000 toneladas de agua convertida a
hidrbgeno y oxgeno, estos productos gaseosos tienen alrededor de 0,3 gramos de masa en
exceso del original.

Ejemplo

a) Suponga que dos masas iguales chocan frontalmente para producir una sl bt
masa en repostm.

b) El mismo caso anterior, pero ahora una de lasqadas esi en reposo en el Laboratorio
y la otra choca frontalmente. Calcule la enfarde la paitula incidente.

V1. DINAMICA RELATIVISTA. Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas



Fisica Moderna 15

a) Utilicemos los invariantes

pLpn = pi pln

mneop finm p

E;
Pil':l = (2_7P1+P2)7
C

pero P, + P, =0, luego:

2F? E]%
2 2
E, = my
Ef = 4dm
3
2my = 4m:>’y:2:>v:\/7_c:o,87c
2 Y
v v

4w

Ambas paficulas deben aproximarse con la velocidad= 0,87¢

b) En el segundo caso, la parila de masadm no puede estar en reposo, de esta forma
E 2 B\’
(—1+mc) — P = (—f) —PJ?
C Cc
comoP, = ymv, F, = mcy, entonces

(me)*(yi + 1)* — yimo® = (dypme)® — (dmrypup)?

Universidad de Chile Escuela de Ingenieria y Ciencias
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1 1

Vi = s V=
1+ (%) 14 (2)2

0|8

2

2
(28 v
(mc)? + 2(me)?y; + yim2c* (1 — 0—2) = 16v;m*c*(1 — —g)

2(me)?(1+7;) = 16m*c?, de aqlise obtiene v, =7, = v;~0,99c.

En este caso, bombardear una fgaita contra un blanco en reposo, se necesita una cantidad
apreciablemente mayor de eri@rgue el caso anterior. Es por estabrague los aceleradores
modernos utilizan haces de gattlas que chocan frontalmente para producir comdqaas
mas masivas.

Por ejemplo, el descubrimiento del 8osZ, que era una predidmn de la tedia de Weinberg,
Salam y Glashow y que les valel premio Nobel en 1979, tiene una masa mil veces mayor que
la de unatomo.

La pariculaZ se produce en los aceleradores a partir del choque de dosupssty la masa
de la pariculaZ es 100.000 veces mayor que la masa de cada una de lasifsartncidentes.

Esta paiicula fue detectada en Enero de 1983. Para tener una idea de la magnitud del acel-
erador,éste contiene un magneto de 800 toneladas para producir un campéticagie 0.7
Tesla.

Ejemplo

Considere la reactn
1+42—-34+4

En el Sist. de LabP, = 0
En el Sist, Centro de Momemtur?-M- + POM —

Demuestre que:

E
(a) ETotaI = (mi+mi+2 e 1)1/2
M _ E 2 C.M.
(b) El [C4t0ta| +m m2]/2 ET

V1. DINAMICA RELATIVISTA. Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas
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2P C.M.
c) peM =221
(©) P o
d) your. = (B1+my 02)/E-?-é\{a|
1 .
YoM = —F—— VoM. = VoM. con respecto al sist. Lab.
1— UQCQM.
Py
e)v =
(e) ve. & + )
E%}M . oM
A) Py = =50 peM = p
Dl D E% U
P Pﬂ—_?—<Pl + Py)(Pry + Poy)
en S. Lab.

B,

P = (5.0)  (def)

(P + P) (P + Py) =

— P!' Py, + P Py, + 2P/ Py

E? Ey
_ B gy, B
c c
—_——
—m?
[2
2 £y Ly
—mj —my —2my — = ——
c c

Uso de los invariantes
b)ﬁl“(f)ul+ﬁu2) :P1“]5MI+P1”}5M2

Universidad de Chile Escuela de Ingenieria y Ciencias
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—C—;(El + EQ) = —m%c — E1 ™o
ElET_ 2 E1m2
P S
De la parte
EQ 2E1m2
c_4T i~ m; = c?
E, Er 1 E2
A :mfzg(c—f— i —my) £
1E7% 1 5 1 4
—— 4+ —-mi—=-m
2 ¢t 27t 972
~ 1 -~ c*
E:—E _ 2 2
L=5br 2ET<m1 5)
_ 1
T
2
C _mgc P1
(C)P1M—ETW
? 52 2
——4+P :—ml

p2 125 m? — (m?c? + my Ey)? ﬁ‘ 2
1 4 1 2 2
c ye E2

Donde se ha usado un resultado de la $gcanterior.

mict +mi E2 +2m3my By 2 —m? E2

Pt = -
ET

2mo m% F1

44 2 72 2 2 4 4,22
pz_mlc +m3 EY +2mimg By ¢ —myctmym; — —

= 2
E7

V1. DINAMICA RELATIVISTA. Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas



Fisica Moderna 19

~ Mo ¢ Mo E?
P = 52 ( 202 S+ 2 i By —mimy —2 i E)
T
2 2 2 =2
P} = Z2—(B} —m}) = ==
ET ET
d)vem =7
P'llﬁotal = Pl+ By
= (ETotal P +0)
PgM = (ECM>6>

PQI'otaI = Y(Pey+ 08 Pu)

Ey
o ETotal o g My
YoM — ECM — CM
—  Total
C
E1 -+ Moy 62
YoMm = T poM
Total

V.1.5. Principio Variacional.

Encontraremos el momentum usandécalo variacional, porque de altalculando el Hamil-
toniano encontraremos la expr@sirelativista de la enera.

S=a / Ldt, (V.26)

S es laacdn y L es el Lagrangiano. La cantiddddt deber ser unnvariante relativista
porque de esta forma, a té&wde este gtodo, encontramos una ecu@tide movimiento inde-
pendiente del sistema de referencia (o meg@ida en cualquiera de ellos).

El invariante nas simple egs.
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S=afds =afcd?—da?,
=ac [dt\/1 - (3?,

:acfdt(l—%ﬁQ), si 3 << 1.

El objetivo de tomar la aproximami 3° << 1 es determinar el valor de la constanténtro-
ducida al comienzo delatculo a partir deliimite no-relativista. Como esténiite la formula
relativista debe coincidir con la usual en raeica, procedemos a ajustar la constanfgara
que el lagrangiano tome la exprasi L = 7' — V. En nuestro cas®” = 0, puesto que no hay
fuerzas. De este modo:

2
ds:acdt—%v—dt = a=-m,c,
c

m, se define como la masa de la peuta medida en un sistema en reposo con respecto a
ella. La accdn es:

2

el primer t'ermino—m, ¢ [ dt no afecta las ecuaciones de movimiento por ser una constante:
se cancela al tomar la variéci del Lagrangiano con extremos fijos.

2
S = —myc? / dt + / Mol gt (V.27)

Se introdujo una constante,, que llamaremos:, = masa en reposo de la partla.

S = /(—mOCQ\/ 1 —(?)dt
(V.28)
L = L(v)

A partir de las ecuaciones de Euler-Lagrange podemos definir, en foriaicanel momen-
tum asociado a una patila.

po_ oL __m
0T J1- 3
p = Mo §— Mo YU (V.29)

V1= 32
La componente temporal del 4—vector momentitnse define a partir del Hamiltoniano.
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oL myv?
H — - L=—— o2/ 1 — 32
57 U m—l—mc\/ 52,

m,C

H = ——.
1= 32
El hamiltonianoH representa lanerga total de la paittula, como puede comprobarse en el
caso no-relativista. Definimos la enerd = H

Mec?

En la siguiente secsn definimos el cuadrimomentum.

Note que, de acuerdo a lo establecido al comienzo de esté@seat=xcuadrivectores, son las
propiedades de transforménilas que determinan cuando un cuadrivectox bstn definido
0 no. Si la asociabn quedefinimosaqu es compatible con las transformaciones de Lorentz
entonces eétcorrecta.

V.2. ElFotbn

Definimos al fobn como una paitula sin masa. De acuerdo al inpariaptey, = m?c?
tenemos que = p° = F/c.

Ademas imponemos la condim que su enefg sea:
E=huw, (V.31)

dondeh es una constante universal cuyo origenexplicaremos ésespas el signo inegwoco

de la presencia de la mégica céntica en las consideraciones del problema. En este caso, es
una definiodn la cual nosotros pondremos a prueba para saber si es coherente con los datos
experimentales y con las definiciones anteriores.

Como aparece la frecuenciaen la definiodn, lo primero que debemos hacer es comprobar
la compatibilidad de esta defindzi con la ley de transformacioes de la frecuencia entre dos
Sistemas Inerciales en movimiento relativo proveniente de la relatividad especial. Sabemos que:

, e—v
c+v
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Usando las Transformaciones de Lorentz:

I hw—vp —
V1= (v/c)?
hw E
p=— 0 p=—
C C
Momentump + Mv = —p' + M/
Enerda:E + s Mv? = E' + $ Mv"”
EF=hw , E' =hdo
y elimino v/
pw-o) = Ohr)+ o (B) @y (V.32)
w w ) = c w w oM - w w ). .
Si M T ooy aprimer orden erf, tenemos
1-— 2
N L R BUPE B (V.33)
(14+wv/c) c

Este fedmeno ocurre cuando la pdiicmide la velocidad de los v&tulos en la carretera o
en la ciudad. Era una s@al con frecuencia y recibe la sBal reflejada con frecuencid. la
diferencia relativa entre ambas nos da la velocidad detuéi

Aw v

=F 2

w C
Deforma que si el polia afirma poder medir una diferencia de 5 km/h en unadhb, su pistola
debe tener una resol@ci mejor que2 x 18000/[300,000 x 3600] ~ 3,3 x 1073,

Las pistolas no emiten una frecuencia fija sino tienen un ancho de banda, una d@trdmici
la intensidad con la frecuencia. Pero este ejemplo ilustra la i@dsiady constituye una prueba
gue nuestra hiftesis inicial V.31 £ = hw pasa esta prueba de blancura.
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V.3. Confirmacion experimental de la relatividad espe-
cial

Experimento de R. F. C. Vessot

A continuacon describiremos un experimento realizado en 1980, con el objeto de comprobar
las predicciones de la tdarde la relatividad general y especid),[usando un reloj @&mico.
El acuerdo entre te@ y experimento que se verifien este caso lo interpretaremos como una
confirmacon de que la naturaleza se ajusta, dentro de las aproximaciones usadas,a sus postu-
lados. No existe, hasta el momento, un experimento que contradiga las predicciones sostenidas
por la relatividad especial. Este hecho constituye una buena justfificpara estudiarlas.

El experimento se realizdentro de un cohetgcoutque fue enviado a 10.000 km. de altura
con un reloj abmico en su interior. Este reloj es en realidadMaser. actonimo deMicrowave
Amplification by StimulatedEmission ofRadiation, o Amplificaddn de micro-ondas mediante
emisibn estimulada de radiam, emite una onda cuya frecuengiaes de 1420,405751 Mhz,

y permanece sin cambiar por un fmelto de 100 segundos. Estdiakllega a tierra con una
frecuenciav y es comparada con la emitida por un reloj similar instalado en el lugar de reaepci
en tierra. Las variaciones porcentuales de frecuencia entre ambos relojes

Av  v—y,

)
VO VO

estin dadas, de acuerdo a las predicciones de la relatividad general, por la siguientémexpresi
- - ’2

AV_SDt—SOS_W%—VS

 Ts—t Gy

v, c2 22 c? (V:34)

El sulindicet indicatierra y S el coheteScout ¢ indica el potencial gravitacional New-
toniano en la superficie de la tierra y en la pasicdel cohete, de acuerdo al sutlice. Esta
correccon es un efecto neto de la relatividad general: el tiempo transc@saapidamente en
los puntos o regiones donde el potencial gravitacional &s debil. EI segundoérmino cor-
responde al efecto Doppler de segundo orden, debido a la velocidad relativa entre el cohete y
la base en tierra. El efecto Doppler de primer orden, proporcioidkase elimina rebotando
en el cohete una Bal adicional de frecuencia conocida y congratola con la frecuencia que
retorna. Es un efecto similar al radar que la galigsa para medir la velocidad.

El tercer €rmino de ladrmula V.34 proviene de la aceleranique experimenta el cohete, y
r¢_ ¢, indica la distancia desde el cohete al centro de la tierra.

La ecuaddbn V.34 constituye la predioon tebdrica.

Al comparar las frecuencias recibidas desde la nave con las del reloj en la base y corregir los
datos para tomar en cuenta un conjunto de factores mencionados a coatingadle@ a la
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Figura V.4:Esquema del experimento realizado con el colsgteutLo que se denomina los
residuales es la diferencia entre lo esperado por lai@grel valor experimental obtenido. la
aceleracon que experimenta el cohete llegd & y es preciso corregir los valores obtenidos
cuyo origen es la aceleramn , el plasma que se forma alreddor de la nave etc.

concluson que la teda de la relatividad (especial y general) y el experimento son consistentes
a un nivel de precisin de 70 partes er)—°.

Algunos de los efectos que debieron ser tomados en cuenta para eliminar los errores de los
datos obtenidos, fueron: campos matiros variables en magnitud y diregoj rotacon de la
Ultima etapa del cohete, variaciones de la @nesiarongtrica y temperatura. Otros efectos adi-
cionales son la aceler@ei de aproximadamenig—g a la que est sometido el cohete durante

su lanzamiento y la dispetsi en la sBal debido a la columna de electrones de l@gfara que
se interpone entre la nave y la base.

En este experimento no es posible distinguir entre los efectos atiwa® proporcionales
a potencias dé&’/c, de los diramicos, que son generados por la relatividad general (propor-
cionales al potencial gravitacional). Esto debido a que el cohete Scdatceastantemente su
altura y velocidad durante el corto tiempo que dura el experimento.

Experimento Hafele y Keating

(J. C. Hafeley R. E. Keating, Sciendg/7, 166, 1972, pag 166.)

Este experimento consiste en ubicar cuatro relojemigbs de Cesio en el interior de un
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avion que fueron trasladados en un vuelo regular deimea lcomercial de avigm alredor del
mundo dos veces consecutivas: una en ditgcEiste y la otra hacia el Oeste. El experimento
fue realizado por J.C. Hafele y R. E. Keating en 1972, y su objetivo fue poner a pruebada teor
de la relatividad de Einstein utilizando relojes macogscos.

Como veremos defigs, la raén entre los tiempos registrados por un reloj en Tierra y otro
en movimiento, pero con una velocidad baja « < ¢*) se reduce & — u?/(2¢?)], donde c es
la velocidad de la luz. Como en este caso la Tierra egtindo lo relojes estandard distribuidos
sobre la superficie no pueden ser utilizados como relojes coordenados en un sistema inercial.
De todas maneras pueden ser evaluados con respecto a wtibgpotloj ubicado en el Polo
Norte (0 Sur). En este caso al comparar ambos relojes, el reloj de referencia ubicado en el Polo
observa que el localizado en el Ecuador con una veloditfady de esta forma mide un retraso
en su medi@n:

RZ Q2
22
es su velocidad angular. Por otra parte la nave que circun—navega la Tierra cerca del plano
ecuatorial con una velocidadrelativa a la Tierra, experimenta un retraso proporcional a

(RQ+v)°
(2¢?)
Por lo tanto sir y 7, son los tiempos registrados por el reloj en ebaw en Tierra respectiva-

mente durante una circunvalé@nicompleta, su diferencia, en primera aproxiroa@st’a dada
por:

1

, donde R es el radio de la Tierra f,

1 —

2ROQOv + 1?2
2 2
En consecuencia, si la nave viaja en el mismo sentido de ootald la Tierra (Estey > 0)
debefta producir un retraso en el tiempo indicado en el reloj de la nave. De la misma manera,
un viaje contra el sentido de rotéai de la Tierra (Oeste < 0) debefa producir un adelanto
en el tiempo de la nave si~ R(.

T—To= To-

La relatividad general predice un efecto adicional que, en el caso de campos gravitacionales
débiles es proporcional a la diferencia en el potencial gravitacional entre la nave y el reloj en
Tierra. Si el valor de la aceler&gi de gravedad egy la altura que alcanza la naveles<< R,
la diferencia de potencial 5. Al introducir este nuevo elemento en la ecaague relaciona
los tiempos relativos, se obtiene:

gh 2RQuv+ 12

T—T,=
c? 2c?

To-

El términog 1/c? se denomina edorrimiento al rojo gravitacionaly predice un aumento en el
tiempo de los relojes ubicados sobre el nivel de la Tierra.
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Para las velocidades y alturdpitas que alcanzan las aeronaves, ambosihos de esta
Ultima ecuadn: el gravitacional y el cineatico son comparables en magnitud absoluta. El
t'ermino v?/(2¢*) es pequo comparado com 2 v/c*. De esta forma en el viaje hacia el
Oeste ¢ < 0) ambos &rminos son positivos y se suman para una ganancia neta apreciable en

los tiempos medidos. En el viaje hacia el Estex{ 0), tienden a cancelarse y a producir una
diferencia neta peqiie.

— — -J T S l
. tl i 7
soufy, Eastward tip Westward trip
s
w 4
B ."_\,., R 16
S by
b :
-l"".-l\ B _'W"'\- H -'.._-\‘ .
__ o0t . 5 N | .,
[ ., 5 N -y
& AN = ~ ~ g -
=1 ~, - 3501 S =
R=1 - " 3 l‘ a
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g R 3 o .
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= \\ = ™ !
s e 2 3wl l T 1
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a it £ .
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Figura V.5:Los intervalosA 7 seialados en la figura, corresponden a la diferencia observada
entre el reloj abmico en viaje y el que permanéan tierra. Existe una diferencia entre viajar
al Este y al Oeste debido a la rotéei de la tierra, que estos relojes son capaces de detectar.

Podemos comparar las diferencias de tiempo obtenidas a partiGitteria formula y com-
parar con losimites de detecon de los instrumentos. De hecho, este experimento fue posible

debido notable disminuah en el tamfo asociado a los relojesaahicos y, por supuesto, su
exactitud.

El viaje lo suponemos sin escalas y, en una primera aproximael tiempo empleado es
T, = 27 Rv. Sustituyendo este valor en la ecuattenemos:
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Este | 40+ 23 nanosegundos
Teor'ia

n

Oeste| 275+ 21 nanosegundo

Este | 59+ 10 nanosegundos
Experimento

Oeste| 273+ 7 nanosegundos

Estos resultados proporcionan un respaldo concreto a las predicciones daldddarela-
tividad especial. La paradoja del reloj, que analizaremas adelante, se compruebaagan
el uso de relojes macra3gicos.

Anteriormente se con@e este resultado por el decaimiento de ipatas elementales (ver
ejemplo). En estéltimo caso, la verificaéin es a nivel micra@pico.

V.3.1. Resumen

Hemos descrito un par de experimentos que confirman las predicciones deducidas a partir de
la teoiia de la relatividad especial y general hace yasmde 70 &os. El error en uno de estos
experimentos confirma la tdarcon una precién de 70 partes por mdh (70 ppm).

Aln a$ no es posible afirmar que, una de ellas, la relatividad general esilageerdescribe
correctamente el féimeno de gravitadn. Las radn es la siguiente: estos experimentos fueron
realizados en la superficie de la tierra y @l campo gravitacional es muyehil. Existe al
menos un experimento que confirma las predicciones de la relatividad generalraitestie
campos fuertes, pero nos referiremad eas adelante.

¢ Qe significa fsicamente un campo gravitacion&lil o fuerte?

Si la masa de una estrella cualquiera la designamos\toy su radio esk,, entonces una
medida de la intensidad del campo gravitacional se obtiene a partir de la siguientetexpresi

: GM o
Si 5 <7 <100 ——, campo gravitacional fuerte.
C C
(V.35)
. M Ly
Si re >> 100 G > el campo es ébil.
C

o . ., . |GM
Donde( es la constante gravitacionat¥es la velocidad de la luz. La dlmenslde{ 5 }
C

es longitud.
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. G M,
Si M = M = masa del sok 1,9 x 10% gr, entonces:—; © = 1,477 x 10° cm.
C

Ejemplo

Existe una constante que se denomina la constante de Planck y que caracterizatmsd¢ens
cuanticos, es decir el comportamiento del mundo midrp&m. Su valor es

h

27

h=-—=1,055x10"%"  [Joule—segundo]

Encuentre una cantidad que tenga dimensiondsragtud y en la cual intervengan adés
Jlas constante&' y c. Esta cantidad es la longitud de Planck.

Respuesta:

\/ﬁ = 1,616 x 1073 cm (V.36)
C

(V.37)

La dimensbn deh es[momentumx distancia

V.3.2. Transformacion de un elemento de 4-Volumen

El elemento de 4 - volumen es un invariante

Ar' = y(Az —vAt)
g

At = (At — —Ax)
c

Ay = Ay

A = Az

Ahora, instardineamente eS'(At’ = 0) el observador mide el elemento de latyo

Az = y(Az' — vAt)
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En un mismo punta’, v/, 2 medimos el intervalo de tiempo & At:

At =~ At

Ar Ay A AE = AL ST Ay AL
v
= At-Azx-Ay-Az

d*z’ es un invariante bajo transformaciones de Lorentz.

In
d4ZL‘/ _ aax d4l‘y
ajl/
ox'*
‘; = det A¥ = +1
xl/

El signo nas indica una tranformamn de coordenadas ortocrona, es decir, que conserva el
sentido del tiempo.

En una transforma6n en las coordenadas espaciales ocurre:

VoA = g

v/—g = r’sen’0 (coordenadas esf'ericps

por la misma ra@n anterior, el Jacobiano de una transforraaale coordenadas espaciales
(por ejemplo, de coordenadasy, z ar, 6, p) est dado por:

ox'™ ox'™
oxV

ox?

- V3

:det’

Jacobianc= ’

dondey es el determinante de laétticag,, ,. Si adenas se incluye el tiempo y una transforma-
cion de Lorentz, tenemos:

VoA = g

Universidad de Chile Escuela de Ingenieria y Ciencias



Nelson Zamorano H.

version de 21 de septiembre de 2006

30

Esta es una rela@n general, &lida para cualquier tipo de transformatide coordenadas. En
realidad es una relamn general porque es un invariante tensorial. Bajo este disfraz se puede
escribir como:

1
d*r = 1 Cpvor dxtdz”dx’dx”
Cuvor = V TYEuwor
go12z = -+l
€oo23 = O
€123 = —1

Donde el tensoe,,,,, €s el tensor totalmente antisénico, que toma los valores indicados.
La forma natural de definir este elemento es recurriendo a las formas diferenciales.

V.3.3. Las Ecuaciones de Maxwell
e? 1 ) ) . ) ..
= o = —— UnidadesSistema racionalizado de Heaviside-Lorentz
Amhe 137
V-B =0 VAE+2-9
V. -FE p VAB-% =]
P = 9FAY — OV AH
Jt = —0,
Foi — _Ez
0 E' —F* —E3
0 -B* B?
uy
F 0 —B!
0
F™ on=J"  J =(p,J)
Frmv = Llgworp 4# - 4ﬂ + 0"
v 2 1A — A-Vy
auF H - O aX
¢ = o+

V.3.
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Ecuaciones Masivas con spin 1

0 F™ + m?A” =0
Fr = grAY — 9 A"

Conservacbn de la Carga

Ejemplo

En un alambre infinito se ubica una serie infinita de caggaegparadas por una distanaian
el sistemaS que se encuentra en reposo con respecto al alambre.

Suponga un observador viajando con una velocidpdralela al alambre. Encuentre la den-
sidad lineal de cargas que mide este observador

En S la densidad es\ = g.

En S la distanciaa cambia

Ar = ~v(Ax' —vAt)
v
At = (At — §A$)

Ar = z4—T,=2p— X,
(x5 —20) = (2 —a5) — 0]
L = ~L
= a =2
~
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De modo que

q
)\, — ;
No= A

De acuerdo &', existe una densidad lineal de corriedfe= —\ v

=

JU = (eN J)
JET, = AN (ens)
2
T = AN N2 = N2 ER(] - 2_2)

U2

— ’}/2A202(1——) :)\202
C

=

Se verifica que J* = (cA, J) es el 4 - vector densidad de corriente.

Otra forma de llegar al mismo resultado:

J" = (pc, pv)
Nq
p = —
v
o = ANJV
= A2J°+ NS T
= ypc+yBp”

pe = pey(l-p%) = %C = | ="
Vo= AXAYAZ

Az = ~Az (At =0)

V= yAzAyAz =yv

Ng _Ng_vp

rFo= - =
R
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V.4. Libertad de Gauge (Calibre)

V.4.1. Electromagnetismo

El tensor de Farada,, no cambia su valor si el potencidl,(z) se reemplaza pod’, ()
relacionado con el anterior de la siguiente forma:

A (x) — A;L(x) =A,(z)+ 0, x(x)
Por convendn, cuando escribimag,,(z), significa que las cuatro funciones, dependen, en

general, de todas las coordenaddsz!, 2 y 23. Es una forma de escribir menwslices.

Como se ndi, las transformaciones de Gauge dependen de las coordenadas, cambian de
punto a punto del sistema de coordenadas, a diferencia de una transborigiabtial, como la
accbn de una transformada de Lorentz, por ejemplo, que desplaza a todos los puntos igual.

La existencia de un gauge indica que existeasrfunciones (o grados de libertad) de las
necesarias (o de las cantidadeschs a determinar), por ejemplg,, es independiente de
la funcion x(z). La accon S, no debe depender de alggauge espéico. De esta forma al
obtener las ecuaciones de movimiento podemos determinar un gauge que nos facilite encontrar
una soluadn. Tampoco debe depender del sistema de coordenadas, debe ser covariante, junto
con ser invariante de gauge. Esto se cumple en elecéiiia

Ejemplo:

Indicamos una cantidadsica que es un invariante bajo cambio de Gauge:
¢ Aydat = [ A dat = §(A, dat + 0, x dat)
= § A,dz*+0, porserunaintegral cerrada.

Supongamos un contorno cerrado y adsraspacialdt = 0) :
]{Aidxi:/ (V/\/T)~d§:/§-d§z Flujo del5.
>

Si A,(x) no esh bien definido en la regn de integradin, por ejemplo una funéh como

arctang(y/z) que permanece indefinida en= 0, entonces resulta quéy B (0 E) no esén
relacionadas directamente.

Por ejemplo en el caso de una bobina toroilat E = 0 fuera del toroide. Sin embargo en
el circuito de integraéin
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Esto resultado cobra significado en el caso de un élepasando a tr&s de la doble rendija.
En med@nica cantica el potenciall,, puede ser medido a diferencia deilsida chsica donde
no lo es. La verificadin experimental ocurre en el experimento de la doble rendija, cuando se
estudia el efecto Aharonov-Bohm.

V.4.2. Solucdn General para Potenciald,, para un campo electromag@tico
sin fuentes.

La ecuaddn Fj,, . = 0 tiene como soluéin generakF,,, = 9, A, — 0, A,.

Estas son las cuatro ecuaciones de Maxwell sinfuentes. Las otras cuatro ecuaciones, con
fuentes, so, F'*" = 4x j¥/c. Si consideramosodo las ecuaciones de Maxwell en ¥agsin
fuentes), que corresponden al caso de ondas electr@ticag propagndose en el vag, la
ecuacdn diferencial correspondiente para el cuadri-potencial electroetiagres:

0, 0" A, — 9", A, =0. (V.38)

El método para resolver este sistema de ecuaciones es recurrir a la transformada de Fourier
de esta fundén a,(k). No nos preocupamos de la validez de esta transfoimasuponemos
tacitamente que ambas funciones tienen soporte compacto, es dettefiidas en una remgi
acotada del espacio tiempo y que tienden a capalamente en infinito. O que so funciones de
cuadrado integrable g). Intuitivamente esto es como proyectar un vector en los vectores base
y resolver para cada una de las componentea.esaina funéin, de modo que existen infinitas
basesd{’**) y proyectamos en cada una de ellas, de modo que la éuseitransforma en una
ecuacbn algebraica.

Volviendo al método, tomamos la transformada de Fouriergér)
Au(z) = / (""" a, (k) + a) (k) e~ ™*]d*k (V.39)
k°>0

donde kx:k“xuzk°x0+kixi:k0x0—l§~f.

Insertando la expre@n V.39 en la ecuabn V.38, obtenemos:
o9, A, — 0", A, = / (K" kyay — K" ky a,)e™ + c.e.] d'k (V.40)
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Para que la integral sea nula para tegdg), debe cumplirse que:

k*a, — (ka)k, = 0. (V.41)

Existen dos soluciones posibles :

E#+0 y k*=0. (V.42)
Si K*#0,= a, =k, f(k). (V.43)
Si K=0= (k)?=k| ko =+]|k]|. (V.44)

la solucbn de la ecuadin V.41, es:

k-a=0, o, |kl|ay+ka; =0. (V.45)

Dado un 4-vectok*, existen tres 4-vectores ortogonaled.aDado queeste no es un espacio
eucldeo, uno de los vectores ortonormales es el migguesto que, por definian, orto-
normal es(k* k, = 0). De este modo®o debemos encontrar dos 4-vectores ortonormales a
k.

SolucionesYa conocemos una sol@gi: a, = c(k) k,, a,, proporcional &,,. Descubramos
los dos vectores que restan y los definimos ce[:ﬁ)ocona = 1,2.. Como debemos cumplir la

condicbn V.45 y debe ser diferente de la ya encontrada, imponemosague:ef)“) = 0 para
todoa.

Definimos la parte espacia) = ¢ y de acuerdo a la condim V.45, tenemosz\™) k; = 0
para today. Ademas queremos que los nuevos vectores sean unitarios:

) =70

La solucbn general paral,, (=) para ambos casos es:

au(k) =k f(k) + e (k) ba(k) (V.46)
cona =1,2

Introduciendo esta exprési paraa,, (k), podemos clasificad,,(z) en dos campos

Au(z) = A (z) + All(2) (V.47)
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1 3 ikx (o) (T, 7.
Al = / & [ 0B bulF) + ] (V.48)

Una de las integrales desapatedebido a qué’ est determinado en funan del modulo
del vectork. Este trabajo lo hace fur@m (en realidad es una distriboai) delta de Dirac
[ dk° = [ 8(ko— | k |)dko =1

Al = / d'k [e™ ky (k) + c.c.], (V.49)
pero el Ermino entre corchetes se puede escribir como:

Z9 tkxy _ ” k ikx
; (") P €

alx) = 1/ d*k [ c(k) + c.c.]

]

Al=0,a(x) | All es $lo un gauge y se puede eliminar. (V.50)

Recordemos ldasica de un problema no puede depender del gauge. El caéuine no que
medimos no puede depender del gauge que estamos usando par resolver tm eticnica
del campo.

B B

A,u _ AJ_ _ /d‘}k [61'1635 e(V) b(a) (E) + C.C.]

bt (V.51)

Hemos demostrado que, en ausencia de fuentes, los cangudsces y mageticos son
ortonormales a la direamn de propagadon. Este es un resultado de validez general.

Hay mas consecuencias atadas a este resultado. La infematectromagetica es de alcance
infinito. Esto est ligado a que el f@n tiene masa nula. Al examinar la ameidel campo
electromagético, veremos que el hecho de imponer que laGacsea invariante de gauge,
obliga a que la masa del fut sea nula. Otras tdas de este tipo (vectoriales) que tienen masa
no mula, son de corto alcance. El alcance de la fuerza depende de la masa deu&pk&irt
unidades en las cualés % y ¢ son unitarios, la masa tiene dimensiones dé |, el inverso de
longitud.
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V.5. Cuerda de Nambu-Goto

[a)] Muestre que para una cuerda no-relativista, laGcde Nambu-Goto se reduce a un
termino con la eneiig cingtica menos unérmino correspondiente a la energotencial pro-
porcional al largo de la cuerda.

[b)] Pruebe que la eneéiay cirética proviene @o de la componente de la velocidad perpen-
dicular a cuerda.

[c)] Calcule la masa por unidad de largo que se desprende de la éxpdsila eneng
potencial y cirtica.

Muestre que las ecuacioneésicas de movimiento indican que los extremos de la cuerda se
mueven con la velocidad de la luz.

[d)] Demustre que una varidm de la acd@n S),, con respecto ay x* sujeta a la restricon
indicada en c) genera las mismas ecuaciones de movimiento queda 8ggci

Nota: En teofa de campos),, es nas conveniente debido a la ausencia de varios cuadrados
de los operadores.

[e)] Demuestre que a] elegir=--enS,  la accon se simplifica y se obtiene una expoesi
para el momentum conjugado
" =mat.

La accbn relativista para una pactla libre se puede escribir
Spp = M / ds = —m / dr (x'“ip)lﬂy

donder es el tiempo propio de la pactila

a) Demuestre que la ecuanidel movimiento de esta pantila es

du* TH
WH=—=0,contt! = ———.
dr ’ (a7, )1/2

b) En el caso anterior sedijde un comienzo la parametrizanj con el tiempo propio.
Considere el caso en que se introduce un egpdque es equivalente a unétrica (o a
una reparametriza@n de la distancia) a lo largo de la curva.

Pruebe que

1 L.,.
S;p:§/d7'(5x“xu—nm2)
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donder(7) es un campo escalar que transforma como

W () = ()

bajo una reparametrizai, reproduce la misma ecuanide movimiento del caso ante-
rior.

c) Demuestre que una reparametripaci

v =7 ()

dondef es una fundn diferenciable y peqiie, genera una tansformani

donde

Recuerde que bajo una reparametriaadas coordenadas de un eveni@ermanecen in-
variantes

V.6. Ejercicios Propuestos

1.— Determine el desplazamiento de longitud de onda por efecto Doppler relativista para la
linea 6563Adel HidrogenoH,,, emitida por una estrella que se aleja de la Tierra a una
velocidad relativa dé0—3c, 10~2c, y 10~ 'c. ¢ Es una buena aproximauiel resultado a
primer orden?

2.— Elradio de reposo de la Tierra puede considerarse como de 6400 km, y la velocidad a que
gira alrededor del Sol, como de 30 km/seg. aita parecéa acortarse el dmetro de la
Tierra con respecto a un observador en el Sol, por el movimiento orbital de aquella?

3.— (@) Si la vida (propia) promedio de un roag: es2,3 x 10~% segundos, ¢@udistancia
promedio viajaia éste en el vdo antes de morir, de acuerdo con mediciones en difer-
entes sistemas de referencia, donde su velocidad @8@e0,60c¢, 0,90¢, y0,99¢ respec-
tivamente.

(b) Compare cada una de estas distancias con la distancia que el misaromezhia.
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4.— A 200 km sobre el nivel del mar, una padia de rayo ésmico primario choca contra la
atmosfera de la Tierra; en esta cofiside alta eneiig se produce un mes =, el cual
desciende verticalmente a una velocidad)@®c y, en su sistema propio, se desintegra
2,5 x 10~ 8seg desp@s de producido. Ség se ve desde la Tierra, ¢, aécaltura sobre el
nivel del mar se desintegra el née®

5.— Considere la existencia de panias que tienen vida finita y cuy@mero en fun@n del

tiempo esh dado por:

—t In2
N(t) = N, exp ne
T

SiendoN, el numero de paftulas que existen eén= 0y es la llamada vida media de las
parfculas, ya que en el tiemgo= 7 el numero inicial se ha reducido a la mitad:

NO) =N,  N()= N7

Los mesonesrt , por ejemplo, se producen en colisiones de alta éaezgtre una
parfcula de rayo ésmico primario y la atisfera terrestre. Su vida medigropia es

7, = 2,6 x 10~% s. Suponiendo qu&/, mesonesr™ se han formado a la altura h de la
tierra 'y que descienden hacia ella con rapidez 0.9999 c llegando solamente el 1 %:

(i) Determine la altura h a la cual se han formado los mesones.

(ii) Para esa altura, comente sobre el porcentaje que léegda superficie terrestre si no
se hicieran correcciones relativistas.

6.— Considere la siguiente defirbai de un tensor de proyeéci:

pu g
Cc C
dondeu* es la cuadrivelocidad.

i) Demuestre qué’*” es un tensor, 0 sea,

P = At Y PP

i) Calcule y demuestre que, P*, =inv.
iif) Demuestre que® es un operador de proyeoai o sea(P - P)*, = P* .

7.— Un observadory) en reposo con especto a la esfera celeste ve una distribisoitibpica

de estrellas, es decir: N
on 0, ¢
A ( ’ )

dN =
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con N, el nimero de estrellas observables. Otro observasigise mueve con velocidad
(3 con respecto al anterior. Determine la distriliurcde objetos estelar@sVv’/dQ)’ visto
desdeS’ y grafique en fun@n de#’. Verifique que

/ dN' = N,
Esfera

Sugerencia: elegir eje azimutal esto paralelo al eje del movimiento relativo.

8.— Unatomo de masa/ experimenta una transam interna y emite un féin. Si elatomo
ha disminuido su energ enA L, calcule la frecuencia del foh emitido en el sistema en
que elatomo estaba inicialmente en reposo.

9.— Calcule la enefg maxima que puede acarrear la fleuta de masan; en la desinte-
gracbn M — my + mo + ms.

10.— Calcule la enetg umbral del nuclen N (my ~940 MeV) para que sea posible la reac-
ciony + N — N + 7. Los fotones {) de temperaturd’ ~3°K (E, = kT chocan
frontalmente con los nucleones.

11.— Paralareadonn® +n — K+ + A°, calcule la enefige umbral del ghn (z) para crear un
kabn (K ) emergiendo a 90c/r direccbn incidente en el sistema del laboratorio. En el
sistema de laboratorio el nebir (n) est en reposo. Considene, =140 MeV,m,, =940
MeVy my =1115 MeV.

12.— En la figura se muestra la cotisi ehstica de un eledin con un dicleo. La ener@g
del electbn incidente ed/. SeaF’ la enerda del electbn emergente a uangulof con
respecto a la del haz incidente. Demuestre que

y E

B 1+ 525 (1 — cos®)

Grafigue E’/E como funcén ded para electrones con eng&igde 10 GeV incidiendo
sobre protonesi{, ~940 MeV) y sobre un incleo deA = 50 nucleones{/ ~ Ax940
MeV). Compare ambos casos.

13.— Calcule la velocidad con la que se debe acercar una fuente de lux,r&@0 A) para
verla verde §,=530Q4).

14.— Un cohetano relativista eyecta gases con velocidacklativo al cohete. Demuestre que
la ecuaddn del movimiento del cohete es

dv__ dm
T TV
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15.— En el caso del cohete anterior y égimen relativista conservaéci de masa no es aplica-
ble. Demuestre que en este caso la e@rmadel movimiento se modifica a la siguiente:

W (1) =0
Tar )

2a
1+(mﬂo>c
6:—2(1

- ()"

16.— Lleve a su forma exjgiita las siguientes ecuaciones covariantes:

Demuestre entonces que

a) 0,5* =0
b) O, FH =k
c) 0,F,,+0,F,,+0,F,, =0
Aqui j* = pu* representa la cuadricorriente, cpha densidad de carga en el sis-

tema en reposos de las cargas/ya cuadrivelocidad de las cargas. Adesrecor-
dar que el tensor electromaggico fué definido por

0 —Ey —FE, —FEj3 0 Ey Ey Ej
0 —Bg B2 : 0 _BS BQ

vl —
[F ] - 0 _Bl ) [F/W] - . . 0 _Bl

17.— Para una esfera de densidad de masa uniforme que rota caxitaanvelocidad angular
permisible, calcule su momento angular y eeri la enera de este sistema rotante

Se asocia a su masa en reposo Yy su radio se iguala a la longitud de onda de Compton del

sistema, determine el momentum angular en fmcief.

18.— Defnase undotografia perfecta de la siguiente formi: los fotones de la fuente llegan
en forma paralela a la placa fot@dica; ii.- los fotones que se imprimen son los que
llegan perpendicularmente a la plaig; los fotones que se imprimen son los dlegan
simultaneamente a la placa en el instante de obtomagiiv.- sobre la placa se imprime
una imagen de tanmi@ natural. Demuestre que la fotogeaperfecta de un cubo con
movimiento paralelo a la placa es la misma que se obi®rdsi el cubo eaten reposo
con respecto a la placa, pero rotado en ciartgulo. Determine €ingulo de rotaéin.
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