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V.1. Dinámica Relativista. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3

V.1.1. Ley de Transformaciones de Vectores. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3

V.1.2. La Cuadrivelocidad. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6

V.1.3. El cuadrimomentum . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10

V.1.4. La Conservación del Momentum. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11

V.1.5. Principio Variacional. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

V.2. El Fot́on . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
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Caṕıtulo V

RELATIVIDAD ESPECIAL:
DINÁMICA

V.1. Dinámica Relativista.

En esta sección definiremos la velocidad en 4 dimensiones y a partir de ella el momentum.
Justificaremos la expresión obtenida para el 4-momentum recurriendo al Principio Variacional
usado para obtener las ecuaciones de movimiento en la mecánica de Newton.

De forma ańaloga a la cuadri-velocidad definiremos la cuadri-aceleración y con ella la segun-
da Ley de Newton. Esto nos lleva a la dinámica de una partı́cula. La principal aplicación de este
método son los choques elásticos y las leyes de conservación. Una consecuencia interesante es
que la masa total deja de ser una cantidad conservada en relatividad especial. Esto marca una
diferencia con lo que acontece en el esquema de Newton.

Introduciremos el concepto de invariante, una cantidad que toma el mismo valor en cualquier
sistema de referencia inercial. A partir del invariante asociado al momentum emergerá la fórmu-
la embleḿatica de la relatividad especial de Einstein:E = m c2.

Las expresiones relativistas siempre deben tener como caso lı́mite la forma usual de la mecánica
de Newton cuando las velocidades de las partı́culas son muy pequeñas comparadas con la ve-
locidad de la luz.

V.1.1. Ley de Transformaciones de Vectores.

Las cantidades que tienen un significado fı́sico -aquellas que representan una medición-,
transforman de acuerdo a su naturaleza al ir de un sistema de referencia inercial a otro. Por
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ejemplo, la fuerza, la velocidad...etc. cambian de la misma forma, un escalar como la tem-
peratura no altera su valor pero se lo asocia a la coordenada del nuevo sistema de referencia
T(x,y,z,t)=T´(x´,y´,z´,t´).

Figura V.1:En mećanica utilizamos cantidades como: escalares, vectores, seudo–vectores, ten-
sores...etc. El nombre de cada uno de estos objetos responde a las propiedades de transfor-
macíon que obedece dicha cantidad al realizar una rotación del sistema de referencia o al
reflejarlo en un espejo

Por ejemplo, la segunda ley de Newton~F = m · ~a es v́alida en un sistema inercial y no se
especifica, por ejemplo, la orientación que debe adoptar el sistema de referencia en el espacio.
Nosotros seleccionamos un sistema de referencia, el más conveniente, y escribimos las ecua-
ciones eńel. Si posteriormente queremos cambiar a otro sistema de referencia, uno que forme
un ciertoángulo con respecto a un eje del anterior, debemos usar las propiedades de transfor-
macíon de los vectores, la indicada en la Figura. De esta forma la ecuación adopta la forma
asociada al nuevo sistema de referencia. Para que esta operación siga describiendo la misma
fı́sica, todas las cantidades que aparecen en la ecuación, fuerzas y aceleraciones deben trans-
formar en forma equivalente. Todos los objetos que obedecen dicha ley de transformación se
llamanvectores.las ecuaciones fı́sicas entonces igualan vectores con vectores, seudo vectores
con seudo vectores, tensores con sus similares..., de otra forma estas ecuaciones se podrı́an
referir śolo a unúnico sistema de referencia. Ası́ habŕıa sido imposible encontrar ua ley en la
naturaleza.

Ejemplo

Estudiemos el caso de una rotación en unáanguloθ. Para preparar el camino a las transfor-
maciones de Lorentz, incluiremos aquı́ el tiempo.

a) Escribir la rotacíon en forma matricial, incluyendo el tiempo.

V.1. DINÁMICA RELATIVISTA. Facultad de Ciencias Fı́sicas y Matemáticas
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
c̄t
x̄
ȳ
z̄

 =


ct,

x cos θ + y sen θ,
y cos θ − x sen θ,

z


Estas ecuaciones se pueden escribir en forma tensori-
al,

x̄µ =
ν=3∑
ν=0

Rµ
νx

ν . (V.1)

Hemos introducido la matriz de rotación Rµ
ν . Esta matriz incluye la componente temporal,

los ı́ndicesµ y ν toman los valores 0, 1, 2 y 3. Es una matriz de4× 4.

Convencíon de Einstein

A continuacíon se define la convención de Einstein para las sumas. Consiste en omitir el
śımbolo de la sumatoria

∑
y adoptar la convención siguiente: cada vez que aparezca unı́ndice

repetido, se debe sumar sobre todos los valores que toma dichoı́ndice. En esta notación la
expresíon anterior se escribe

x̄µ = Rµ
νx

ν . (V.2)

donde la matrizRµ
ν tiene la siguiente forma

Rµ
ν =


R0

0 R0
1 R0

2 R0
3

R1
0 R1

1 R1
2 R1

3

R2
0 R2

1 R2
2 R2

3

R3
0 R3

1 R3
2 R3

3

 =


1 0 0 0
0 cos θ sen θ 0
0 −sen θ cos θ 0
0 0 0 1




c̄t
x̄
ȳ
z̄

 =


1 0 0 0
0 cos θ sen θ 0
0 −sen θ cos θ 0
0 0 0 1




ct
x
y
z


Las velocidades deben transformar de la misma forma. Usando la forma tensorial definida en
[V.1.1], y diferenciando con respecto axν (y manteniendo fijo eĺangulo de rotación) tenemos
que

∆ ~x ≡ ~Xp − ~Xq, d x̄µ = Rµ
ν d xν , (V.3)

de aqúı podemos encontrar la forma de la velocidad recordando quet toma el mismo valor en
todos los sistemas de referencia. Sólo debemos dividir ambos miembros de la ecuación anterior
pord t:

d x̄µ

d t
= Rµ

ν

d xν

d t
, V̄ µ = Rµ

ν V ν . (V.4)

Universidad de Chile Escuela de Ingenierı́a y Ciencias
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Es claro que esta expresión transforma igual que los vectores bajo una rotación, y por lo tanto
es un vector.

Podemos seguir con este método y aplicarlo a la aceleración, y obtener un resulatado similar:
tambíen es un vector, como uno supone.

V.1.2. La Cuadrivelocidad.

Lo que nos interesa ahora es aplicar este método a la velocidad en relatividad especial. Las
transformaciones de interés, en este caso, son las transformaciones de Lorentz. Para que un
objeto de 4 componentes sea cuadrivector, debe transformar igual que las coordenadasxµ al
efectuar un cambio de sistema de referencia, puesto que nos interesa que las leyes fı́sicas ten-
gan la misma forma en todos los sistemas inerciales. Queremos escribir las leyes en forma
covariante; que tengan la misma forma en todos los sistemas inerciales.

Al intentar resolver un problema especı́fico, seleccionamos el sistema de referencia que juzg-
amos ḿas adecuado, y sabemos que las leyes tienen la misma expresión formal en ese sitema
como en cualquier otro inercial.

Si queremos cambiar de sistema de referencia, usamos las transformaciones de Lorentz,
puesto que todas las cantidades usadas deben ser cuadrivectores y por lo tanto obedecen la
misma ley de transformación.

Entonces:
d x̄µ = Λµ

ν d xν , (V.5)

dondeΛ es la matriz que representa a la transformación de Lorentz.


dc̄t
dx̄
dȳ
dz̄

 =


γ −β γ 0 0

−β γ γ 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1




d ct
d x
d y
d z


¿Ćomo definimos la cuadrivelocidad? Si ya sabemos que∆xu transforma como un cuadrivec-

tor, tal como en la definición anterior, entonces para definir la cuadrivelocidad debemos dividir
esta cantidad por uninvariante: una cantidad que tenga el mismo valor en ambos sistemas de
referencia inerciales, en analogı́a con lo realizado en la mecánica Newtoniana.

Ya conocemos una cantidad, que cumple con esta propiedad: precisamente el elemento de
longitud en 4 dimensiones.

d s2 = c2 (d t)2 − d~x2 = ηµ ν d xµ d xν .

V.1. DINÁMICA RELATIVISTA. Facultad de Ciencias Fı́sicas y Matemáticas
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Figura V.2:

dondeηµ ν es la ḿetrica de Minkowski, definida junto con la transformación de Lorentz en una
dimensíon espacial:

ηµ ν =


1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1

 Λµ
ν =


γ −β γ 0 0

−β γ γ 0 0
0 0 +1 0
0 0 0 +1


Comod s′ = ds, podemos dividir ambos lados de la ecuación y obtener la cuadrivelocidad:

uµ ≡ d xν

d s
. (V.6)

Las propiedades de transformación deuµ son las esperadas

ūµ ≡ d x̄µ

d s
= Λµ

ν

d xν

d s
= Λµ

ν uν . (V.7)

Si una part́ıcula permanece en reposo en el sistema de referencia que estamos usando entonces
d~x = 0. y uµ toma la siguienta forma (escrita en forma horizontal para ahorrar espacio)

uµ = [
c d t

c d t
, 0, 0, 0] = [1, 0, 0, 0].

Ahora, si la part́ıcula se desplaza en el sistema de referencia que estamos usando, entonces
podemos factorizar el tiempo a partir de la expresión ded s2, para que la cuadrivelocidad se
asemeje lo ḿas posible a la expresión usual de la velocidad.

d s2 = c2 (d t)2
[
1− [d x/(c d t)]2

]
, (V.8)

Universidad de Chile Escuela de Ingenierı́a y Ciencias
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perod x/d t es la velocidad de la partı́cula con respecto al sistema de referencia elegido en la
direccíonx. Analogamente con el resto de las coordenadas, de forma que la expresión anterior
se transforma en:

d s2 = c2 (d t)2
[
1− ~v2/c2

]
, (V.9)

donde~v es la velocidad de la partı́cula. Tomando la componente positiva de la raı́z cuadrada de
esta expresión y recordando la definición deβ y γ podemos escribir la cuadrivelocidad de la
siguiente forma:

uµ = [γ, ~β γ]. (V.10)

Note que la expresión obtenida no tiene dimensiones.

Receta para subir y bajar Índices

Los ı́ndices superiores identifican a un vectoruµ (o tensor si hay ḿas de uńındiceF µ ν)
contravariante. Si figura como sub́ındiceuµ, se denominacovariante.

Cada una de estas cantidades tiene un significado geométrico bien determinado pero aquı́
sólo nos interesa dar una receta que nos indique cómo subir o bajaŕındices.

Primero debemos definir la matriz inversa de la métrica de Minkowski:

ηµ ν =


1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1


como se puede apreciar tiene excatamente la misma expresión de la ḿetrica de Minkowski.

Para subir uńındice, es decir transformarlo de covariante en contravariante basta multiplicar
por la ḿetrica inversa de Minkowski:

uµ = ηµ α uα, an’alogamenteuµ = ηµ α uα.

La métrica de Minkowski (o su inversa) se utiliza para bajar (o subir)ı́ndices.

Ejemplo

Encuentre la expresión asociada a la transformación de Lorentz, con los dośındices arriba
(dos veces contravariante) o los dosı́ndices abajo (dos veces covariante).

La Transformacíon de Lorentz definida anteriormente es una vez covariante y una vez con-
travariante: tien uńındice superior y unoinferior.

V.1. DINÁMICA RELATIVISTA. Facultad de Ciencias Fı́sicas y Matemáticas
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Λµ α = ηα ν Λµ
ν =


γ β γ 0 0

−β γ −γ 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1


Hemos sumado sobre elı́ndiceα. Análogamente:

Λα ν = ηα µ Λµ
ν =


γ −β γ 0 0

β γ −γ 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1


Clasificación de los cuadri-vectores

Dados dos cuadrivectores cualquieraAµ y Bν , mediante la ḿetrica de Minkowski podemos
definir un ńumero a partir de ellos, de la siguiente forma:

ηµ ν Aµ Bν = A0 B0 − A1 B1 − A2 B2 − A3 B3 ≡ Aµ Bν = Aµ Bν

La expresíon a la derecha de la ecuación es un ńumero, puesto que proviene de la suma de cada
una de las componentes.

El caso ḿas interesante es aquel en el cual usamos el mismo vector dos veces:

ηµ ν Aµ Aν = A0 A0 − A1 A1 − A2 A2 − A3 A3 ≡ Aµ Aµ ≡ Aµ Aµ

Ahora, mediante esta operación podemos asociar un número a este vector:

Si Aµ Aµ > 0 ⇒ cuadrivector tipotiempo

Si Aµ Aµ = 0 ⇒ cuadrivector tipoluz

Si Aµ Aµ < 0 ⇒ cuadrivector tipoespacio

De esta forma podemos clasificar a los cuadrivectores; puesto que el signo y el valor de esta
cantidadAµ Aµ, es un invariante: vale lo mismo en todos los sistema inerciales.

El significado f́ısico de esta cantidad es el siguiente: si un cuadrivector estipo tiempo, indica
que es un vector que está contenido dentro del cono de luz. Por ejemplo si el cuadrivector
representa a la cuadri velocidad de una partı́cula,ésta se desplaza con velocidades menores que
la velocidad de la luz. En cualquier otro sistema de referencia inercial, se cumple la misma
condicíon.

Si la part́ıcula estipo luz, el vector se apoya en el manto del cono de luz. Finalmente si el
vector estipo espacio, indica que el vector se ubica fuera del cono de luz.

Universidad de Chile Escuela de Ingenierı́a y Ciencias
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La cuadri-aceleracíon

Ahora procedemos a determinar la cuadriaceleración. Recordemos que a partir de nuestra
definición de la cuadrivelocidad, tenemos:

uµ uµ = +1. (V.11)

De aqúı derivando con respecto a ds:

d uµ

d s
uµ + uµ duµ

d s
= 0. (V.12)

Definiendo la cuadriaceleraciónaµ ≡ duµ

d s
, y en forma similaraµ,

aµ uµ + uµ aµ = 0, (V.13)

despúes de subir y bajaŕındices con la receta usual, se obtiene:

aµ uµ = 0. (V.14)

Ejercicio

Encontrar la expresión deaµ como funcíon deγ, ~β y
d~v

dt
.

V.1.3. El cuadrimomentum

Usando los resultados de la sección anterior, podemos definir el cuadrimomentumP µ, como

P µ = (
mo c√
1− β2

, mo cγ~β) = mo c (γ, γ~β), (V.15)

introduciendo la expresión de uµ,

P µ = mocu
µ. (V.16)

Comouµ es un cuadrivector,P µ tambíen lo es.

El factor (moc) aparece por razones dimensionales, el cuadrivectoruµ, no tiene dimensiones.
La primera componente del cuadrivector momentumP µ se define como la energı́a asociada a
la part́ıcula. Las otras tres componentes constituyen el vector moméntum, es decir,́estas son las

V.1. DINÁMICA RELATIVISTA. Facultad de Ciencias Fı́sicas y Matemáticas
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componentes que en un régimen no relativista se transformarán en el momentum usual de la
mećanica Newtoniana.

Mencionamos que los invariantes son importantes puesto que toman el mismo valor en cualquier
sistema de coordenadas. Calculemos el invariante obtenido a partir del cuadrimomentum.

P µ =

(
E

c
, ~P

)
(V.17)

P µPµ = (moc)
2uµuµ = (moc)

2 (V.18)

P µPµ =

(
E

c

)2

− ~P
2

= m2
0c

2 (V.19)

En un sistema en que la partı́cula se encuentre en reposo,~P = 0, y por lo tanto la enerǵıa
toma el valor conocido

E = mo c2 (V.20)

Otra consecuencia de este cálculo es que la definición de masa en reposo está bien definida:
es proporcional al valor del invarianteP µPµ, por lo tanto es un ńumero que no depende del
sistema de referencia utilizado.

V.1.4. La Conservacíon del Momentum.

Continuando con la generalización de las cantidades que aparecen en la mecánica usual de
Newton, nos queda por definir la cuadrifuerza. Se define a partir del cuadrimomentum en la
forma que se indica a continuación:

F µ ≡ dP µ

d s
. (V.21)

Si no hay fuerzas externas actuando sobre el sistema de partı́culas que estamos estudiando,
entoncesF µ = 0 y en un choque entre partı́culas ocurre que

P µ
Total = Constante. (V.22)

Como el cuadrimoḿentum se conserva, cada una de sus componentes se conserva, toma el
mismo valor antes y después del choque.

Universidad de Chile Escuela de Ingenierı́a y Ciencias
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P o
antes = P o

despúes→ la enerǵıa se conserva. (V.23)

~Pantes = ~Pdespúes→ el moḿentum se conserva. (V.24)

Una de las consecuencias de la conservación del 4 - moḿentumpµ es que la masa y la energı́a
no sean independientes como ocurrı́a en la mećanica de Newton. La ley de conservación de la
masa y la ley de conservación de la enerǵıa se vuelven una sola en el contexto de la Relatividad
Especial.

Figura V.3: En la mećanica de Newton ocurre que:M = m1 + m2 + m3 , p = ~p1 + ~p2 + ~p3 y
Ei = Ef , Ei = 1

2
m1v

2
1 + 1

2
m2v

2
2 + 1

2
m3v

2
3. Estas 5 ecuaciones se transforman en 4 ecuaciones

en la relatividad especial.

En relatividad Especial las ecuaciones son cuatro:

P o
inic = P o

final (conservacíon de masa y energı́a)
~Pinic = ~Pfinal (3 ecuacíon, conservación del momentum)

Transformación de masa en enerǵıa

Supongamos que una masaM , inicialmente en reposo se divide en dos partı́culas id́enticas.

Utilizando el invariante

P inic
µ P µ

inic = P fin
µ P µ

fin

tenemos

V.1. DINÁMICA RELATIVISTA. Facultad de Ciencias Fı́sicas y Matemáticas
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P µ
inicial = {M c,~0}
P µ

final = {(m1 + m2) c γ, γm1 ~v1 − γm2 ~v2}

Si ambos trozos 1 y 2 son idénticos m1 = m2, entonces

Pmu
final = {2mcγ,~0}, puesto que~v1 + ~v2 = 0.Además

P µ
inic P inic

µ = M2c2 = m2c2γ2 = P µ
finalP

final
µ

De aqúı tenemos

M = 2mγ, como γ ≥ 1,

entonces M > 2m. La masa no se conserva. Parte de la masa inicial se transformó en ener-
ǵıa. Con el objeto de hacer una analogı́a con la mećanica de Newton, afirmamos que la masa se
convirtió en enerǵıa cińetica. Definimos la energı́a cińetica como:

T ≡ E − Eo, (V.25)

dondeEo proviene del invarianteP µPµ

P µ Pµ =
E2

c2
− p2 =

E2
o

c2
, con p = γ m v.

E =
√

E2
o + p2c2

T ≡
√

E2
o + p2c2 − Eo.

Otra forma que puede adoptar este resultado, se obtiene desarrollandoγ en serie de potencias
de(v/c)2:

Universidad de Chile Escuela de Ingenierı́a y Ciencias
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T =
m c2√
1− v2

c2

−m c2

T = mc2{1 +
1

2

v2

c2
+

3

8
(
v2

c2
)2 ∓ · · ·} −mc2

T ≡ Enerǵıa Cińetica Relativista=
1

2
mv2 +

3m

8
(
v4

c2
)∓ · · ·

Este es el valor de la energı́a cińetica para cada partı́culam. Para comparar con el valor inicial
M

2T = 2mγc2 − 2mc2 = (M − 2m)c2,

la diferencia de masa se transformó en enerǵıa cińetica.

La ley de conservación de masa de Lavoisier no es exacta. Claro está que la diferencia entre
la masa inicial y final es, en la mayorı́a de los casos, despreciable.

La enerǵıa se transforma en masa

En la reaccíon

2H2O + Enerǵıa→ 2H2 + O2,

la enerǵıa ãnadida al agua se convierte en masa. En 1000 toneladas de agua convertida a
hidrógeno y ox́ıgeno, estos productos gaseosos tienen alrededor de 0,3 gramos de masa en
exceso del original.

Ejemplo

a) Suponga que dos masas iguales chocan frontalmente para producir una sola partı́cula de
masa en reposo4m.

b) El mismo caso anterior, pero ahora una de las partı́culas est́a en reposo en el Laboratorio
y la otra choca frontalmente. Calcule la energı́a de la part́ıcula incidente.

V.1. DINÁMICA RELATIVISTA. Facultad de Ciencias Fı́sicas y Matemáticas
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a) Utilicemos los invariantes

P µ
inP

in
µ = P µ

finP
fin
µ

P µ
in =

(
2
Ei

c
, P1 + P2

)
,

pero ~P1 + ~P2 = 0, luego:

2E2
i

c2
=

E2
f

c2

Ei = m γ

Ef = 4m

2mγ = 4m ⇒ γ = 2 ⇒ v =

√
3

2
c = 0,87c

Ambas part́ıculas deben aproximarse con la velocidadv = 0,87c

b) En el segundo caso, la partı́cula de masa4m no puede estar en reposo, de esta forma(
E1

c
+ mc

)2

− P 2
1 =

(
Ef

c

)2

− P 2
f

comoP1 = γmv, E1 = mcγ, entonces

(mc)2(γi + 1)2 − γ2
i mv2 = (4γfmc)2 − (4mγfvf )

2
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γi =
1√

1 + (vi

c
)2

, γf =
1√

1 + (
vf

c
)2

(mc)2 + 2(mc)2γi + γ2
i m

2c2(1− v2
i

c2
) = 16γ2

fm
2c2(1−

v2
f

c2
)

2(mc)2(1 + γi) = 16m1c2, de aqúı se obtiene γi = 7, ⇒ vi ' 0,99 c.

En este caso, bombardear una partı́cula contra un blanco en reposo, se necesita una cantidad
apreciablemente mayor de energı́a que el caso anterior. Es por esta razón que los aceleradores
modernos utilizan haces de partı́culas que chocan frontalmente para producir como partı́culas
más masivas.

Por ejemplo, el descubrimiento del bosónZ, que era una predicción de la teoŕıa de Weinberg,
Salam y Glashow y que les valió el premio Nobel en 1979, tiene una masa mil veces mayor que
la de unátomo.

La part́ıculaZ se produce en los aceleradores a partir del choque de dos partı́culas y la masa
de la part́ıculaZ es 100.000 veces mayor que la masa de cada una de las partı́culas incidentes.

Esta part́ıcula fue detectada en Enero de 1983. Para tener una idea de la magnitud del acel-
erador,éste contiene un magneto de 800 toneladas para producir un campo magnético de 0.7
Tesla.

Ejemplo

Considere la reacción
1 + 2 → 3 + 4

En el Sist. de Lab.~P2 = 0

En el Sist. Centro de Momemtum: ~PC.M.
1 + ~PCM

2 = 0

Demuestre que:

(a) E C.M.

Total = c2 (m2
1 + m2

2 + 2
m2 E1

c2
)1/2

(b) E CM
1 = c4 [

E2
C.M.

c4 total
+ m2

1 −m2
2 ]/2 E C.M.

T
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(c) P CM
1 =

m2 c2P1

E

C.M.

T

(d) γC.M. = (E1 + m2 c2)/E C.M.

Total

γC.M. =
1√

1− v2
C.M.

c2

vC.M. ≡ vC.M. con respecto al sist. Lab.

(e) vC.M. =
P1

(E1

c2
+ m2)

A) P µ
CM = [

E C.M
T

c2
,~0] P CM ≡ P̃

P̃ µ P̃µ = −Ẽ 2
T

c4
= (P µ

1 + P µ
2 )(P1µ + P2µ)

en S. Lab.

P µ
1 = (

E1

c2
, ~P1)

P µ
2 = (

E2

c2
, 0) (def.)

(P µ
1 + P µ

2 )(P µ
1 + P µ

2 ) =

= P µ
1 P1µ + P µ

2 P2µ + 2P µ
1 Pµ2

= −E2
1

c4
+ ~P 2

1︸ ︷︷ ︸
−m2

1

−2m2
E1

c2

−m2
1 −m2

2 − 2m2
E1

c2
= −Ẽ2

T

c4

ẼT = c2 [m2
1 + m2

2 = 2
E1 m2

c2
]1/2

Uso de los invariantes

b) P̃ µ
1 (P̃µ1 + P̃µ2) = P̃ µ

1 P̃µ1 + P̃ µ
1 P̃µ2
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−Ẽ1

c2
(Ẽ1 + Ẽ2) = −m2

1 c2 − E1 m2

−Ẽ1 ẼT

c4
= −m2

1 −
E1 m2

c2

De la parte

Ẽ 2
T

c4
−m2

1 −m2
2 =

2 E1 m2

c2

Ẽ1 ẼT

c4
= m2

1 =
1

2
(
Ẽ2

T

c4
−m2

1 −m2
2) 6 c2

=
1

2

E 2
T

c4
+

1

2
m2

1 −
1

2
m2

2

Ẽ1 =
1

2
ẼT +

c4

2 ẼT

(m2
1 −m2

2)

Ẽ1 =
1

2

c4

ẼT

(Ẽ2
T + m2

1 −m2
2)

(c) P CM
1 =

m2 c2 P1

E CM
T

−Ẽ2
1

c4
+ P̃ 2

1 = −m2
1

P̃ 2
1 =

Ẽ2
1

c4
−m2

1 =
(m2

1 c2 + m2 E1)
2

6 c2

6 c4

Ẽ2
T

· −m2
1

Donde se ha usado un resultado de la sección anterior.

P̃ 2
1 =

m4
1 c4 + m2

2 E2
1 + 2 m2

1 m2 E1 c2 −m2
1 Ẽ2

T

Ẽ2
T

P̃ 2
1 =

m4
1 c4 + m2

2 E2
1 + 2 m2

1 m2 E1 c2 −m4
1 c4 m2

1 m2
2 −

2 m2 m2
1 E1

c2

Ẽ2
T
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P̃ 2
1 =

m2 c2

Ẽ2
T

(
m2 E2

1

c2
+ 2 6 m2

1 E1 −m2
1 m2 − 2 6 m2

1 E1)

P̃ 2
1 =

m2
2 c2

Ẽ2
T

(E2
1 −m2

1) =
m2

2 ~p 2
1

Ẽ2
T

(d) γCM =?

P µ

Total = P µ
1 + P µ

2

= (E Total,
~P1 +~0)

P µ
CM = (ECM ,~0)

P 0

Total = γ (P 0
CM + ~β 6 ~P 0

CM)

γCM =
ETotal

ECM

=

E1

c2
+ m2

E

c2

C.M

Total

γCM =
E1 + m2 c2

E CM

Total

V.1.5. Principio Variacional.

Encontraremos el momentum usando cálculo variacional, porque de allı́ calculando el Hamil-
toniano encontraremos la expresión relativista de la energı́a.

S = α

∫
L dt, (V.26)

S es la accíon y L es el Lagrangiano. La cantidadL dt deber ser uninvariante relativista,
porque de esta forma, a través de este ḿetodo, encontramos una ecuación de movimiento inde-
pendiente del sistema de referencia (o mejor válida en cualquiera de ellos).

El invariante ḿas simple esds.
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S = α
∫

ds = α
∫ √

c2 dt2 − dx2,

= αc
∫

dt
√

1− β2,

' α c
∫

dt (1− 1
2
β2), si β2 << 1.

El objetivo de tomar la aproximación β2 << 1 es determinar el valor de la constanteα intro-
ducida al comienzo del cálculo a partir del ĺımite no-relativista. Como este lı́mite la fórmula
relativista debe coincidir con la usual en mecánica, procedemos a ajustar la constanteα para
que el lagrangiano tome la expresión: L = T − V . En nuestro casoV = 0, puesto que no hay
fuerzas. De este modo:

ds = α c dt− α

2

v2

c
dt ⇒ α = −mo c,

mo se define como la masa de la partı́cula medida en un sistema en reposo con respecto a
ella. La acccíon es:

S = −mo c2

∫
dt +

∫
mov

2

2
dt (V.27)

el primer t’ermino−mo c2
∫

dt no afecta las ecuaciones de movimiento por ser una constante:
se cancela al tomar la variación del Lagrangiano con extremos fijos.

Se introdujo una constantemo, que llamaremosmo ≡masa en reposo de la partı́cula.

S =

∫
(−moc

2
√

1− β2)dt

(V.28)

L = L(v)

A partir de las ecuaciones de Euler-Lagrange podemos definir, en forma canónica, el momen-
tum asociado a una partı́cula.

~P =
∂L

∂~v
=

mo√
1− β2

~v

~P =
mo√
1− β2

~v = moγ~v (V.29)

La componente temporal del 4–vector momentum,P 0, se define a partir del Hamiltoniano.
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H ≡ ∂L

∂~v
· ~v − L =

mov
2√

1− β2
+ moc

2
√

1− β2,

H =
moc

2√
1− β2

.

El hamiltonianoH representa laenerǵıa total de la part́ıcula, como puede comprobarse en el
caso no–relativista. Definimos la energı́aE = H

E =
moc

2√
1− β2

(V.30)

En la siguiente sección definimos el cuadrimomentum.

Note que, de acuerdo a lo establecido al comienzo de esta sección de cuadrivectores, son las
propiedades de transformación las que determinan cuando un cuadrivector está bien definido
o no. Si la asociación quedefinimosaqúı es compatible con las transformaciones de Lorentz
entonces está correcta.

V.2. El Fotón

Definimos al fot́on como una partı́cula sin masa. De acuerdo al inpariantepµ pµ = m2
o c2

tenemos que~p = po = E/c.

Además imponemos la condición que su energı́a sea:

E ≡ ~ ω, (V.31)

donde~ es una constante universal cuyo origenexplicaremos después.~ es el signo ineqúıvoco
de la presencia de la mecánica cúantica en las consideraciones del problema. En este caso, es
una definicíon la cual nosotros pondremos a prueba para saber si es coherente con los datos
experimentales y con las definiciones anteriores.

Como aparece la frecuenciaω en la definicíon, lo primero que debemos hacer es comprobar
la compatibilidad de esta definición con la ley de transformacioes de la frecuencia entre dos
Sistemas Inerciales en movimiento relativo proveniente de la relatividad especial. Sabemos que:

ω′ = ω

√
e− v

c + v
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Usando las Transformaciones de Lorentz:

E ′ =
E − vp√
1− (v

c
)2

E = ~ ω E ′ = ~ ω′

~ω′ =
~ω − vp√
1− (v/c)2

⇒

p =
~ω

c
o p =

E

c

Momentum:p + Mv = −p′ + Mv′

Enerǵıa :E + 1
2
Mv2 = E ′ + 1

2
Mv′2

E = ~ ω , E ′ = ~ ω′

y eliminov′

~ (ω − ω′) = (
v

c
) ~ (ω + ω′) +

1

2M

(
~
c

)2

(ω + ω′)2. (V.32)

Si M ↑ ∞ y a primer orden env
c
, tenemos

ω′ = ω
(1− v/c)

(1 + v/c)
o ω′ ∼ ω(1− 2v

c
) (V.33)

Este feńomeno ocurre cuando la policı́a mide la velocidad de los vehı́culos en la carretera o
en la ciudad. Env́ıa una sẽnal con frecuenciaω y recibe la sẽnal reflejada con frecuenciaω′. la
diferencia relativa entre ambas nos da la velocidad del vehı́culo:

∆ ω

ω
∼ 2

v

c
.

Deforma que si el polićıa afirma poder medir una diferencia de 5 km/h en un vehı́culo, su pistola
debe tener una resolución mejor que2× 18000/[300,000× 3600] ≈ 3, 3× 10−3.

Las pistolas no emiten una frecuencia fija sino tienen un ancho de banda, una distribución de
la intensidad con la frecuencia. Pero este ejemplo ilustra la idea básica y constituye una prueba
que nuestra hiṕotesis inicial V.31 ,E = ~ ω pasa esta prueba de blancura.
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V.3. Confirmación experimental de la relatividad espe-
cial

Experimento de R. F. C. Vessot

A continuacíon describiremos un experimento realizado en 1980, con el objeto de comprobar
las predicciones de la teorı́a de la relatividad general y especial [?], usando un reloj atómico.
El acuerdo entre teorı́a y experimento que se verificó en este caso lo interpretaremos como una
confirmacíon de que la naturaleza se ajusta, dentro de las aproximaciones usadas,a sus postu-
lados. No existe, hasta el momento, un experimento que contradiga las predicciones sostenidas
por la relatividad especial. Este hecho constituye una buena justificación para estudiarlas.

El experimento se realizó dentro de un coheteScoutque fue enviado a 10.000 km. de altura
con un reloj at́omico en su interior. Este reloj es en realidad unMaser: acŕonimo deM icrowave
Amplification byStimulatedEmission ofRadiation, o Amplificacíon de micro-ondas mediante
emisíon estimulada de radiación, emite una onda cuya frecuenciafo es de 1420,405751 Mhz,
y permanece sin cambiar por un perı́odo de 100 segundos. Esta señal llega a tierra con una
frecuenciaν y es comparada con la emitida por un reloj similar instalado en el lugar de recepción
en tierra. Las variaciones porcentuales de frecuencia entre ambos relojes

∆ ν

νo

≡ ν − νo

νo

,

est́an dadas, de acuerdo a las predicciones de la relatividad general, por la siguiente expresión:

∆ ν

νo

=
ϕt − ϕS

c2
− |~Vt − ~VS|

2

2 c2
− ~rS−t · ~at

c2
. (V.34)

El sub́ındice t indica tierra y S el coheteScout. ϕ indica el potencial gravitacional New-
toniano en la superficie de la tierra y en la posición del cohete, de acuerdo al subı́ndice. Esta
correccíon es un efecto neto de la relatividad general: el tiempo transcurre más ŕapidamente en
los puntos o regiones donde el potencial gravitacional es más d́ebil. El segundo t́ermino cor-
responde al efecto Doppler de segundo orden, debido a la velocidad relativa entre el cohete y
la base en tierra. El efecto Doppler de primer orden, proporcional aV/c, se elimina rebotando
en el cohete una señal adicional de frecuencia conocida y comparándola con la frecuencia que
retorna. Es un efecto similar al radar que la policı́a usa para medir la velocidad.

El tercer t́ermino de la f́ormula V.34 proviene de la aceleración que experimenta el cohete, y
rS− t, indica la distancia desde el cohete al centro de la tierra.

La ecuacíon V.34 constituye la predicción téorica.

Al comparar las frecuencias recibidas desde la nave con las del reloj en la base y corregir los
datos para tomar en cuenta un conjunto de factores mencionados a continuación, se lleǵo a la
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Figura V.4:Esquema del experimento realizado con el coheteScout.Lo que se denomina los
residuales es la diferencia entre lo esperado por la teorı́a y el valor experimental obtenido. la
aceleracíon que experimenta el cohete llega a18g y es preciso corregir los valores obtenidos
cuyo origen es la aceleración , el plasma que se forma alreddor de la nave etc.

conclusíon que la teoŕıa de la relatividad (especial y general) y el experimento son consistentes
a un nivel de precisión de 70 partes en10−6.

Algunos de los efectos que debieron ser tomados en cuenta para eliminar los errores de los
datos obtenidos, fueron: campos magnéticos variables en magnitud y dirección, rotacíon de la
última etapa del cohete, variaciones de la presión baroḿetrica y temperatura. Otros efectos adi-
cionales son la aceleración de aproximadamente18–g a la que est́a sometido el cohete durante
su lanzamiento y la dispersión en la sẽnal debido a la columna de electrones de la ionósfera que
se interpone entre la nave y la base.

En este experimento no es posible distinguir entre los efectos cinemáticos proporcionales
a potencias deV/c, de los dińamicos, que son generados por la relatividad general (propor-
cionales al potencial gravitacional). Esto debido a que el cohete Scout, varı́a constantemente su
altura y velocidad durante el corto tiempo que dura el experimento.

Experimento Hafele y Keating

(J. C. Hafele y R. E. Keating, Science,177, 166, 1972, pag 166.)

Este experimento consiste en ubicar cuatro relojes atómicos de Cesio en el interior de un
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avión que fueron trasladados en un vuelo regular de una lı́nea comercial de aviación alredor del
mundo dos veces consecutivas: una en dirección Este y la otra hacia el Oeste. El experimento
fue realizado por J.C. Hafele y R. E. Keating en 1972, y su objetivo fue poner a prueba la teorı́a
de la relatividad de Einstein utilizando relojes macroscópicos.

Como veremos despúes, la raźon entre los tiempos registrados por un reloj en Tierra y otro
en movimiento, pero con una velocidad baja (u2 << c2) se reduce a[1−u2/(2 c2)], donde c es
la velocidad de la luz. Como en este caso la Tierra está rotando lo relojes estandard distribuidos
sobre la superficie no pueden ser utilizados como relojes coordenados en un sistema inercial.
De todas maneras pueden ser evaluados con respecto a un hipotético reloj ubicado en el Polo
Norte (o Sur). En este caso al comparar ambos relojes, el reloj de referencia ubicado en el Polo
observa que el localizado en el Ecuador con una velocidadR Ω, y de esta forma mide un retraso
en su medicíon:

1− R2 Ω2

2 c2
, donde R es el radio de la Tierra yΩ,

es su velocidad angular. Por otra parte la nave que circun–navega la Tierra cerca del plano
ecuatorial con una velocidadν relativa a la Tierra, experimenta un retraso proporcional a

1− (R Ω + ν)2

(2 c2)
.

Por lo tanto siτ y τo son los tiempos registrados por el reloj en el avión y en Tierra respectiva-
mente durante una circunvalación completa, su diferencia, en primera aproximación est’a dada
por:

τ − τo = −2 R Ω ν + ν2

2 c2
τo.

En consecuencia, si la nave viaja en el mismo sentido de rotación de la Tierra (Este,ν > 0)
debeŕıa producir un retraso en el tiempo indicado en el reloj de la nave. De la misma manera,
un viaje contra el sentido de rotación de la Tierra (Oesteν < 0) debeŕıa producir un adelanto
en el tiempo de la nave siν ≈ R Ω.

La relatividad general predice un efecto adicional que, en el caso de campos gravitacionales
débiles es proporcional a la diferencia en el potencial gravitacional entre la nave y el reloj en
Tierra. Si el valor de la aceleración de gravedad esg y la altura que alcanza la nave esh << R,
la diferencia de potencial esg h. Al introducir este nuevo elemento en la ecuación que relaciona
los tiempos relativos, se obtiene:

τ − τo =

[
g h

c2
− 2 R Ω ν + ν2

2 c2

]
τo.

El términog h/c2 se denomina elcorrimiento al rojo gravitacional, y predice un aumento en el
tiempo de los relojes ubicados sobre el nivel de la Tierra.
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Para las velocidades y alturas tı́picas que alcanzan las aeronaves, ambos términos de esta
última ecuacíon: el gravitacional y el cineḿatico son comparables en magnitud absoluta. El
t’ermino ν2/(2 c2) es pequẽno comparado conR Ω ν/c2. De esta forma en el viaje hacia el
Oeste (ν < 0) ambos t́erminos son positivos y se suman para una ganancia neta apreciable en
los tiempos medidos. En el viaje hacia el Este (ν > 0), tienden a cancelarse y a producir una
diferencia neta pequeña.

Figura V.5:Los intervalos∆ τ sẽnalados en la figura, corresponden a la diferencia observada
entre el reloj at́omico en viaje y el que permaneció en tierra. Existe una diferencia entre viajar
al Este y al Oeste debido a la rotación de la tierra, que estos relojes son capaces de detectar.

Podemos comparar las diferencias de tiempo obtenidas a partir de laúltima fórmula y com-
parar con los lı́mites de detección de los instrumentos. De hecho, este experimento fue posible
debido notable disminución en el tamãno asociado a los relojes atómicos y, por supuesto, su
exactitud.

El viaje lo suponemos sin escalas y, en una primera aproximación, el tiempo empleado es
τo = 2 π R ν. Sustituyendo este valor en la ecuación tenemos:

τ − τo =

[
2 π R

c2

g h

|ν|
− 2 R Ω ν

|ν|
− |ν|

2

]
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Este 40± 23 nanosegundos
Teor’ia

Oeste 275± 21 nanosegundos

Este 59± 10 nanosegundos
Experimento

Oeste 273± 7 nanosegundos

Estos resultados proporcionan un respaldo concreto a las predicciones de la teorı́a de la rela-
tividad especial. La paradoja del reloj, que analizaremos más adelante, se comprueba aquı́ con
el uso de relojes macroscópicos.

Anteriormente se conocı́a este resultado por el decaimiento de partı́culas elementales (ver
ejemplo). En estéultimo caso, la verificación es a nivel microćopico.

V.3.1. Resumen

Hemos descrito un par de experimentos que confirman las predicciones deducidas a partir de
la teoŕıa de la relatividad especial y general hace ya más de 70 ãnos. El error en uno de estos
experimentos confirma la teorı́a con una precisión de 70 partes por millón (70 ppm).

Aún aśı no es posible afirmar que, una de ellas, la relatividad general es la teorı́a que describe
correctamente el fenómeno de gravitación. Las raźon es la siguiente: estos experimentos fueron
realizados en la superficie de la tierra y aquı́ el campo gravitacional es muy débil. Existe al
menos un experimento que confirma las predicciones de la relatividad general en el lı́mite de
campos fuertes, pero nos referiremos aél más adelante.

¿Qúe significa f́ısicamente un campo gravitacional débil o fuerte?

Si la masa de una estrella cualquiera la designamos conM∗ y su radio esR∗, entonces una
medida de la intensidad del campo gravitacional se obtiene a partir de la siguiente expresión:

Si
G M

c2
≤ r∗ ≤ 100

G M

c2
, campo gravitacional fuerte.

(V.35)

Si r∗ >> 100
G M

c2
, el campo es d́ebil.

DondeG es la constante gravitacional yc2 es la velocidad de la luz. La dimensión de

[
G M

c2

]
es longitud.
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Si M = M� ≡masa del sol= 1, 9× 1033 gr, entonces:
G M�

c2
= 1, 477× 105 cm.

Ejemplo

Existe una constanteh, que se denomina la constante de Planck y que caracteriza los fenómenos
cuánticos, es decir el comportamiento del mundo microscópico. Su valor es

~ ≡ h

2 π
= 1, 055× 10−34 [Joule–segundo].

Encuentre una cantidad que tenga dimensiones delongitud y en la cual intervengan además
,las constantesG y c. Esta cantidad es la longitud de Planck.

Respuesta:

√
~ G

c3
= 1, 616× 10−33 cm (V.36)

(V.37)

La dimensíon deh es[momentum× distancia].

V.3.2. Transformación de un elemento de 4-Volumen

El elemento de 4 - volumen es un invariante

∆x′ = γ(∆x− v∆t)

∆t′ = γ(∆t− β

c
∆x)

∆y′ = ∆y

∆z′ = ∆z

Ahora, instant́aneamente esS ′(∆t′ = 0) el observador mide el elemento de largo∆x

∆x = γ(∆x′ − v∆t′)

∆x = γ∆x′ ∆t′ = 0
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En un mismo puntox′, y′, z′ medimos el intervalo de tiempo enS, ∆t:

∆t′ = γ ·∆t

∆x′ ·∆y′ ·∆z′ ·∆t′ = γ ·∆t · ∆x

γ
·∆y ·∆z

= ∆t ·∆x ·∆y ·∆z

d4x′ es un invariante bajo transformaciones de Lorentz.

d4x′ =

∣∣∣∣∂x′µ

∂xν

∣∣∣∣ d4xν∣∣∣∣∂x′µ

∂xν

∣∣∣∣ = det Λµ
ν = +1

El signo ḿas indica una tranformación de coordenadas ortocrona, es decir, que conserva el
sentido del tiempo.

En una transformación en las coordenadas espaciales ocurre:

√
−g′ d4x′ =

√
−g d4x

√
−g = r2 sen2θ (coordenadas esf’ericas)

por la misma raźon anterior, el Jacobiano de una transformación de coordenadas espaciales
(por ejemplo, de coordenadasx, y, z a r, θ, ϕ) est́a dado por:

Jacobiano=

∣∣∣∣∂x′µ

∂xν

∣∣∣∣ = det

∣∣∣∣∂x′µ

∂xν

∣∣∣∣ =
√

g

dondeg es el determinante de la métricagµ,ν . Si adeḿas se incluye el tiempo y una transforma-
ción de Lorentz, tenemos:

√
−g′ d4x′ =

√
−g d4x

Universidad de Chile Escuela de Ingenierı́a y Ciencias



30 Nelson Zamorano H. versión de 21 de septiembre de 2006

Esta es una relación general, v́alida para cualquier tipo de transformación de coordenadas. En
realidad es una relación general porque es un invariante tensorial. Bajo este disfraz se puede
escribir como:

d4x ≡ 1

4!
eµνστ dxµdxνdxσdxτ

eµνστ =
√
−g εµνστ

ε0123 = +1

ε0023 = 0

ε1023 = −1

Donde el tensoreµνστ es el tensor totalmente antisimétrico, que toma los valores indicados.
La forma natural de definir este elemento es recurriendo a las formas diferenciales.

V.3.3. Las Ecuaciones de Maxwell

e2

4πhc
= α =

1

137
UnidadesSistema racionalizado de Heaviside-Lorentz

∇ · ~B = 0 ∇∧ ~E + ∂ ~B
∂t

= 0

∇ · ~E = ρ ∇∧ ~B − ∂E
∂t

= ~J

F µν = ∂µAν − ∂νAµ

∂i = −∂i

F oi = −Ei

F µν =


0 −E1 −E2 −E3

0 −B3 B2

0 −B1

0


F µν , µ = Jν Jν = (ρ, ~J)

F ∗µν = 1
2
εµνστFστ

∂µF
∗µν = 0

∣∣∣∣∣∣
Aµ → Aµ + ∂µχ
~A → ~A−∇χ

φ → φ + ∂χ
∂t
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Ecuaciones Masivas con spin 1

∂µF
µν + m2Aν = 0

F µν = ∂µAν − ∂νAµ

Conservacíon de la Carga

Ejemplo

En un alambre infinito se ubica una serie infinita de cargasq separadas por una distanciaa en
el sistemaS que se encuentra en reposo con respecto al alambre.

Suponga un observador viajando con una velocidadv paralela al alambre. Encuentre la den-
sidad lineal de cargas que mide este observadorS

EnS la densidad esλ = q
a
.

EnS la distanciaa cambia

∆x = γ(∆x′ − v∆t′)

∆t = γ(∆t− v

c2
∆x)

∆x = xA − xo = xB − xo

(xB − xo) = γ[(x′B − x′o)− 0]

L = γL′

⇒ a′ =
a

γ
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De modo que

λ′ =
q

a′
= γ

q

a
= γλ

λ′ = γλ.

De acuerdo aS ′, existe una densidad lineal de corrienteJ ′
x = −λ′ v

Ju = (cλ, ~J)

JµJµ = c2λ2 (enS)

J ′
µJ

′µ = c2λ′2 − λ′2 v2 = λ′2 c2(1− v2

c2
)

= γ2λ2c2(1− v2

c2
) = λ2c2

Se verifica queJµ = (cλ, ~J) es el 4 - vector densidad de corriente.

Otra forma de llegar al mismo resultado:

Jµ = (ρc, ρ~v)

ρ =
Nq

v
cρ′ = Λo

ν Jν

= Λo
o Jo + Λo

1 J1

= γρ c + γ β ρν

ρ′c = ρcγ(1− β2) =
ρc

γ
⇒ ρ′ = ρ

γ

ν ′ = ∆x′∆y′∆Z ′

∆x′ = γ∆x (∆t = 0)

ν ′ = γ∆x∆y∆z = γν

ρ′ =
Nq

ν ′
=

Nq

γν
=

ρ

γ
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V.4. Libertad de Gauge (Calibre)

V.4.1. Electromagnetismo

El tensor de FaradayFµ ν no cambia su valor si el potencialAµ(x) se reemplaza porA′
µ(x)

relacionado con el anterior de la siguiente forma:

Aµ(x) → A′
µ(x) = Aµ(x) + ∂µ χ(x)

Por convencíon, cuando escribimosAµ(x), significa que las cuatro funcionesAµ dependen, en
general, de todas las coordenadas:x0, x1, x2 y x3. Es una forma de escribir menosı́ndices.

Como se not́o, las transformaciones de Gauge dependen de las coordenadas, cambian de
punto a punto del sistema de coordenadas, a diferencia de una transformación global, como la
accíon de una transformada de Lorentz, por ejemplo, que desplaza a todos los puntos igual.

La existencia de un gauge indica que existen más funciones (o grados de libertad) de las
necesarias (o de las cantidades fı́sicas a determinar), por ejemplo,Fµ ν es independiente de
la función χ(x). La accíon S, no debe depender de algún gauge especı́fico. De esta forma al
obtener las ecuaciones de movimiento podemos determinar un gauge que nos facilite encontrar
una solucíon. Tampoco debe depender del sistema de coordenadas, debe ser covariante, junto
con ser invariante de gauge. Esto se cumple en electrodinámica

Ejemplo:

Indicamos una cantidad fı́sica que es un invariante bajo cambio de Gauge:

∮
Aµdxµ =

∫
A′

µ dxµ =
∮

(A′
µ dxµ + ∂µ x dxµ)

=
∮

Aµ dxµ + 0, por ser una integral cerrada.

Supongamos un contorno cerrado y además espacial(dt = 0) :∮
Ai dxi =

∫
P

(∇∧ ~A) · d~s =

∫
~B · d~s ≡ Flujo de~B.

Si Aµ(x) no est́a bien definido en la región de integracíon, por ejemplo una función como
arctang(y/x) que permanece indefinida enx = 0, entonces resulta que~A y ~B (o ~E) no est́an
relacionadas directamente.

Por ejemplo en el caso de una bobina toroidal~B = ~E = 0 fuera del toroide. Sin embargo en
el circuito de integración
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∮
Ai dxi 6= 0.

Esto resultado cobra significado en el caso de un electrón pasando a través de la doble rendija.
En mećanica cúantica el potencialAµ puede ser medido a diferencia de la fı́sica cĺasica donde
no lo es. La verificacíon experimental ocurre en el experimento de la doble rendija, cuando se
estudia el efecto Aharonov-Bohm.

V.4.2. Solucíon General para PotencialAµ para un campo electromagńetico
sin fuentes.

La ecuacíonF[µ ν,α] = 0 tiene como solución generalFµ ν = ∂µ Aν − ∂ν Aµ.

Estas son las cuatro ecuaciones de Maxwell sinfuentes. Las otras cuatro ecuaciones, con
fuentes, son∂µ F µ ν = 4π jν/c. Si consideramos sólo las ecuaciones de Maxwell en vacı́o (sin
fuentes), que corresponden al caso de ondas electromagnéticas propaǵandose en el vacı́o, la
ecuacíon diferencial correspondiente para el cuadri-potencial electromagnético es:

∂µ ∂µ Aν − ∂µ ∂ν Aµ = 0. (V.38)

El método para resolver este sistema de ecuaciones es recurrir a la transformada de Fourier
de esta funcíon aµ(k). No nos preocupamos de la validez de esta transformación, suponemos
tácitamente que ambas funciones tienen soporte compacto, es decir están definidas en una región
acotada del espacio tiempo y que tienden a cero rápidamente en infinito. O que so funciones de
cuadrado integrable (L2). Intuitivamente esto es como proyectar un vector en los vectores base
y resolver para cada una de las componentes. Acá es una función, de modo que existen infinitas
bases (ei k x) y proyectamos en cada una de ellas, de modo que la ecuación se transforma en una
ecuacíon algebraica.

Volviendo al ḿetodo, tomamos la transformada de Fourier deAµ(x)

Aµ(x) =

∫
k◦≥0

[ei k x aµ(k) + a∗µ(k) e−ikx]d4k (V.39)

donde k x = kµ xµ = k◦ x0 + ki xi = k0 x0 − ~k · ~x.

Insertando la expresión V.39 en la ecuación V.38, obtenemos:

∂µ∂µ Aν − ∂µ∂ν Aµ =

∫ [
(kµ kµ aν − kµ kν aµ)eikx + c.c.

]
d4k (V.40)
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Para que la integral sea nula para todaaµ(k), debe cumplirse que:

k2 aν − (k a)kν = 0. (V.41)

Existen dos soluciones posibles :

k2 6= 0 y k2 = 0. (V.42)

Si k2 6= 0, ⇒ aµ = kµ f(k). (V.43)

Si k2 = 0 ⇒ (k◦)2 =| ~k |2, k0 = + | ~k | . (V.44)

la solucíon de la ecuación V.41, es:

k · a = 0, o, | ~k | a0 + ki ai = 0. (V.45)

Dado un 4-vectorkµ, existen tres 4-vectores ortogonales aél. Dado quéeste no es un espacio
eucĺıdeo, uno de los vectores ortonormales es el mismokµ, puesto que, por definición, orto-
normal es:(kµ kµ = 0). De este modo śolo debemos encontrar dos 4-vectores ortonormales a
kµ.

Soluciones. Ya conocemos una solución: aµ = c(k) kµ, aµ proporcional akµ. Descubramos
los dos vectores que restan y los definimos comoe

(α)
µ conα = 1, 2.. Como debemos cumplir la

condicíon V.45 y debe ser diferente de la ya encontrada, imponemos que:a0 ≡ e
(α)
0 = 0 para

todoα.

Definimos la parte espacialai ≡ e
(α)
i y de acuerdo a la condición V.45, tenemos:e(α)

i ki = 0
para todoα. Adeḿas queremos que los nuevos vectores sean unitarios:

e
(α)
i e

(β)
i ) = δα β

La solucíon general paraAµ(x) para ambos casos es:

aµ(k) = kµ f(k) + e(α)
µ (k) bα(k) (V.46)

conα = 1, 2

Introduciendo esta expresión paraaµ(k), podemos clasificarAµ(x) en dos campos

Aµ(x) = A⊥
µ (x) + A| |

µ (x) (V.47)
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A⊥
µ =

∫
d3k

[
eikx e(α)

µ (~k) bα(~k) + c.c.
]

k◦=|~k|
(V.48)

Una de las integrales desapareció debido a quek0 est́a determinado en función del ḿodulo
del vector~k. Este trabajo lo hace función (en realidad es una distribución) delta de Dirac:∫

dk◦ =
∫

δ(k0− | k |)dk0 = 1

A′
µ
| | =

∫
d4k

[
eikx kµ c(k) + c.c.

]
, (V.49)

pero el t́ermino entre corchetes se puede escribir como:

1

i
∂µ(eikx) =

i

i
kµ eikx

α(x) =
1

i

∫
d4k

[
eikx c(k) + c.c.

]

A| |
µ = ∂µ α(x) , A| |

µ es śolo un gauge y se puede eliminar. (V.50)

Recordemos la fı́sica de un problema no puede depender del gauge. El campo eléctrico no que
medimos no puede depender del gauge que estamos usando par resolver la ecuación dińamica
del campo.

Aµ = A⊥
µ =

∫
d3k

[
eikx e(ν)

µ b(α) (~k) + c.c.
] ∣∣∣k0=|~k| (V.51)

Hemos demostrado que, en ausencia de fuentes, los campos eléctricos y magńeticos son
ortonormales a la dirección de propagación. Éste es un resultado de validez general.

Hay más consecuencias atadas a este resultado. La interacción electromagńetica es de alcance
infinito. Esto est́a ligado a que el fotón tiene masa nula. Al examinar la acción del campo
electromagńetico, veremos que el hecho de imponer que la acción sea invariante de gauge,
obliga a que la masa del fotón sea nula. Otras teorı́as de este tipo (vectoriales) que tienen masa
no mula, son de corto alcance. El alcance de la fuerza depende de la masa de la partı́cula. En
unidades en las cualesG, ~ y c son unitarios, la masa tiene dimensiones de1/[L], el inverso de
longitud.
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V.5. Cuerda de Nambu-Goto

[a)] Muestre que para una cuerda no-relativista, la acción de Nambu-Goto se reduce a un
término con la energı́a cińetica menos un término correspondiente a la energı́a potencial pro-
porcional al largo de la cuerda.

[b)] Pruebe que la energı́a cińetica proviene śolo de la componente de la velocidad perpen-
dicular a cuerda.

[c)] Calcule la masa por unidad de largo que se desprende de la expresión de la enerǵıa
potencial y cińetica.

Muestre que las ecuaciones clásicas de movimiento indican que los extremos de la cuerda se
mueven con la velocidad de la luz.

[d)] Demustre que una variación de la accíonS ′
pp con respecto aη y xµ sujeta a la restricción

indicada en c) genera las mismas ecuaciones de movimiento que la acciónSpp.

Nota: En teoŕıa de camposS ′
pp es ḿas conveniente debido a la ausencia de varios cuadrados

de los operadores.

[e)] Demuestre que al elegirη = 1
m

enS ′
pp la accíon se simplifica y se obtiene una expresión

para el momentum conjugado
Πµ = m ẋµ.

La accíon relativista para una partı́cula libre se puede escribir

Spp = .m

∫
ds = −m

∫
dτ (ẋµẋµ)1/2,

dondeτ es el tiempo propio de la partı́cula

a) Demuestre que la ecuación del movimiento de esta partı́cula es

u̇µ ≡ duµ

dτ
= 0 , conuµ =

ẋµ

(ẋν ẋν)1/2
.

b) En el caso anterior se fijó de un comienzo la parametrización, con el tiempo propioτ .
Considere el caso en que se introduce un capoη(τ) que es equivalente a una métrica (o a
una reparametrización de la distancia) a lo largo de la curva.

Pruebe que

S ′
pp =

1

2

∫
dτ(

1

η
ẋµẋµ − η m2)
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dondeη(τ) es un campo escalar que transforma como

η′(τ ′(τ)) = η(τ)
dτ

dτ
,

bajo una reparametrización, reproduce la misma ecuación de movimiento del caso ante-
rior.

c) Demuestre que una reparametrización

τ ′ = τ − ξ(τ)

dondeξ es una funcíon diferenciable y pequeña, genera una tansformación

δxµ = ξ(τ) dxµ

dτ

δη = d
dτ

ξ(τ)η(τ)]

donde
δxµ ≡ x′µ(τ)− xµ(τ)
δη ≡ η′(τ)− η(τ)

Recuerde que bajo una reparametrización las coordenadas de un eventoQ permanecen in-
variantes

x
′µ
Q (τ ′) = xµ

Q

V.6. Ejercicios Propuestos

1.– Determine el desplazamiento de longitud de onda por efecto Doppler relativista para la
lı́nea 6563Ådel HidrógenoHα, emitida por una estrella que se aleja de la Tierra a una
velocidad relativa de10−3c, 10−2c, y 10−1c. ¿Es una buena aproximación el resultado a
primer orden?

2.– El radio de reposo de la Tierra puede considerarse como de 6400 km, y la velocidad a que
gira alrededor del Sol, como de 30 km/seg. ¿Cuánto parecerı́a acortarse el diámetro de la
Tierra con respecto a un observador en el Sol, por el movimiento orbital de aquella?

3.– (a) Si la vida (propia) promedio de un mesón µ es2,3 × 10−6 segundos, ¿qué distancia
promedio viajaŕıa éste en el vaćıo antes de morir, de acuerdo con mediciones en difer-
entes sistemas de referencia, donde su velocidad es de0,00c, 0,60c, 0,90c, y0,99c respec-
tivamente.

(b) Compare cada una de estas distancias con la distancia que el mismo mesón mediŕıa.

V.6. EJERCICIOS PROPUESTOS Facultad de Ciencias Fı́sicas y Matemáticas
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4.– A 200 km sobre el nivel del mar, una partı́cula de rayo ćosmico primario choca contra la
atmósfera de la Tierra; en esta colisión de alta energı́a se produce un mesón π+, el cual
desciende verticalmente a una velocidad de0,99c y, en su sistema propio, se desintegra
2,5 × 10−8seg despúes de producido. Según se ve desde la Tierra, ¿a qué altura sobre el
nivel del mar se desintegra el mesón?

5.– Considere la existencia de partı́culas que tienen vida finita y cuyo número en funcíon del
tiempo est́a dado por:

N(t) = No exp
−t ln 2

τ
.

SiendoNo el número de partı́culas que existen ent = 0 y es la llamada vida media de las
part́ıculas, ya que en el tiempot = τ el número inicial se ha reducido a la mitad:

N(0) = No, N(τ) =
No

2
.

Los mesonesπ+ , por ejemplo, se producen en colisiones de alta energı́a entre una
part́ıcula de rayo ćosmico primario y la atḿosfera terrestre. Su vida mediapropia es
τo = 2, 6 × 10−8 s. Suponiendo queNo mesonesπ+ se han formado a la altura h de la
tierra y que descienden hacia ella con rapidez 0.9999 c llegando solamente el 1 %:

(i) Determine la altura h a la cual se han formado los mesones.

(ii) Para esa altura, comente sobre el porcentaje que llegarı́a a la superficie terrestre si no
se hicieran correcciones relativistas.

6.– Considere la siguiente definición de un tensor de proyección:

P µν = gµν − uµ

c

uν

c

dondeuµ es la cuadrivelocidad.

i) Demuestre queP µν es un tensor, o sea,

P ′µν = Λµ
αΛν

βPαβ

ii) Calcule y demuestre queP µ
νP

ν
µ =inv.

iii) Demuestre queP es un operador de proyección, o sea,(P · P )µ
ν = P µ

ν .

7.– Un observador (S) en reposo con especto a la esfera celeste ve una distribución isotŕopica
de estrellas, es decir:

dN =
N◦

4π
dΩ(θ, φ)
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conN◦ el número de estrellas observables. Otro observador (S ′) se mueve con velocidad
β con respecto al anterior. Determine la distribución de objetos estelaresdN ′/dΩ′ visto
desdeS ′ y grafique en funcíon deθ′. Verifique que∫

Esfera

dN ′ = N◦

Sugerencia: elegir eje azimutal esférico paralelo al eje del movimiento relativo.

8.– Unátomo de masaM experimenta una transición interna y emite un fotón. Si elátomo
ha disminuido su energı́a en∆E, calcule la frecuencia del fotón emitido en el sistema en
que elátomo estaba inicialmente en reposo.

9.– Calcule la energı́a máxima que puede acarrear la partı́cula de masam1 en la desinte-
gracíonM → m1 + m2 + m3.

10.– Calcule la energı́a umbral del nucléon N (mN ∼940 MeV) para que sea posible la reac-
ción γ + N → N + π. Los fotones (γ) de temperaturaT ∼3◦K (Eγ = kT ) chocan
frontalmente con los nucleones.

11.– Para la reacciónπ+ +n → K+ +Λ◦, calcule la enerǵıa umbral del píon (π) para crear un
kaón (K+) emergiendo a 90◦ c/r direccíon incidente en el sistema del laboratorio. En el
sistema de laboratorio el neutrón (n) est́a en reposo. Consideremπ =140 MeV,mn =940
MeV y mΛ =1115 MeV.

12.– En la figura se muestra la colisión eĺastica de un electrón con un ńucleo. La enerǵıa
del electŕon incidente esE. SeaE ′ la enerǵıa del electŕon emergente a uńanguloθ con
respecto a la del haz incidente. Demuestre que

E ′ =
E

1 + E
Mc2

(1− cos θ)

GrafiqueE ′/E como funcíon deθ para electrones con energı́a de 10 GeV incidiendo
sobre protones (mp ∼940 MeV) y sobre un ńucleo deA = 50 nucleones (M ∼ A×940
MeV). Compare ambos casos.

13.– Calcule la velocidad con la que se debe acercar una fuente de luz roja (λr=6500A) para
verla verde (λv=5300A).

14.– Un coheteno relativista eyecta gases con velocidada relativo al cohete. Demuestre que
la ecuacíon del movimiento del cohete es

m
dv

dt
= −a

dm

dt
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15.– En el caso del cohete anterior y en régimen relativista conservación de masa no es aplica-
ble. Demuestre que en este caso la ecuación del movimiento se modifica a la siguiente:

m
dv

dt
+ a

(
1− v2

c2

)
= 0

Demuestre entonces que

β =
1 +

(
m
m◦

) 2a
c

1−
(

m
m◦

) 2a
c

16.– Lleve a su forma explı́cita las siguientes ecuaciones covariantes:

a) ∂µj
µ = 0

b) ∂µF
µν = 4π

c
jµ

c) ∂µFνρ + ∂νFρµ + ∂ρFµν = 0

Aqúı jµ = ρuµ representa la cuadricorriente, conρ la densidad de carga en el sis-
tema en reposos de las cargas, yuµ la cuadrivelocidad de las cargas. Además recor-
dar que el tensor electromagnético fúe definido por

[F µν ] =


0 −E1 −E2 −E3

· 0 −B3 B2

· · 0 −B1

· · · 0

 , [Fµν ] =


0 E1 E2 E3

· 0 −B3 B2

· · 0 −B1

· · · 0


17.– Para una esfera de densidad de masa uniforme que rota con la máxima velocidad angular

permisible, calcule su momento angular y energı́a. Si la enerǵıa de este sistema rotante
se asocia a su masa en reposo y su radio se iguala a la longitud de onda de Compton del
sistema, determine el momentum angular en función de~.

18.– Def́ınase unafotograf́ıa perfecta de la siguiente forma:i.- los fotones de la fuente llegan
en forma paralela a la placa fotográfica; ii.- los fotones que se imprimen son los que
llegan perpendicularmente a la placa;iii.- los fotones que se imprimen son los quellegan
simult́aneamente a la placa en el instante de obturación; y iv.- sobre la placa se imprime
una imagen de tamaño natural. Demuestre que la fotografı́a perfecta de un cubo con
movimiento paralelo a la placa es la misma que se obtendrı́a a si el cubo está en reposo
con respecto a la placa, pero rotado en ciertoángulo. Determine eĺangulo de rotación.
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