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6.4. Limite continuo

Deseamos estudiar lo que sucede si hacemos N — 0o, a — 0, y las masas
tender a cero de modo que

__>O-,
a

siendo o una constante llamada la densidad lineal de masa. La ecuaciéon de
movimiento

-
= —(Yir1 + Vi1 — 2ui),
ma

pasard a ser dependiente de una variable continua en la posicién

yi — y(x,t),
siendo
ay ':Cut 1a2y .flf,t
b = et at) = ylot) + 20D, STV
t 10? t
yir =yl —at) =y(z,t) - %“ * 58 15/)5; Det,

de modo que obtenemos

0? T Py(x,t) ,

@y(l‘>t) - % 8.1:2 a
at Py(z, )
m Oz

y finalmente, la llamada ecuacién de onda para la cuerda eldstica con masa

uniforme:
Py(z,t) 7 yY(z,1)

=0.
ot? o 0x?

6.5. Soluciones de la ecuacién de onda

La dltima ecuacién puede escribirse

Py(x,t) .2 0?y(x,t)
ot? O0x?

=0. (6.5)
donde

=
v=4/—,
o

representa, como veremos, la velocidad de propagacion de la onda.
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» TEOREMA 6.1
Las soluciones de la ecuacién de onda (6.5) son

y(x,t) = F(z 4+ vt) + G(xz — vt),
con F'y G funciones arbitrarias de una variable.

DEMOSTRACION 2
Si cambiamos a variables ( = x + vt, 1) = x — vt podemos escribir

0 Ko
ox 0r o  Ox Oy
0 0
T
0 X0 owo
ot ot ao¢ ot o

_ 9,9
= U(?C U(%b’
y también
0? 0? 0? 0?
o7~ a2 a0t T ¥acou
0? 5 0? 5 O , 02
SR Ay S|
oz~ otV o 7 acoy
de modo que
0? 5 O 0?

oz~ Yoz~ " acoy

Entonces, en estas variables, la ecuacion de onda es

Py 0
acop
que es trivial integrar obteniendo
oy

y = F(O+GW)
= F(x+vt) + G(x —ot).
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Las soluciones anteriores corresponden a una forma invariable que se pro-
paga hacia la derecha G(x — vt) o hacia la izquierda F'(x + vt) con velocidad
constante v = y/7/c. Sin embargo en una cuerda, debemos hacer considera-
ciones adicionales pues debemos satisfacer por ejemplo que y(0,t) = y(L,t) =
0 en el caso de extremos fijos.

6.5.1. Condiciones de frontera

Supongamos que queremos resolver la ecuaciéon de onda sujeta a las con-
diciones anteriores de extremos fijos y(0,t) = y(L,t) =0 .

Método de separacion de variables

Suponga una solucién de la forma
y(a,t) = X(@)G(1),
entonces si se sustituye se obtiene.
X(2)G"(t) — v*X"(2)G(t) = 0

o bien
G'(t) _ X"
G(t) X(x)’

de modo que cualquiera de los lados no puede ser funcién ni de x ni de ¢, por

lo tanto
¢ _ LX)

ar) ~ ' X@

de donde el signo se ha elegido de modo de tener soluciones oscilatorias

G(t) = Ce*ie!

y

donde hemos llamado

Para satisfacer las condiciones de frontera debemos tomar

X(x) = Dsinkuz,
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con

sinkL =0,
de modo que hay un niimero discreto de valores de k permitidos, es decir

nm
k=— =1,2,3---
I3 con n

de ese modo, la solucién general, que satisface las condiciones de frontera es

oo
nnx

,t — D+ it vt D~ R AN el
ylo,t) = S (DFE + D) sin

n=1

6.5.2. Condiciones iniciales

La determinacién completa de los coeficientes D,, requiere de conocer la
forma inicial del hilo y su velocidad inicial, es decir supondremos conocidos

y(z,0) = F(x),
ot -
Considerando esto se obtiene
> nwT
F — D+ D* -
0) = (pr+ D) T
= nr nwT
- — (D} — D7) sin —.
V(z) nZIZLU( N ) sin 7

Pero las funciones sinnwz /L son ortogonales en el intervalo (0, L) de modo
que podemos despejar

2 L
D!+ D, = Z/o F(x)sinn—zxdx
2 [*
DY —D, = =L V(:U)sinwdx,
nmv J, L
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de donde

1 L : L

Df = z/o F(z)sin n_zxdx_ % i V(z)sin n_zxdx
1 1
L nmwv
1 L : L

D, = Z/o F(x)sin n_zx(u_l_ % i V(x)sin ?dm
1 1

= _Fn _Vn7

L i nmv

donde hemos llamado

t — _Fn _ . 1=t
ot) = DUGF Ve
1 nm
(EFn + LVn)e YL sin n—zx,
que se reduce a
2 — L
=7 E: (F), cos —vt + %V sin %vt) sin n_zx (6.6)

Caso particular, la cuerda parte del reposo

Para este caso, lo anterior se reduce a

o
nmut . nmx
E n COS S1n T,

y(l‘,t) =

2
L
L, = / sm—dx
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EJERCICIO 6.5.1 Demuestre que el resultado anterior puede escribirse:

1 (o o]
=7 z:: (sm ( (x+ vt)) + sin (n—Lﬂ(x - vt)))
o sea, tal como se establece en el teorema. Y ademds que

x
y(z,t) Z F, sin nry CosnLvt

6.6. Meétodo de las series de Fourier

Todas las funciones que se anulan en z = 0, x = L pueden expandirse en
serie de Fourier como

= nux
— N ", sin 2L
f(x) ; sin —
donde ;
2 /
=7 / f(2') sin BT
0

de modo que la solucién de la ecuacién de onda para la cuerda con extremos
fijos puede expandirse asi

y(x,t) = Z b, (t) sin n_zx’

que al sustituir en la ecuacién de onda da

Z b (t) sin LU Z s by, (t) sin T _
n 2 Y
L VLT T

n=1

de donde por la independencia de las funciones base se obtiene

'U27’L27T2

bi() + 5 —balt) = 0,

con soluciones - unT
b,(t) = A, cos Tt + By, sin Tt
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de modo que

> nmwe
A, —t B, —t) in —.
Z ( cos + sin 7 7

n=1

Para tomar en cuenta las condiciones iniciales considere

nwx
o) = Flo) =3 dsn T
Jy(x,t) =, unm nwx
_ _\N""p il
T V(z) 2.1 n8in ——,
de donde
o (L
A, = z/o F(z)sin ﬂLxdx
9 L
B, = — [ V(x)sin D72 g
vnm J, L
o sea se ha obtenido el mismo resultado de (6.6)
Z (A cos —2t 4 By, sin m;jrt) sin n_z:c (6.7)

n=1

Esta se denomina la solucién de Benouilli.

6.7. Consideraciones adicionales

Podemos insistir en tratar de satisfacer las condiciones iniciales y de fron-
tera en una cuerda con extremos fijos usando la forma més general

y(x,t) = Fi(x +vt) + Fo(x — vt).
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6.7.1. Condiciones iniciales.
Cuerda parte del reposo.

Para tener un problema mads simples, imaginemos que la cuerda parte del
reposo. Entonces debemos imponer

y(a,0) = F(z) = Fi(r) + Fy(2),

ay(x’t) . . / /
ot o = 0=vF{(z) —vFy(z),
y(0,t) = Fi(vt) + Fa(—vt) =0,

La tercera impone que
Fy(z) = —Fy(—x),

de modo que tenemos que satisfacer

Flr) = F(r) - F(-z),
= vFi(z) —vF{(-2),
y(L,t) = F(L+vt)— Fi(—L+vt) =0.

si la segunda se integra respecto x se obtiene

F(zr) = Fi(z) — Fi(—z),

de donde despejamos

lo cual requiere extender el rango de definicién de F' de modo que ella sea
impar. Luego la solucién puede escribirse
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y(z,t) = Fi(z+vt) — Fi(—(x —ot))

- % (F(z +vt) + F(z —vt)).

La dltima condicién es y(L,t) = 0 de modo que
F(L+vt)+ F(L —vt) =0,
entonces

F(z) = —F(-x)
F(L+z) = —F(L-x)

o sea basta extender el rango de definiciéon de F' de modo que sea impar y
periédica con periodo 2L. Asi la solucién queda expresada en términos de
la forma inicial de la cuerda F'(x), extendida periédicamente a una funcién
impar de periodo 2L.

y(x,t) :%(F(:U—I—vt)—l—F(x—vt)).

De este modo, en un punto fijo x la oscilacién es periédica con periodo T'
dado por

vl = 2L,

0 sea ol
T=—.

v

Caso general, solucién de D’Alembert

Ahora las condiciones iniciales y de contorno son las siguientes

y(a,0) = Fr) = FBi(z) + F(2),

ay(l’,t) o o ! !

“or o = V(z) =vF|(z) —vFy(z),
y(0,t) = Fi(vt) + Fy(—vt) =0,
y(L,t) = Fl(L+Ut)+F2(L—Ut) = 0.
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La tercera impone que
Fy(z) = —Fi(—x),

y la cuarta
Fl(L + LU) = —F2<L — .CL’),

Ademss tenemos que satisfacer

Flx) = F(z) - A(-2),
V(z) = vF(z)—vF(-x),

si la segunda se integra respecto x se obtiene
/ V(x)de = vFi(z)+vFi(—z)— 2vF(0)
0
vF(x) = vFi(z) —vFi(—2),

de donde despejamos

Fi(a) = Fi(0)+3F(x) + 5 /O V(@) de,
Fi(—2) = F(0)— %F(m) + % /0 V(w)da.
ambas son compatibles si
F(z) = —F(-x),
y
V(z) = -V(-a),

lo cual requiere extender el rango de definicién de F''y V' de modo que ellas
sean impares. Luego la solucién puede escribirse

y(x,t) = Fi(z+vt) — Fi(—(x — vt))

1 T+vt
= 5F(m+vt)+%/o V(z)dx —

(—%F(m —ut) + % /Ol’—v V(z)dz)

= %(F(:c +ot) + F(z — vt)) + QL /:+Ut V(z)dr.

v —vt
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Donde las condiciones de contorno y(L,t) = 0, y(0,t) = 0 se satisfacen si

F(r) = —F(-x),
Vi) = =V(-x),

y son de periodo 2L.

EJEMPLO 6.7.1 Sila forma inicial fuera una semi sinusoide
T

F(z) = Asmf

esta funcion es de antemano impar y de periodo 2L. Entonces

y(o.t) — é <sin ﬂ(xzvt) + sin ﬁ(xlj vt))

T T
= Asin —x cos —uvt.
L L

EJEMPLO 6.7.2 En general, una extension impar y de periodo 2L de F(x)
es

= nwx
F(z) = S bysin 22
(x) nz:; sin —
9 (L
b, = —/ F(:L‘)Slnﬂdlt,
L Jo

luego

DN | =

= . nr(x4ovt) . nm(x—ot)
bn
nz:; (sm 7 + sin 7

oo
> s cosn o
= S NmT— COSN—7UT.
f " L L
n—

6.8. Caso general

Para el caso general donde la forma inicial de la cuerda y su velocidad
son dadas, la solucién la escribimos
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i (A cos ﬂtsinw + B, smmtsin@) )
L L L

n=1
siendo

2 L
A, = E/o F(l‘)SiIln—Zxdl‘

2 L
B, = — V(:L‘)Slnn%dl‘

unT Jo

EJERCICIO 6.8.1 Demuestre que si F(x) y V(x) representan extensiones im-
pares y de pertodo 2L de la forma y de la velocidad inicial de la cuerda,
entonces la expresion

y(x,t) = %(F(x + vt) + F(x — vt))

1 xr+vt

—I-% V(z)dz

r—vt
satisface la ecuacion de onda y ademds
y(x,O) = F(x)’
Oy(x,1)
ot

Vi(x),

y(0.1) =
JLD) = 0.

Esta solucion se denomina de D’Alembert. Vea [1].

EJEMPLO 6.8.1 Sila cuerda parte recta con un perfil de velocidades iniciales
T

V(z) = Vgsmf

de nuevo V (z) es de antemano impar y de periodo 2L, por lo tanto

1 T+t
y(z,t) = %o V(x)dx
WL s T
= Esm Lvt smwf
VoL x — vt x + vt
= (cosm 7 T cosT—r ).

2mv
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6.9. Ejemplos

EJEMPLO 6.9.1 Una cuerda de longitud L con extremos fijos comienza a
oscilar partiendo del reposo de manera que su forma inicial es:

Ax/L si x<L/2
F(”“"):{ Al —2/L) si > L2

Determine y(z,t).

Solucién. La solucién serd

= unm nwx
t) =) A,cos —tsin —.
y(x,t) nz:; cos ——tsin—
siendo .
2
A, = z/o F(z)sin ﬂLxdx

donde evaluamos

L/2 L
3/ (Az/L)sin 22 do + 3/ A1 - Zysin T gy
0 L

L L L Ji L L
resultando
oo . 1
B sin gnm UnT . NAX
y(x,t) = 4AZ a3 COSTT t sin 7

= (=1)F v(2k + mt . (2k + )7
= 4AZ Ok £ 1) coS 7 sin 7 )
k=0

Esta solucién sin embargo dice poco de la forma que tiene la onda. Ana-
licemos la solucién de D’Alembert

y(x,t) = %(F(l‘ +ot) + F(x — vt)).

En la figura siguiente se ilustra la extensién periddica de F'(x)

De modo que cuando ha transcurrido un tiempo ¢, F(z + vt) en el rango
de su argumento desde 0 — L estd remarcado a la derecha y F(z — vt) estd
remarcado en el rango de su argumento de 0 — L a la izquierda. Ambas
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Figura 6.3: Solucién de D’Alembert.

Figura 6.4: Solucién de D’Alembert



Problema 3.

Tenemos condiciones iniciales

; a1 3
ylz,0) =0; ,_—y =5 nTT—'E n—

ot

=i

Podemos usar directamente D' Alembert

, 1 = 3ru . Bmu
ylz, t) = —f (5 sin —— — 2 sin — )du

I L L
o L, 3wuw L 9 S, "
= (——5cos +—2cos )
I L am g

|h 2| =
[ =1}

£ (cos 3wz + i) — 3z — vi), |
T ( 3" L L '

L {5, 3x(z+ut) Imlw — vt),
i — e

3L Irut . Jwx 2L dwx . Bmw
= 3 L "L oL ML

L~
&
:‘-
I

i[]s
to
w
=]
-
I._J
f

=3
=]
=

(=]
=k

=78 [ECITY

2 = I S
B = m— ;'_-Ei.‘__—?-zi_';_\: R0 ——
) nTy Jg S L ] L . L

3L 2L
3 B —

[S-1)
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Si derivamos respecto al tiempo y utilizamos (6.12) se obtiene finalmente

%' 0
— —BJV.—7
o1 sV g
B
= V-V,
Po

es decir tenemos que las variaciones de la presion p’ satisfacen la ecuacion de
ondas en tres dimensiones

o2/
ot?

— v’V =0, (6.17)

donde la velocidad de propagacion estd dada por

Bg
v=4]—.
Po

6.13. Ejercicios propuestos

EJERCICIO 6.13.1 Una cuerda eldstica de largo L con extremos fijos parte
del reposo con una deformacion inicial

_fex si x<L)2
y(O,x)—{ 0 si x>1L/2

Resuelva para y(x,t) en su desarrollo de Fourier. Esquematice cuidadosa-
mente la forma de la onda para t =T/4, T = T/2, mediante la solucion de
D’Alembert.

EJERCICIO 6.13.2 Repita el problema anterior si la cuerda parte tensa con
un perfil de velocidades inicial

0y(z,t) B vox/L si x<Lj/2
ot |_, L wl—=/L) si v>L/2

EJERCICIO 6.13.3 Obtenga la superposicion de las dos ondas

Y = 2Asin(kxr — wt + 7/4) + Asin(kz — wt).
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EJERCICIO 6.13.4 Obtenga una expresion general para la superposicion
Y = Ajcos(kx — wt + ¢p) + Az cos(kx — wt + ¢,).

EJERCICIO 6.13.5 Determine la potencia promedio transmitida por la onda
del problema anterior.

EJERCICIO 6.13.6 Demuestre que si un punto se mueve sobre un plano de
manera que sus dos coordenadas varian como

r = Acos(wt — a),
y = Bcos(wt— ),

entonces el punto describe una elipse. Determine ademdas la orientacion de
esa elipse respecto al eje .

EJERCICIO 6.13.7 Demuestre que una superposicion de ondas de la forma

0= [ Ausinghe - wi)n)ar

no satisface la ecuacion de ondas a menos que

~ w(k)

k

sea constante. Esto naturalmente cuestiona el hecho de superponer ondas que
no satisfacen una ecuacion lineal. Las situaciones fisicas donde se forman
grupos son complejas y estin fuera del alcance de estos apuntes. Vea([l,

pag.370] )

EJERCICIO 6.13.8 Demuestre que si v denota la velocidad de fase de una
onda armonica y v, la velocidad de grupo, entonces
dv

Vg =0+ k—.

g dk
EJERCICIO 6.13.9 Si n()\) denota el indice de refraccion de un material
transparente en funcion de la longitud de onda, demuestre que la velocidad
de grupo estd dada por

vy = (1- %n’()\)).

Determine la velocidad con que se aleja una estrella si una determinada linea
espectral estd corrida un 10 % en frecuencia respecto a su valor en reposo.



