
Capı́tulo 2

Dinámica

2.1. Momentum lineal, fuerza y leyes de Newton

Galileo observó que cuerpos inicialmente en reposo, soltados des-
de la misma altura caen con movimiento uniformemente acelerado y esa
aceleración es común a todos los cuerpos. Tal aceleración se denomina
aceleración de gravedad. Si un cuerpo es soltado con velocidad inicial nu-
la desde una altura z0 sobre el suelo su altura posterior, como función del
tiempo, es

z(t) = z0−
g
2

t2

sin importar cual sea la masa del cuerpo. De lo anterior la aceleración
resulta ser z̈= −g. Deduzca que el cuerpo llega al suelo con rapidez ż=
−√

2z0 g donde el signo menos, en este caso, expresa que la velocidad es
hacia abajo.

La cantidad de movimiento o momentum lineal ~p de una partı́cula de masa
m y velocidad~v es

~p(t) = m~v(t) (2.1.1)

La masa de un cuerpo es normalmente una cantidad fija y se mide en
kilógramos, K y, salvo que expecı́ficamente se diga lo contrario, se su-
pondrá que la masa de un cuerpo es constante.

� Sin embargo hay casos en que la masa varı́a. Un ejemplo muy
tı́pico es el de un cohete que está expulsando parte de su masa, en
forma de gases, para poder impulsarse.
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Para percibir la cantidad de movimiento se puede experimentar dejando
caer desde el reposo dos cuerpo desde la misma altura. Al recibirlos en
nuestras manos y tratar de detenerlos es necesario un “mayor esfuerzo”
cuando la masa del cuerpo es mayor. La razón de este mayor esfuerzo
reside en que para detener el cuerpo, es decir, para hacer variar su mo-
mentum lineal desde el valor que tiene hasta cero, es necesario aplicar una
fuerza.
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Figura 2.1:Los años en que vivieron algunos de los fundadores de la Mecánica y algunos
personajes destacados en otras áreas.

Newton descubrió que la relación general entre la variación del momentum
(esto es d~p/dt) y la fuerza total aplicada es

d~p(t)
dt

= ~F total (2.1.2)

que se conoce como la II ley de Newton.

Un caso especial es que no haya fuerza alguna aplicada. En tal caso
d~p/dt = 0 lo que implica que el momentum permanece constante en el
tiempo. Esto implica (masa constante) que la velocidad del cuerpo no cam-
bia y por tanto la trayectoria es rectiĺınea. Esta es la I ley de Newton. Un
caso aun más especial es el de un cuerpo en reposo.
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Inversamente, si un cuerpo tiene velocidad constante, entonces la fuerza
total sobre ese cuerpo necesariamente es nula.

En (2.1.2) la fuerza es la fuerza total. Sobre un cuerpo pueden estar ac-
tuando muchas fuerzas simultáneamente y el lado derecho en (2.1.2) debe
tener la suma vectorial de todas las fuerzas que están actuando sobre el
cuerpo.

� Cuando un mozo lleva un vaso sobre una bandeja hay varias
fuerzas actuando sobre ese vaso: su peso, m~g; una fuerza, llamada
normal que la bandeja ejerce sobre el vaso y que es perpendicular a
la superficie de contacto; otra fuerza, esta vez contenida en el plano
de contacto, llamada roce que impide que el vaso deslice en la ban-
deja; también el aire ejerce una fuerza viscosa sobre el vaso, porque
todo fluido (el aire, por ejemplo) tiende a frenar a un cuerpo que se
mueve en él. La lista se podrı́a continuar (la luna, el sol etc).

La III ley de Newton dice que si el cuerpo A ejerce una fuerza ~F sobre un
cuerpo B, entonces el cuerpo B ejerce una fuerza −~F sobre el cuerpo A.

� Un cuerpo en reposo sobre una mesa ejerce sobre ella su fuerza
peso ~F = m~g, la que apunta verticalmente hacia bajo, y entonces,
según la III ley de Newton, la mesa ejerce sobre el cuerpo una fuerza,
llamada normal, sobre el cuerpo, la que vale ~N = −m~g, la cual apunta
verticalmente hacia arriba. Puesto que sobre el cuerpo está además
la atracción que le ejerce la Tierra (el peso), entonces la fuerza total
sobre este cuerpo es nula, lo que permite entender porqué está en
reposo.

Normalmente las leyes de Newton se asocian a sistemas de referencia lla-
mados sistemas de referencia inerciales. Un ejemplo de sistema de refe-
rencia no inercial es un vehı́culo describiendo una curva. Un cuerpo dejado
en reposo respecto al vehı́culo tiende a moverse alejándose del centro de
curvatura. Más adelante se dirá que en sistemas de referencia no inercia-
les aparecen fuerzas especiales como es la fuerza centrı́fuga y la fuerza
de Coriolis. Pero en un sistema de referencia inercial no se presentan tales
fuerzas.

2.1.1. Ejemplos de fuerzas

A continuación se hará mención de algunas fuerzas que se utiliza en estas
notas. Las fuerzas que se describen a continuación serán explicadas con
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más detalle más adelante.

o Peso. Sobre un cuerpo de masa m cerca de la superficie de la Tierra
actua una fuerza cuya magnitud es mgy apunta “hacia abajo”.

o Gravitacional. La Ley Universal de Gravitación describe la fuerza de
atracción gravitacional entre cuerpos masivos.

o Coulomb. Cargas eléctricas se repelen o atraen, según la Ley de
Coulomb, dependiendo si tienen signo igual o distinto.

o Contacto. En cada punto en que dos cuerpos A y B están en contacto
sólido-sólido aparece una fuerza ~FAB sobre A debido al contacto con
B (y lo mismo sobre B debido a A). Si se define el plano tangente al
contacto, la fuerza ~FAB puede ser descompuesta en forma única en
la suma de dos fuerza: una perpendicular al plano de contacto y otra
paralela a él. Estas dos fuerzas se denominan fuerza normal y fuerza
de roce.

• Normal. Si un cuerpo está apoyado sobre una superficie, la su-
perfice ejerce una fuerza sobre el cuerpo que corresponde a la
reacción debido a la fuerza que el cuerpo ejerce sobre la super-
ficie. La normal es una fuerza perpendicular a la superfice de
contacto.

• Roce. Un cuerpo apoyado sobre una superficie puede ejercer
una fuerza paralela a la superficie de contacto. Si la velocidad
relativa entre el cuerpo y la superficie es nula se tiene la fuerza
de roce estático y si la velocidad relativa entre el cuerpo y la
superficie no es nula se tiene una fuerza de roce dinámico.

Otras fuerzas serán introducidas más adeltante. Por el momento subraya-
mos que si un cuerpo está apoyado en una superficie y no hay roce entre
ambos, entonces la única fuerza sobre el cuerpo debido a este contacto es
la fuerza normal.

2.1.2. Ejemplo de argolla en una vara horizontal que gira

Consideremos el caso de una argolla que puede deslizar, libre de roce,
a lo largo de una vara y esta vara gira barriendo un plano horizontal con
velocidad angular φ̇ = ω constante.
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Figura 2.2:Una argolla que puede deslizar libremente, sin roce, a lo largo de una varilla y
la varilla gira barriendo con velocidad angular uniforme φ̇ = ω un plano horizontal. argolla

El problema será descrito con coordenadas ciĺındricas y los vectores base
asociados son (ρ̂ , φ̂ , k̂) de tal forma que k̂ es vertical hacia arriba.

La fuerza total de contacto sobre la argolla, igual que cualquier vector,
puede expresarse con los vectores base:

~Fcont = f1 ρ̂ + f2 φ̂ + f3 k̂

pero la componente en la dirección ρ̂ representarı́a roce—ya que es la
dirección en la que puede haber movimiento—por lo cual se debe exigir
que f1 = 0. Lo que resta, f2 φ̂ + f3 k̂ es normal a la vara y por lo tanto es
la fuerza llamada normal. Las fuerzas sobre la argolla son: su propio peso
~P = −mgk̂ y la fuerza normal ~N que la varilla ejerce sobre la argolla. En
este caso normal quiere decir ortogonal a la varilla, por lo tanto es una
fuerza que ya se ha mencionado y que puede tener componentes en la
dirección vertical k̂ y también en la dirección φ̂ . Cambiándole el nombre a
las componentes de la normal, ella se puede escribir

~N = Nk k̂+Nφ φ̂ (2.1.3)

Puesto que la argolla no tiene movimiento horizonal, la fuerza total en esa
dirección debe ser nula, es decir, Nk k̂+~P = 0, que implica: Nk = mg.

Las condiciones que definen el movimiento son

φ̇ (t) = ω , ρ(0) = ρ0 , ρ̇(0) = 0 (2.1.4)

y, puesto que el movimiento ocurre en un plano horizontal, la aceleración
tiene la forma (ver (1.2.4)),

~a =
(

ρ̈ −ρφ̇2) ρ̂ +
(

2ρ̇ φ̇ + ρφ̈
)

φ̂ (2.1.5)
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El plantear la II ley de Newton en coordenadas ciĺındricas se puede separar
en una componente radial y otra en la dirección de φ̂ lo que da lugar a dos
ecuaciones escalares

m(2ρ̇ω) = Nφ (2.1.6)

ρ̈ −ω2ρ = 0 (2.1.7)

Al integrar la segunda ecuación se obtiene

ρ(t) = ρ0 cosh(ωt) (2.1.8)

que da la forma expĺıcita del movimiento a lo largo de la vara. Este resul-
tado implica que ρ cambia con el tiempo y su variación está relacionada a
un coseno hiperbólico. Esto implica, de (2.1.6), que Nφ no es nulo.

Al usar la forma de ρ(t), obtenida en (2.1.8), en (2.1.6) se obtiene la expre-
sión para Nφ ,

Nφ = 2mω2ρ0 sinh(ωt) (2.1.9)

Lo que se ha deducido es que la argolla se mueve deslizándose hacia
afuera de la argolla. Su distancia al centro de giro: ρ(t), aumenta exponen-
cialmente con el tiempo (en efecto, para tiempos muy grandes cosh(ωt) ∼
1
2eωt).

Si se intenta reproducir la situación descrita en un experimento real debe-
mos tomar una argolla y una vara tal que haya roce insignificantemente
pequeño entre ambos. Con un motor controlado automáticamente se man-
tendrı́a uniforme la velocidad angular ω . Descubrirı́amos, sin embargo, que
llegarı́a un momento en que el motor no serı́a capaz de mantener contante
la velocidad angular, porque la fuerza normal que debe ejercer sobre la
argolla es demasiado grande ya que la componente Nφ crece exponencial-
mente.

2.2. Muchas partı́culas

Se considera un sistema de N partı́culas puntuales de masas ma, a =
1,2, . . . ,N, de posiciones ~ra, velocidades ~va y aceleraciones ~aa. La suma
de las masas se denotará M

M =
N

∑
k=1

ma (2.2.1)
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y G será la forma para designar el centro de masa. La posición y la veloci-
dad de G son

~RG =
1
M

N

∑
k=1

ma~ra (2.2.2)

~VG =
1
M

N

∑
k=1

ma~va (2.2.3)

Cada partı́cula satisface una ecuación de Newton

m1
d~v1

dt
= ~F1

m2
d~v2

dt
= ~F2

... = ...

mN
d~vN

dt
= ~FN

(2.2.4)

que, al sumarlas dan

M
dVG

dt
= ~F total donde (2.2.5)

~F total =
N

∑
k=1

~Fa (2.2.6)

es decir, la variación del momentum total del sistema está dado por la
fuerza total que actua sobre el sistema. Vamos a ver, un poco más abajo,
que esta fuerza total se debe exclusivamente a fuerzas externas al sistema.

La fuerza que ha sido llamada ~Fa es la fuerza total sobre la a-partı́cula y
puede descomponerse en la suma de las fuerzas que le ejercen las otras
partı́culas del sistema, que llamaremos ~f int

a y la suma de las fuerzas exter-
nas ~f ext

a que actuan sobre la partı́cula a,

~Fa = ~f ext
a + ~f int

a (2.2.7)

A su vez ~f int
a está compuesta de las fuerzas ~Fab que cada partı́cula b ejerce

sobre a,

~f int
a =

N

∑
b=1,b6=a

~Fab (2.2.8)
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donde automáticamente la fuerza que una partı́cula ejerce sobre si misma
es nula,

~Fbb ≡ 0 (2.2.9)

Siempre se va a suponer que la fuerza ~Fab entre dos partı́culas puntuales
es paralela a la ĺınea que une ambos puntos.

A continuación se argumenta, a partir de (2.2.6), que las fuerzas internas
no contribuyen a la fuerza total. En efecto, al calcular la contribución de las
fuerzas internas se tiene

N

∑
a=1

~f int
a =

N

∑
a=1

N

∑
b=1

~Fab (2.2.10)

pero por cada sumando ~Fab hay otro que es ~Fba y el principio de acción y
reacción establece que ~Fba = −~Fab, lo que hace que la suma anterior sea
nula. En resumen,

~F total = ∑
a

~f ext
a (2.2.11)

y por tanto la ecuación de movimiento para el centro de masa G del sistema
es

M
dVG

dt
= ∑

a

~f ext
a ≡ ~Fext (2.2.12)

Corolario: si sobre un sistema de partı́culas no están actuando fuerzas
externas, el centro de masa se mueve con velocidad uniforme.

♠ Estudie el movimiento del centro de masa del sistema compuesto por dos
partı́culas masivas unidas por un hilo, que rotan en torno a su centro de masa y
están en vuelo libre en presencia de gravedad ~g.

2.3. Momento Angular y Torque

2.3.1. Ecuaciones generales

Ası́ como el momentum lineal es una medida de la cantidad de movimiento
de traslación, el momento angular, ~̀

O , es—en cierto modo—la cantidad
de movimiento de rotación en torno a un punto O. Formalmente se define
como la suma de los productos cruz entre las posiciones y los respectivos
momentos lineales

~̀
O(t) = ∑

a
~ra (t)×~pa(t) (2.3.1)
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Por ejemplo, en el caso de la figura 1.6 (caso de una sola partı́cula), ~r =
bĵ + ı̂v0 t y el momentum es ~p = mv0 ı̂, por lo que el momento angular del
ejemplo es ~̀

O = −mbv0 k̂.

♣ Calcule el momento angular ~̀
O de una partı́cula que gira con velocidad angu-

lar uniforme en torno al punto O describiendo una circunferencia de radio R.

Por su propia definición el momento angular de una sola partı́cula “1” apun-
ta en una dirección que es perpendicular al plano que definen~r1 y ~p1. Esta
dirección está relacionada al eje de giro del punto móvil con respecto al
punto O en un instante determinado. En general la dirección de ese eje va
cambiando con el tiempo.

� Se tiene dos ruedas de bicicleta de igual geometrı́a —montadas
sobre ejes fijos—girando a igual velocidad angular. La primera es una
rueda normal mientras que la otra tiene plomo en lugar de aire en su
cámara. Al tratar de detenerlas se notará que se requiere de más
esfuerzo para detener a la rueda con plomo. Esto se debe a que es
más difı́cil llevar hasta cero el momento angular de un objeto que
actualmente tiene momento angular más grande.

Si se toma la derivada con respecto al tiempo del momento angular, y se
supone que las masas son contantes, se obtiene

d~̀O

dt
= ∑

a

d(~ra×~pa)

dt
= ∑

a

d~ra

dt
×~pa+∑

a
~ra×

d~pa

dt
(2.3.2)

El primer término del lado derecho es cero porque cada sumando es pro-
porcional a ~va ×~va y el último término se puede escribir sencillamente
~ra× ~̇pa, es decir,

d~̀O(t)
dt

= ∑
a
~ra (t)×~F total

a (2.3.3)

Para escribir esta última expresión se hizo uso de la segunda ley de New-
ton, (2.1.2). El lado derecho de la expresión anterior es lo que se cono-
ce como torque total ~τO que producen las fuerzas ~Fa sobre el sistema de
partı́culas,

~τO
total = ∑~ra (t)×~F total

a (2.3.4)

y por tanto

d~̀O(t)
dt

=~τO
total (2.3.5)
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que quiere decir que la variación del momento angular se debe a la acción
del torque total que actua sobre el sistema.

Para estudiar la dinámica del momento angular se debe ver el valor del
torque total y la forma de descomponerlo. El torque total~τO es la suma del
torque de las fuerzas externas y el de las fuerzas internas. Demostremos
que este último es nulo. Como la suma no depende del nombre de los
ı́ndices, se la puede escribir intercambiando el papel de a y b. Luego se
suma ambas sumatorias y se divide por dos,

~τ int
O

= ∑
a,b

~ra×~Fab

=
1
2∑

a,b

~ra×~Fab+
1
2∑

a,b

~rb×~Fba

=
1
2∑

a,b

(~ra−~rb)×~Fab (2.3.6)

es decir
~τO = ∑

a
~ra× f ext

a (2.3.7)

El torque total sobre un sistema depende tan solo de las fuerzas que son
externas al sistema.

� Los frenos, en un vehı́culo ejercen torque sobre las ruedas, el mo-
tor también.

Si para un sistema el torque de la fuerza total es nulo, entonces el momento
angular tiene derivada temporal nula, es decir, es constante.

Si para un sistema el torque no es nulo, pero una de sus componentes es
nula todo el tiempo, entonces la correspondiente componente del momento
angular es constante.

Del péndulo esf érico al p éndulo c ónico

Si una masa puntual pende de un hilo de largo R, cuyo otro extremo está fijo
se tiene, en general, un péndulo esférico. Bajo condiciones iniciales parti-
culares puede comportarse como un péndulo plano (el hilo barre siempre
un mismo plano vertical) y puede ser también un péndulo cónico cuan-
do la masa describe una circunferencia con coordenada ciĺındrica z fija o,
equivalntemente, con coordenada esférica θ fija. En la figura adjunta se ha
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Figura 2.3:Para describir un péndulo esférico es conveniente escoger el eje Z apunrando
en el mismo sentido que ~g.

escogido coordenadas esféricas con el polo norte abajo para lograr ası́ que
θ describa directamente la desviación del péndulo con respecto a su posi-
ción vertical en reposo.

La fuerza total sobre la masa es la suma de su peso y de la tensión del
hilo. En coordenadas esféricas ~T = −Tr̂ y la aceleración de gravedad, de
acuerdo a la figura, es

~g = g(r̂ cosθ − θ̂ sinθ)

Se aprecia que la fuerza total no tiene componente a lo largo de φ̂ , lo que
quiere decir que la componente de la aceleración dada en (1.2.10) debe
ser nula, esto es,

m
d
dt

(

R2 φ̇ sin2 θ
)

= 0

que implica que existe una constante `3 y

φ̇ =
`3

mR2sin2 θ
(2.3.8)

Si `3 no es nulo, esta relación implica que θ no puede anularse porque
eso darı́a que φ̇ → ∞. Sı́ se puede afirmar es que la rapidez es muy gran-
de cuando el péndulo pasa por puntos en que el ángulo θ es muy chico.
La ecuación de movimiento es reductible entonces a solo dos ecuaciones
escalares: las componentes r̂ y θ̂ :

−mR
(

θ̇2 + φ̇2 sin2θ
)

= mgcosθ −T
mR

(

θ̈ − φ̇2 sinθ cosθ
)

= −mgsinθ (2.3.9)
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θθ
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Figura 2.4:Un punto material en el extremo de un hilo de largo R gira en una trayectoria
circunferencial de radio ρ. El otro extremo del hilo está fijo. Este sistema es un péndulo
cónico. pconico

Un péndulo c ónico , tal como se aprecia en la figura adjunta, es “cónico”
cuando el punto masivo gira describiendo una circunferencia. En tal caso
el ángulo θ permanece en una valor fijo θ0.

Se quiere responder a la pregunta ¿bajo qué condiciones un péndulo esféri-
co tiene movimiento cónico? De (2.3.8) se obtiene que en el caso actual φ̇
es constante, y se denominará ω porque es la velocidad angular del péndu-
lo que gira en torno al eje vertical. Dados Ry g ¿puede tenerse un péndulo
cónico para cualquier valor de ω?

La segunda de las ecuaciones (2.3.9) se reduce a

Rω2cosθ0 = g ⇒ cosθ0 =
g

Rω2 ⇒ sinθ0 =
1
R

√

R2− g2

ω4 (2.3.10)

Puesto que un coseno debe tener módulo menor que la unidad, se debe
cumplir que

ω ≥
√

g
R

(2.3.11)

No es posible un péndulo cónico con velocidad angular menor que esta
cota. Dada una velocidad angular ω superior a tal cota, el péndulo debe
ser lanzado formando un ángulo con la vertical exactamente como el que
se da en (2.3.10).
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En resumen, el sistema descrito constituye un péndulo cónico tan solo si la
velocidad angular se relaciona con el ángulo θ que el hilo forma con la ver-

tical por medio de (2.3.10). El radio de la circunferencia es ρ =
√

R2− g2

ω4 .

El péndulo simple

R

ρ

^

^

O

mg

θ

θ

Figura 2.5:Un péndulo consta de un hilo de largo R fijo en un extremo a un punto O. En
el otro extremo hay una masa puntual m.

Consideremos un péndulo plano como el de la figura adjunta. Este consiste
en una partı́cula puntual de masa m, unida al extremo de un hilo cuyo
otro extremo está fijo en un techo que tomaremos como el punto O. El
movimiento ocurre en un plano. En este ejemplo el torque se debe a la
fuerza peso, ~g = ρ̂ cosθ − θ̂ sinθ y~r = Rρ̂,

~τO = ~r × (m~g)

= −mRgsinθ k̂ (2.3.12)

donde R es el largo del hilo. El momento angular, por otro lado, es sencilla-
mente ~̀

O =~r ×~v = mR2 θ̇ k̂ porque~v = Rθ̇ θ̂ . De aquı́ que (2.3.5) implique

θ̈ = − g
R

sinθ (2.3.13)

Esta es la ecuación de movimiento de un péndulo de largo R. El movimiento
no depende de la masa de la partı́cula que hay en el extremo del hilo. Esta
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ecuación supone que el hilo está siempre tenso, lo que podrı́a no ocurrir si
el movimiento excede θ = π/2.

Si las oscilaciones son pequeñas, θ � 1, se puede hacer la aproximación
sinθ ≈ θ y la ecuación queda

θ̈ = − g
R

θ (2.3.14)

Uso de coordenadas esf éricas: movimiento en superficie c ónica

Consideremos una superficie cónica con eje vertical y vértice abajo. El
vértice se escoge como origen. Una partı́cula P de masa m desliza sin
roce por la superficie interior del cono bajo los efectos de la gravedad.

θ
g

r̂

θ̂

Figura 2.6:Un punto se mueve apoyado en el interior de una superficie cónica de eje
vertical y vértice abajo.

Se desea plantear las ecuaciones de movimiento en coordenadas esféri-
cas, las propiedades del momento angular y reducir el problema a uno para
la coordenada esférica r(t). La coordenada θ es constante ya que ella es
el ángulo entre el eje y cualquier generatriz del cono.

No hay más fuerzas que el peso y la normal:

m~g = mg
(

−r̂ cosθ + θ̂ sinθ
)

~N = −N θ̂ (2.3.15)
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En este caso particular la aceleración en coordenadas esféricas es

~a =
(

r̈ − r φ̇2 sin2 θ
)

r̂ − r φ̇2 sinθ cosθ θ̂ +
d
dt (r

2φ̇ )

r
sinθ φ̂ (2.3.16)

Puesto que la fuerza total no tiene componente a lo largo de φ̂ , esa com-
ponente de la aceleración debe ser nula, lo que se reduce a d

dt (r
2φ̇) = 0, es

decir, lo que hay en el interior del paréntesis es una constante

r2 φ̇ = cte o bien φ̇ =
`0

mr2 sinθ
(2.3.17)

donde `0 es la magnitud del momento angular. En efecto, si se calcula el
momento angular se obtiene

~̀ = mrr̂ ×
(

r̂ ṙ + φ̂ rφ̇ sinθ
)

= −mr2φ̇ sinθ θ̂ (2.3.18)

que, por lo que se ha dicho, es un vector de magnitud constante:

~̀ = `0θ̂

La ecuación de movimiento a lo largo de r̂ es

r̈ − r φ̇2 sin2 θ = −gcosθ (2.3.19)

Reemplazando en ella la expresión para φ̇ se obtiene

r̈ =
`2

0

m2 r3 −gcosθ (2.3.20)

que es una ecuación difı́cil. Pero hay un caso que es interesante: existen
soluciones que corresponden a circunferencias horizontales de radio rH .
Para estas soluciones r es contante y también r̈ = 0 y entonces el lado
derecho de la última ecuación debe ser nulo, lo que implica que

r3
H =

`2
0

m2g cosθ

2.3.2. El centro de masa y el momento angular

Se define las posiciones ~ρa desde el centro de masa,

~ρa ≡~ra−~RG (2.3.21)
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r

R

ρ

k

k

G

O

G

Figura 2.7:El vector posición ~rk de una partı́cula k se puede descomponer en la suma
del vector posición del centro de masa, ~RG, y el vector posición de k desde el centro de
masa, ~ρk.

de velocidad con respecto al sistema CM es

~̇ρa ≡~va−~VG (2.3.22)

♣ Demuestre que
N

∑
k=1

ma~ρa = 0 (2.3.23)

A veces también es útil la derivada temporal de la relación anterior,

N

∑
k=1

ma~̇ρa = 0 (2.3.24)

En §2.2 también se definió el momento angular total del sistema y se
vió que obedece a la ecuación

d`O

dt
= ∑

a
~ra× f ext

a (2.3.25)

El torque total sobre un sistema depende tan solo de las fuerzas externas al
sistema. El momento angular del sistema con respecto a su propio centro
de masa es

~̀
G =

N

∑
a=1

ma~ρa×~va (2.3.26)

Sin embargo, si en la última expresión se hace el reemplazo ~va = ~VG +~̇ρa
la forma de ~̀

G se puede simplificar porque ~VG queda fuera de la sumatoria
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(no depende de a) y (2.3.24) asegura que ese término no contribuye a ~̀G,
concluyéndose que

~̀G =
N

∑
a=1

ma~ρa×~̇ρa (2.3.27)

El momento angular ~̀
O también se puede escribir

~̀
O =

N

∑
a=1

ma

(

~RG +~ρa

)

×
(

~VG + ~̇ρa

)

= M~RG×~VG +
N

∑
a=1

ma~ρa×~̇ρa (2.3.28)

Para obtener la última expresión se hizo uso de (2.3.23) y de (2.3.24). El
primer término del lado derecho es el momento angular del sistema como
un todo con respecto al punto O, y será denotado ~̀

O
G

~̀
O

G = M~RG×~VG (2.3.29)

mientras que el último término es ~̀G. De aquı́ que

~̀
O = ~̀

O
G +~̀

G (2.3.30)

La ecuación de movimiento para cada cuerpo b de masa mb del sistema es

mb~̈ρb = ~Fb−mb~̈RG

Derivando (2.3.27) con respecto al tiempo se obtiene

~̇̀
G = ∑~ρb×

(

Fb−mb~̈RG

)

La última suma contiene ∑mb~ρb = 0 por lo que el resultado es

d~̀G

dt
= ∑

b

~ρb×~Fb

≡ ~τG (2.3.31)

Se puede anotar también que

~τO = ∑
a
~ra×~f ext

a

= ∑
a

(

~RG +~ρa

)

×~f ext

a

= ~RG×∑
a

~f ext

a +∑
a

~ρa×~f ext

a

= ~τG
O

+~τG (2.3.32)
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La última ĺınea define la notación.

El torque del peso respecto a G: Este se calcula como

~τG = ∑
a

ma~ρa×~g

= 0 (2.3.33)

La suma anterior se anula debido a (2.3.23). Ya que~τG = 0 entonces ~̀
G es

constante si el peso es la única fuerza externa.

Un caso particular es el del deportista que se lanza desde un alto tablón
a una piscina para, despues de algunas volteretas, clavarse en el agua en
forma perfecta. Un vez que está en vuelo su momento angular no puede
cambiar. Tan solo alargando o acortando su cuerpo y moviendo sus brazos
puede controlar su velocidad angular, pero llega al agua con el mismo ~̀G

que se dió en el momento de despegar del tablón. Los gatos hacen algo
parecido para caer siempre de pié.

2.4. Sistemas de dos partı́culas: masa reducida

En general las ecuaciones para un sistema de dos partı́culas se puede
escribir

m1
d2~r1

dt2
= ~F12+~f1 (2.4.1)

m2
d2~r2

dt2
= −~F12+~f2 (2.4.2)

Ya se sabe que la suma de ambas ecuaciones da la dinámica del centro
de masa, ecuación (2.2.12).

Si se define el vector de posición relativa y la masa reducida µ por

~ρ =~r1−~r2 =~ρ1−~ρ2 , µ =
m1m2

m1 +m2
(2.4.3)

entonces la ecuación (2.4.1) multiplicada por m2/(m1 +m2) queda

µ
(

~̈ρ +~̈r2

)

=
m2

m1+m2

(

~F12+~f1
)

(2.4.4)

si a esta ecuación se le suma (2.4.2) multiplicada por −m1/(m1 + m2) se
obtiene

µ ~̈ρ = ~F12+
m2

m1 +m2

~f1−
m1

m1 +m2

~f2 (2.4.5)
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Esta ecuación es equivalente a la ecuación de una sola partı́cula de masa
µ y posición ~ρ.

� El problema de dos partı́culas se reduce al problema del movi-
miento del centro de masa y a la ecuación (2.4.5) para el movimiento
relativo.

En el caso usual en que ~fa = ma~g la ecuación anterior se reduce a

µ ~̈ρ = ~F12 caso especial (2.4.6)

que es una ecuación en la que no interviene sino las fuerza entre las
partı́culas.

El momento angular con respecto a G puede también ser escrito usando ~ρ
y la masa reducida µ . Para lograrlo se debe observar primero que ~ρ, ~ρ1 y
~ρ2 son paralelos y satisfacen

~ρ1 =
µ
m1

~ρ , −~ρ2 =
µ
m2

~ρ (2.4.7)

Entonces

~̀
G = m1~ρ1×~̇ρ1+m2~ρ2×~̇ρ2

= µ~ρ ×~̇ρ (2.4.8)

2.5. Fuerzas centrales

2.5.1. La idea

Una fuerza se dice central, con centro en el punto O, si el valor de esta
fuerza en un punto~r es

~F = f (~r) r̂ (2.5.1)

donde~r es el vector posición desde O del punto donde se define la fuerza,
r = ‖~r‖ y r̂ =~r/r. La magnitud f (~r) = f (r,θ ,φ) de la fuerza es una función
escalar cualquiera que en los casos más importantes solo depende del
escalar r.

Como pronto se verá, importantes fuerzas de la naturaleza son centrales,
tales como la que describe la Ley de Gravitación y también la Ley de Cou-
lomb entre cargas eléctricas. En ambos casos f solo depende de r (no
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depende ni de θ ni de φ ), en cambio en el ejemplo del péndulo recién des-
crito, la tensión del hilo es una fuerza con centro en el punto fijo al techo
que también depende del ángulo φ .

El torque τO , en el caso en que la fuerza total sobre una partı́cula es una
fuerza central, es nulo, porque τO =~r × ( f (r) r̂) = 0 ya que se trata del pro-
ducto cruz entre dos vectores paralelos. De esto y de (2.3.5) se concluye
que en un caso ası́

d~̀

dt
= 0 (2.5.2)

es decir, el momento angular permanece constante, ~̀(t) = ~̀0.

Pero si ~̀ es constante, y puesto que ~̀ =~r ×~p, el plano que definen los
vectores~r y ~p permanece fijo, es decir, el movimiento trascurre en un plano
fijo.

S S1 2

Figura 2.8:Si el momento angular se conserva, entonces áreas barridas en tiempos igua-
les son iguales.

Resumen: si la fuerza total sobre una partı́cula es una fuerza central, con
centro en O, el momento angular ~̀

O es constante en el tiempo y el movi-
miento es plano.

2.5.2. Corolario: una ley de Kepler.

Veremos que si se conserva el momento angular, la ĺınea que une al punto
O con el punto que define el vector posición ~r(t) barre áreas iguales en
tiempos iguales. Para demostrarlo hay que recordar que si se tiene dos
vectores~a y~b definidos a partir de O, la magnitud del producto~a×~b es igual
al área del paralelógramo que definen ~a y~b. Si la posición de la partı́cula
en un instante t es~r (t), en un pequeño instante posterior t +ε es~r (t +ε) =
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~r (t)+ ε d~r
dt =~r (t)+ ε~v(t). El área barrida en este lapso infinitesimal ε es la

mitad del área del paralelógramo (porque es el área de un triángulo), es
decir, esta área infinitesimal vale dS= 1

2‖~r (t)× (~r (t)+ ε~v(t))‖ que resulta

ser dS= ε
2 ‖~r (t)×~v(t)‖ que es dS= ε ‖~̀‖

2m . El infinitesimal ε es un elemento
de tiempo dt, y de aquı́ que la conclusión sea que

dS
dt

=
‖~̀‖
2m

(2.5.3)

En palabras, la expresión anterior dice que el área barrida por~r (t)—a me-
dida que la partı́cula se mueve en su órbita—no depende de t y es pro-
porcional a la magnitud del momento angular. Si la expresión anterior se
integra entre dos instantes arbitrarios t1 y t2 de la historia de la partı́cula, el
resultado es

S12 =
‖~̀‖
2m

(t2− t1) (2.5.4)

Es decir, el tiempos iguales (t2− t1) se barren áreas iguales S12.

2.6. Problemas

2.1 Considere el movimiento de un proyectil lanzado desde (x = 0, y = 0) con
velocidad inicial ~v = (ı̂cosθ + ĵ sinθ )v0 y aceleración de gravedad g = −gĵ.
a) Determine la trayectoria y(x), la rapidez v(t) en todo momento y el vector
tangente unitario t̂. b) Si el proyectil ha sido lanzado desde la base de un
plano inclinado (ángulo α y α < θ ), determine el ángulo θ óptimo para que
el proyectil golpee al plano lo más lejos posible.

2.2 Una cuerpo comienza su movimiento (sin roce) desde la cúspide de una
esfera fija de radio R con rapidez v0. Determinar dónde el cuerpo pierde
contacto con la esfera.

2.3 Por un riel circunferencial en posición ho-
rizontal de radio R avanza un cuerpo C1

de masa m1 arrastrando a un cuerpo C2 de
masa m2 con un hilo de largo R

√
2. El cuer-

po C1 es movido por una fuerza de magni-

.

1

2

F

tud F conocida y fija que es siempre tangencial a la circunferencia. En el
instante t = 0 los cuerpos parten desde el reposo y en t0 completan una
vuelta. a) Calcule la tensión del hilo en ese intervalo. b) En el instante t0
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se corta el hilo y sobre C1 continua actuando la misma fuerza. Obtenga el
instante t1 en el cual C1 alcanza a C2.

2.4 En una vara horizonal de largo D hay un
anillo de masa m1 que puede deslizar por
la vara sin roce alguno. De este anillo sa-
le un hilo en cuyo extremo pende un punto
de masa m2, es decir, se tiene un péndulo
simple que no tiene un punto fijo, sino que
éste desliza en una vara horizontal. Encon-
trar una expresión para la tensión del hilo
en función del ángulo φ y de φ̇ .

.

φ

m1

m2

2.5 En la situación de la figura se tiene una
rueda de masa total M y radio R0 enfren-
tando un peldaño de altura a. Determine
la mı́nima fuerza horizontal ~F que se de-
be aplicar para que la rueda supere al pel-
daño.

.
F

a

R0

2.6 Una partı́cula P de masa m se mueve por la superficie interior de un cono
de eje vertical, ángulo θ y vértice abajo. Si sobre P actua una fuerza que,
exprezada en coordenadas esféricas, es ~F = −γ r r̂ , determine las ecuacio-
nes de movimiento de P en coordenadas esféricas y obtenga una expresión
para su velocidad. Datos iniciales: r(0) = R0, φ̇(0) = ω , ṙ(0) = 0.

2.7 Resuelva el caso de una argolla de masa m en
una varilla que gira con velocidad angular uniforme:
φ̇ = ω siempre formando un ángulo θ con la vertical.
No hay roce entre ambos. Tome como condiciones
iniciales que z(0) = z0 y que ż(0) = 0. Si la varilla gi-
ra muy lentamente la argolla cae hacia O. Describa
todas las situaciones posibles, desde velocidad an-
gular muy pequeña hasta muy grande y escriba el
valor de la velocidad angular crı́tica para decidir si
cae o sube.

.

θ
z

O

m

Indicación: usando coordenadas cilı́ndricas se puede ver que la varilla apunta en la

dirección unitario t̂ = k̂cosθ + ρ̂ sinθ . La fuerza total es la suma del peso, −mĝk y la

fuerza normal, que inicialmente se debe escribir con un vector general perpendicular

a t̂. Demuestre que la fuerza normal entonces es de la forma: ~N = φ̂ Nφ +(k̂sinθ −
ρ̂ cosθ )Nn. Una vez que se tiene las fuerzas, la ecuación de movimiento (II ley de

Newton) puede ser escrita y descompuesta en tres ecuaciones escalares. Hay que

tomar en cuenta que la argolla solo se puede mover a lo largo de la varilla, es
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decir, siempre se debe satisfacer ρ(t) = z(t) tanθ (*). En estas ecuaciones escalares

aparecen las cantidades desconocidas Nn y Nφ , pero si se usa (*) se puede obtener

una ecuación libre de estos coeficientes. Tal ecuación entonces se puede integrar y

se obtiene z(t). A partir de ahı́ el problema es muy sencillo.

2.8 Hay un hilo enrollado alrededor de un ci-
lindro. El eje del cilindro es horizontal, su
radio es R y la altura desde el suelo al eje
es L. En el instante inicial está desenrolla-
da una parte del hilo, de longitud D, la que
se mantiene tirante y horizontal, φ = 0. En
esa punta del hilo hay un cuerpo de masa
m. Este cuerpo se suelta desde el reposo
y a medida que cae el hilo se va enrollan-
do. a) Determine la tensión del hilo como
función del ángulo φ . b) Dé la forma de la
aceleración y determine el radio de curva-
rura. Interprete.

.

φ R

Lm

P

Indicación: Conviene tomar el origen en el eje del cilindro y escribir el vector posición

del cuerpo como la suma de los vectores posición del punto P de tangencia del hilo

(~rP en la dirección ρ̂) y el vector que apunta en la dirección del hilo y que es tangente

al cilindro, en la dirección φ̂ .

2.9 Desde el punto de vista del momento angular estudie el péndulo cónico
descrito en la sección 2.3.1. Haga su estudio en dos casos: (a) cuando el
origen O para definir el momento angular y el torque está al centro de la cir-
cunferencia que describe la partı́cula y (b) cuando O se escoge en el punto
en que el hilo se une al techo. En ambos casos escriba el vector posición de
la masa m usando los vectores unitarios asociados a coordenadas cónica,
obtenga la velocidad, calcule el momento angular y el torque y compruebe
que (2.3.5) se satisface.

2.10 Un astronauta de masa m se aleja de su nave unido a ella por una cuerda,
pero impulsado por sus propios cohetes. Debido a que se le acaba el com-
bustible debe ser traido de vuelta recogiendo la cuerda. Esto se comienza a
hacer cuando la cuerda está tirante, tiene una longitud extendida R0 desde
la nave y la velocidad angular del astronauta, respecto a la nave, es Ω0. La
cuerda comienza a ser recogida con rapidez constante v0. Suponga que no
hay complicación alguna en el momento de comenzar a recoger la cuerda.
a) Encuentre la rapidez del astronauta en función de la distancia a la nave.
b) Si se sabe que la cuersa soporta una tensión máxima 27mR0Ω2

0 antes
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de cortarse, determine a qué distancia de la nave se encuentra el astronau-
ta en el momento en que la cuerda se corta. Nota: la nave tiene masa tan
grande que para todos los efectos de este problema puede tomarse como
un punto fijo.

2.11 Un péndulo plano de largo R y masa m es liberado desde su punto más
bajo (φ = 0) con una velocidad angular ω0. No alcanza a llegar a la cúspide
(altura 2R medida desde el punto más bajo) porque cuando φ toma el valor
φM el movimiento deja de ser circunferencial. Obtenga una expresión para
cosφM en función de m, g, ω0 y R.

2.12 Sobre un plano horizontal está apoyada una cuña de masa M y sobre la

O´O

h

m

α
cuña hay un cuerpo de masa m. Despre-

ciando todos los roces, determine el movimiento de este sistema si inicial-
mente ambos cuerpos están en reposo.
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