AS31B: Astrofisica de xs - Tarea 4

Inicio: Viernes 3 de Noviembre
Entrega: Miércoles 22 de Noviembre, en el Examen

1. Modelos estelares. Para este problema, puede ser 1util repasar lo visto en el problema
#3 de la Tarea # 3. Usaremos nuevamente StatStar para calcular algunas propiedades
de los interiores estelares. Este problema estd basado en los problemas 10.19 y 10.20
de Ostlie & Carroll. Usar el cédigo de mi sitio ftp.

Usando el diagrama masa-temperatura efectiva y el diagrama H-R teérico que se mues-
tra en la Figura 1, calcularemos varias propiedades de modelos en la secuencia principal
para estrellas homogéneas de masas 0.7, 3.0 y 10.0 M.

(a) Luego de obtener convergencia de los modelos para las tres masas indicadas arriba,
grafique P(r), M,, L.y T(r). vs. r,

(b) (A qué temperatura L, alcanza el 50% y el 99% de su valor en la superficie?

ompare la temperatura Cudntica, < +:.., calculada en clase, al radio en e

Compare la temperat Cudntica, Tvsntica, calculad | 1 radi 1
que L, alcanza el 50% de su valor maximo, jcomo comparan éstos valores?

(c) Calcule M, /M, (M, =masa total de la estrella modelo) para las temperaturas
calculadas en la pregunta anterior,

(d) Para cada una de las masas de los modelos propuestos, compare los cambios en:
(a) temperatura central, (b) densidad central, (c) tasa de generacién de energia
en el nicleo, (d) el tamano de la zona convectiva como funcién de fracciéon de
masa y radio, (e) la temperatura efectiva, y (f) la luminosidad.

(e) Para cada una de las masas de los modelos propuestos, grafique lo siguiente (su-
perponga las tres masas en el mismo grafico):
o LT/LQ vS. M*/MQ
e log(L./Lg) vs. log(M,/My)

e Asumiendo una ley de potencias del tipo L./ Le = (M. /Mg)*, calcule el expo-
nente o usando la Figura 2. Esto es lo que se conoce como la relacién masa-luminosidad

de estrellas de la secuencia media.

e Compare los valores predichos por la relacién anterior, con aquellos derivados
de sus modelos para las tres masas indicadas.



2. La aproximacion en ley de potencias (ver clases de catedra) de la tasa de generacién
de energia a través de las cadenas PP y CNO esta dada por:

epp = 1.06x107° pX2 ToPP Jergs gl Sfl]
ccno = 824 x 107 pX Xeno TN [ergs gt s71]

donde X ~ 0.7y Xcno ~ 0.02 son las fracciones por masa de H y los reactantes CNO
respectivamente, y T = T [K]/10°.

(a)

(b)

Usando las expresiones de mas arriba, calcule la temperatura a la cual las tasas
de generacién via PP y CNO se igualan (use los valores aproximados de los expo-
nentes npp y Neno Vvistos en Clase),

Usando 2(a), encuentre una expresiéon aproximada para la temperatura central
T. de un conjunto de modelos estelares de densidad constante < p >, sin presion
de radiacion, asumiendo gas ideal y composicién quimica homogénea, y muestre
que ésta T, aumenta con la masa total del modelo estelar (no calcule nada, déjelo
expresado en términos de M y < p >),

En base a los puntos a) y b), explique porqué uno esperaria que la cadena PP
es mas importante para estrellas de secuencia principal de baja masa, mientras
que la cadena CNO es mas importante para estrellas de alta masa. Sabiendo que
Ts., ~ 15.8, ja qué masa aproximadamente esperaria la transicién de PP a CNO
en términos de My?



3. “Teoremas integrales de Interiores Estelares”

(a)

(b)

(c)

(d)

En interiores estelares es conveniente definir la densidad de masa promedio al
radio r, p(r), por:

) = (1)

donde M, es la masa interior al radio r. Esto implica que podemos expresar r

s\
"o <47rp(r>> @)

Demuestre que p(r) > pV 0 <r < R, donde p es la densidad promedio global
de la estrella y R su radio.

Hint: Considere que dp/dr < 0 desde un valor central méximo p(r = 0) = p., vy
evalie explicitamente la razén p(r)/p para r = Ry para r — 0.

Usando la definicién anterior para p(r), y las ecuaciones de equilibrio histrostatico
y conservacion (o continuidad) de masa, demuestre que la presién central de la
estrella, P., esta dada por:

G /4m\*/3 M B
czg(?) | ey eag e, (3)

Explicite las condiciones de borde supuestas en la integracion anterior.
Considerando la cota inferior de p(r) (ver parte (3a)) demuestre que se satisface:
3G M?
P.>— — (4)
8r R4

Considerando la cota superior de p(r) (ver parte (3a)) demuestre que se satisface:

36 M2 [p.\*?
chg_w'ﬁ'(_> )

p



4. En este problema Ud. calculard la luminosidad maxima de un estrella, antes de ser
‘evaporada’ por la presién de su propia radiacién, lo que se conoce como limite (o
luminosidad) de Eddington. Considere una atmdsfera estelar puramente radiativa, es
decir, en la cual no existe transporte convectivo (o es despreciable frente al transporte
radiativo).

(a)

A partir de la ecuacién de transferencia radiativa y de la ecuacién de equlib-
rio hidrostatico, demuestre que la luminosidad interior L, satisface la siguiente
relacion:

4ac dT

L, =4nG—T*M, — 6
3k P (6)
Ahora introduzca la definicién § = quj_gPT donde P es la presién de los gases

y P, es la presién de la radiacién. Demuestre que, para un cuerpo negro con
P = % aT*y 3 = constante (lo que se conoce como la aproximacién de Eddington
en este problema), se cumple que:

4 _.dT

Finalmente, usando las expresiones anteriores, demuestre que la luminosidad

maxima de una estrella, cuando toda la presién es proporcionada por la radiacién,
esta dada por la Luminosidad de Eddington:

Ge

Ly, = 47— M,
T— (8)

TEdd



5. Y, por supuesto, politropos...

(a)

(b)
(c)

Hay solamente tres politropos para los cuales la solucién de la ecuacion de Lane-
Emden es analitica, ellos tienen n = 0 (caso de una esfera de gas homogénea),
n =1,y n=>5. Calcule ¢(£) en estos tres casos.

Demuestre que el radio del politropo con indice n = 5 es infinito, y por tanto no
puede correponder a una solucién fisica para una estrella real.

Como se vio en clases, para un gas ideal monoatémico sometido a procesos adia-
baticos (e.g., conveccion), la ecuacién de estado (EOS) es:

P=Kp" 9)

lo que equivale a un politropo con n = 3/2. También hemos visto que el Sol
es convectivo sélo en sus zonas mds externas, entre 0.7 < r/R, < 1.0. El resto
del Sol estd estratificado en una ’adiabatica inferior’ que se puede representar
con un exponente de 4/3 en la expresién anterior (o, lo que es lo mismo, como
un politropo con n = 3). A partir de las solucién numérica para la ecuacién de
Lane-Emden con n = 3 tenemos que & = 6.90, (d¢/d€)e—e;, = —0.0424. Con
estos datos, calcule para el Sol, los valores de: La escala de altura del politropo,
a (definida en clases), la densidad central, la densidad media, la presién central,
la temperatura central y la constante K, todo en unidades cgs. Compare estos
valores con los de los modelos mas precisos mencionados en clases.

Dirija sus comentarios o dudas a Felipe Olivares
(e-mail: folivare@das.uchile.cl, tel. 977 1090)
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Figure I.1 The STATSTAR main sequence for X = 0.7, ¥ = 0.292, and
Z = 0.008. g

MMg | LK) || M/Mp | Te(K) [ M/Mg | T.(K) || M/Ms | T.(K)
050 | 23214 | 295 | 122600 || 4.75 | 19730.0 | 9.00 | 27061.2
060 | 29108 | 250 | 132400 | 500 | 203020 9.50 | 277120
070 | 35230 | 275 | 141708 || 550 | 213540 | 10.00 | 28263.6
0.80 | 41633 || 3.00 |15007.3 | 6.00 | 223100 | 10.50 | 28845.2
0.00 | 48328 || 325 | 157908 | 6.50 |23217.0 || 11.00 | 294146
100 | 55002 | 350 |16525.0 | 7.00 | 240740 | 11.50 | 29964.8
125 | 72036 | 375 | 172520 750 | 24880.0 | 12.00 | 30496.5
150 | 87264 | 400 | 179040 8.00 |25613.6 || 12.50 | 31009.0
175 | 100900 || 425 | 18546.8 | 8.0 | 26332.0 | 13.00 | 31493.0
200 | 112184 || 450 | 19153.6

Table 1.1 The Variation of Effective Temperature with Mass Along the
STATSTAR Main Sequence, Assuming X = 0.7, Y = 0.292, and Z = 0.008.

Figure 1: La secuencia principal de StatStar para una composiciéon quimica de X=0.7,
Y=0.292 y Z = 0.008.
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Figure 2: Relacién masa-luminosidad observada de estrellas de secuencia principal.



