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P1.

a) Setienela matriz de pagos,en quelas celdasreflejanlos costosasociadosa cadaevento-
decisión:

d1 d2

θ1 − 10.000 − 150.000

θ2 − 52.000 0

Enque:

d1 : Comprarflores

d2 : No comprarflores

θ1 : Esaniversario

θ2 : No esaniversario

Bajo un criterio pesimistaelijo la decisiónque me reportael menor costopara los peores
escenariosdecadadecisión.Enestecasoparad1 el peorescenarioesenθ = θ2, y parad2 esen
θ = θ1. El mejordeestosescenariosesparad1.

b) Setiene:

• Pr(θ = θ1) = 0, 1
• Pr(θ = θ2) = 1 − 0, 1 = 0, 9

Dedonde:

• ρ1 = L(θ1, d1) ⋅ Pr(θ = θ1) + L(θ2, d1) ⋅ Pr(θ = θ2) = − 47.800

• ρ2 = L(θ1, d2) ⋅ Pr(θ = θ1) + L(θ2, d2) ⋅ Pr(θ = θ2) = − 15.000

Comoρ2 ≥ ρ1 , elijo d2. Si usamosunaprobabilidadPr(θ = θ1) = p tenemos:

• ρ1 = − 10.000 ⋅ p − 52.000 ⋅ (1 − p)

• ρ2 = − 150.000 ⋅ p

Paraserindiferenteacualquierdecisiónbastaresolver − 10p − 52(1 − p) = − 150p

⇒ p = 0, 27
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c) Sea

X =




1 si amigo dice que es el aniversario

0 si no
Del enunciado se tiene:

Pr(X = 1|θ = θ1) = 0, 7 Pr(X = 0|θ = θ1) = 0, 3

Pr(X = 1|θ = θ2) = 0, 2 Pr(X = 0|θ = θ2) = 0, 8

Sea Y =
2
∑
i = 1

Xi ⇒ Y ∼ Bin(2, pi) i = 1, 2. En que pi es la probabilidad de que un amigo diga que

es el aniversario dado θi. Esto es, si:

θ = θ1 ⇒ Y ∼ Bin(2, Pr(X = 1|θ1) = 0, 7)
θ = θ2 ⇒ Y ∼ Bin(2, Pr(X = 1|θ2) = 0, 2)
Como se observa que ambos amigos dicen que es el aniversario (Y = 2), entonces:

Pr(Y = 2|θ1) = (2
2 ) 2(0, 7) 0(0, 2) = 0, 49

Pr(Y = 2|θ2) = (2
2 ) 2(0, 2) 0(0, 8) = 0, 04

De donde:

ξ(θ1|Y = 2) =
Pr(Y = 2|θ1)Pr(θ = θ1)

∑
i = 1,2

Pr(Y = 2|θi)Pr(θ = θi)
= 0, 49 ⋅ 0, 1

0, 49 ⋅ 0, 1 + 0, 04 ⋅ 0, 9
= 0, 58

ξ(θ2|Y = 2) = 1 − ξ(θ1|Y = 2) = 1 − 0, 58 = 0, 42

Luego, los pagos esperados son:

ρ1(Y = 2) = L(θ1, d1) ⋅ ξ(θ1|Y = 2) + L(θ2, d1) ⋅ ξ(θ2|Y = 2)
= − 10.000 ⋅ 0, 58 − 52.000 ⋅ 0, 42 = − 27.640

ρ2(Y = 2) = L(θ1, d2) ⋅ ξ(θ1|Y = 2) + L(θ2, d2) ⋅ ξ(θ2|Y = 2)
= − 150.000 ⋅ 0, 58 + 0 ⋅ 0, 42 = − 87.000

Como ρ1(Y = 2) > ρ2(Y = 2) entonces elijo d1.
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d) CuandoEstebanconsultaa la suegratieneinformaciónperfecta,dedondeel Valor Esperado
dela InformaciónPerfecta(VEIP)es:

VEIP = Maxi{L(θ1, di)} ⋅ Pr(θ = θ1) + Maxi{L(θ2, di)} ⋅ Pr(θ = θ2) − ρa priori

= − 1000 − ( − 15.000) = 14.000
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Setiene:

f (x/ θ) =




−(x −θ)e si x ≥ θ
0 si no

Paraunam.a.s.X1, X2, …, Xn , setiene:

f n(x/ θ) =




−∑(xi −θ)e si x1, x2, …, xn ≥ θ
0 si no

Deaquísetienequef n esmáximasi nθe esmáximo.

Estosolosucedecuandoθ = Min{Xi}, luego:

^
θ = Min{Xi}

Parael estimadordeMomentossolobastaresolver:

m1 =
n

∑
i = 1

X1
i = −

X = µ1 = 1E(X )

SeaY = X − θ. EncontremosG(y) la F.d.a.deY:

G(y) = Pr(Y ≤ y) = Pr(X − θ ≤ y) = Pr(X ≤ y + θ) = F(y + θ)

Dedonde:

g(y) =
dG(y)

dy
= f (y + θ) = −ye ⇒ Y ∼ exp(1)

Luego:

E(Y ) = E(X) − θ
1 = E(X) − θ ⇒ E(X) = 1 + θ

Ademássetieneque1 = Var(Y ) = Var(X − θ) = Var(X)
Luegoel estimadordeMomentosseobtienede

−
X = E(X) = 1 + θ ⇒ θMOM = −

X − 1
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PropiedadesdelestimadordeMomentosθMOM:

E(θMOM) = E(−X − 1) = E(−X) − 1 = E(X) − 1 = θ + 1 − 1 = θ

⇒ θMOM esinsesgado.

Var(θMOM) = Var(−X − 1) = Var(−X) =
Var(X)

n
= 1

n
→ 0 (n → ∞)

⇒ θMOM esconsistente.

NOTA: El estimadordeMomentosesconsistenteporconstrucción.

Para encontrarla Esperanzay Varianzadel EstimadorMáximo Verosímil
^
θ necesitamosla

distribucióndelmismo.Podemosobtenerla F.d.a.de
^
θ, H(y):

H(y) = Pr(
^
θ ≤ y) = Pr(Min{Xi} ≤ y) = 1 − Pr(Min{Xi} > y)

= 1 − Pr(X1 > y, X2 > y, …, Xn > y)
= 1 − Pr(X1 > y)Pr(X2 > y) ⋅ … ⋅ Pr(Xn > y)
= 1 − (1 − Pr(X1 ≤ y))(1 − Pr(X2 ≤ y)) ⋅ … ⋅ (1 − Pr(Xn ≤ y))
= n1 − (1 − F(y))

Dedondeh(y) = n−1nf (y)(1 − F(y)) = n −(y−θ)e { −(y−θ)e n−1} = n −n(y−θ)e si y ≥ θ
SeaZ =

^
θ − θ, entonces:

Pr(Z ≤ z) = Pr(
^
θ − θ ≤ z) = Pr(

^
θ ≤ z + θ) = H(z + θ) ⇒

la densidaddeZ esh(z + θ) = n −nze si z ≥ 0. Porlo tantoZ ∼ exp(n). Setieneentonces:

E(Z) = E(
^
θ) − θ

1
n

= E(
^
θ) − θ ⇒ E(

^
θ) = θ + 1

n
→ θ (n → ∞)

Además1
2n

= Var(Z) = Var(
^
θ) → 0 (n → ∞)

Finalmente,veamoslosECM paracadaestimador:

ECM(
^
θ) = (θ − E(

2^
θ)) + Var(

^
θ) = 2

2n

ECM(θMOM = Var(θMOM) = 1
n

DedondeECM(
^
θ) ≤ ECM(θMOM) ∀n ≥ 1 ⇒

^
θ esmejorestimador.
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Sea:

X =




1 si votaporalcalde

0 si no

a)La variableX sedistribuyesegúnunaBernoullideparámetrop, i.e.:

f (x/ p) = xp 1−x(1 − p) x = 0, 1

Un estimadorinsesgadoparap es ^p = −
X, obtenidoya seaa travésdeMáximaVerosimilitudo

por Momentos.Paradeterminarsi eseficientenecesitamosencontrarla cotadeCramerRaoy
compararconla varianzadenuestroestimador.Veamosla funcióndeverosimilitud:

f n(x/ p) = ∑Xip + (n−∑Xi)(1 − p)

ln f n(x/ p) = ∑Xiln p + (n − ∑Xi)ln (1 − p)

∂ln f n(x/ p)
∂p

=
∑Xi

p
−

(n − ∑Xi)
(1 − p)

2∂ ln f n(x/ p)
∂ 2p

= −
∑Xi

2p
−

(n − ∑Xi)
2(1 − p)

In(p) = − E




2∂ ln f n(x/ p)
∂ 2p





=
np

2p
+ (n − np)

2(1 − p)
= n




1
p

+ 1
n − p





= n
p(1 − p)

La cotadeCramerRaoesentonces

I−1
n (p) =

p(1 − p)
n

La varianzadelestimador^p esVar( ^p) = Var(−X ) =
Var(X)

n
=

p(1 − p)
n

= cotadeCramerRao

⇒ ^p eseficiente.

La estimaciónparap esentonces:14
20

= 0, 7

b) La distribuciónapriori dep esunaBeta(2,12),estoes:

π(p) =
Γ(α + β)
Γ(α)Γ(β)

⋅ a−1p β−1(1 − p) α = 2, β = 12
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Para encontrarel estimadorde BayespB debemosexaminar el productode la función de
verosimilitudy la distribuciónapriori dep enlostérminosqueinvolucrana p:

f n(x/ p) ⋅ π(p) ∝ ∑Xip n−∑Xi(1 − p) α−1p β−1(1 − p)

f n(x/ p) ⋅ π(p) ∝ ∑Xi +α−1p n−∑Xi +β−1(1 − p)

Seobservaclaramenteenestecasoquela distribuciónaposterioridep estambiénunaBetacon
parámetros ′α = ∑Xi + α y ′β = n − ∑Xi + β. Bajopérdidacuadrática,el estimadordeBayeses
simplementela esperanzadela dsitribuciónaposteriori:

pB = E[p|X] =
′α

′α ′+ β
=

∑Xi + α
n + α + β

= 14 + 2
20 + 2 + 12

= 0, 47

Si le hacemoscasoa la historiaseobserva queesprobablequeel alcaldepierdala reelección.
¿Cuálestimadoresmáspreciso?.VeamoslosECM:

ECM( ^p) = Var( ^p) =
p(1 − p)

n

ECM(pB) = (p − E(pB
2)) + Var(pB)

Reemplazandolosvalores,podemosobservarquenoesclarocuáldelosestimadoresesuniforme-
mentemejor, yaquela comparacióndependedelverdaderovalordep quenoconocemos.


