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Auxiliar 2: Sistemas de Ecuaciones Lineales

Resumen Materia

1. Sist. de Ecs. Lineales: A7 = b donde A € Msn(R), be R™.y & € R™ es incognita

2. Solucién Tedrica:

(a) Caso Sistema Homogéneo: b = 0

i. m < n : Infinitas Soluciones
ii. m =n: 1 ¢ Infinitas Soluciones
ili. m > n : Infinitas Soluciones

(b) Caso Sistema No-Homogéneo: b # 0

i. m <mn : 0 6 Infinitas Soluciones
ii. m =mn: 0, 1 o Infinitas Soluciones
iii. m > n: 0, Infinitas Soluciones

3. Proposiciéon: Dado un SEL cuadrado con A € R™*", be R™, las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(a) A es invertible
(b) det(A) #0

(¢) AZ = b tiene solucién tnica
n
4. Norma:La norma de C € R™*" es ||C]| = max Z |cij]
=1...n
j=1

5. Error al perturbar un SEL:

sz _1y l15A
(a) Perturbar A: Halc‘—l—éla‘tﬂ < ||l A [|AY| —‘HAH”

(b) Perturbar b: ”HE;HH <||4|| HA_lH %

6. Numero de condicionamiento: dada la matriz A, cond(A) = ||4]| - HA’1H y se cumple que cond(A4) > 1

7. Método de Gauss: descomposiciéon LU, donde L es matriz triangular inferior invertible y U es matriz triangular

superior
ap; @iy .. ay, a’i(n—&-l)
1 1. R
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(d) Se repite de forma angloga n — 1 veces, se obtiene Uy = AA™ = E(n=1) pn=2)p(n=3) R p1) A A1)

() Luego, Ua = [U unﬂ] y En-DE(=-2pn=3) B ED) = [ y g0 tiene A = LU

(f) Finalmente, para despejar ¥, ya tenemos e sistema U Z = L™'b, y como U es triangular superior, se tiene un
algoritmo de induccién en reversa:

: _ Un(n41)
Loz, ==
n
T _ 1 _ o — _
i@k = = | Uk(n+1) E upizj | k=mnm-1),....,1
j=ht1

(g) También se puede resolver de a forma: Ar =b<= LUz =b<= Ly=bdonde y =Uz = Ur =L b= o =
UL

8. Ops: Es el numero de operaciones aritméticas de un algoritmo, y sirve para medir la eficiencia del algoritmo.

9. Estratégias de pivoteo: En cada etapa de los dos métodos anteriores se supone el elemento pivote a’,zk # 0. Ahora, si
allj . = 0, entonces esto puede ser solucionado cambiando la fila correspondiente. Puede ocurrir también que el elemento
pivote sea no nulo, pero cercano a cero, de tal manera que usando este elemento como pivote se introduzcan errores
que se propaguen a través de los cédlculos. Para salvar este inconveniente introducimos el pivoteo parcial y completo.

(a) Pivoteo parcial: se permuta la ecuacién k con la ecuacién m de mayor pivote en médulo,
k+1,....n

k k S
amk‘ 2 ‘a’jk‘vj -

(b) Pivoteo completo: el elemento pivote es buscado entre las filas y las columnas superiores a k, y por lo tanto
deben cambiarse la fila m y la columna [ a la posicién k correspondiente. Notemos que cuando cambiamos una
columna, cambia el orden de las incégnitas, luego al terminar el proceso, debe tenerse en cuenta este cambio:
|ak | > |ak|Vi,j=k+1,...n

10. Método de Gauss-Jordan: consiste en aplicar 2 veces la primera parte del método de Gauss, es decir: triangularizar
superior e inferiormente la matriz A: A# =b= U ¥= L b= D Z =0 donde D es una matriz diagonal y b es la
columna resultante de la matriz aumentada.

11. Matriz Inversa:

(a) Se aplica el método de Gauss — Jordan al SEL aumentado con las columnas de la matriz identidad

(b) Se aplica el método de Gauss al SEL aumentado con las columnas de la matriz identidad

12. Determinante:

a) Férmula recursiva de Laplce: det(A) = —1)"Hia;;det(A;;) Vi, A;; : Matriz cofactor ij de A, se obtiene elimi-
J J J
j=1
nando fila i y columna j

) Si todos los coeficientes de una fila o columna de A son ceros = det(A) =0
) Sidos o més filas o columnas de A son linealmente dependientes = det(A) =0
) Si se reemplaza la fila ¢ por la fila j donde ¢ # j entonces = det(Ar) = —det(A)
e) Si se reemplaza la fila i (Fii)por (Fi + AFj) donde ¢ # j entonces = det(Al) = det(A)
) Si Ay B son dos matrices cuadradas de igual tamafio: det(AB) = det(A)det(B)
) det(AY) = det(A)
)

Si A es invertible: det(A™") = g

n
(i) Si A es una matriz triangular inferior, superior o diagonal: det(A) = H akk
k=1



13. Método de Gauss para la determinante: det(A) = det(L)det(U) = det(U) = H Ukk
k=1

Problemas

1. Dado el SEL:

11 1 1 1
1 2 -1 2 1
A=10 1 92 3 b=14
1 -1 1 -1 1

(a) Determine la descomposicién A = LU a través del método de Gauss.
(b

)

) Resuelva el sistema de ecuaciones lineales Az = b utilizando la factorizacién A = LU.
(c) Calcule el det(A). Si det(A) # 0 calcule A~ mediante el método de Gauss-Jordan.

)

(d) Calcule cond(A). La matriz A estd bien o mal condicionada ? Qué efecto tiene el condicionamiento sobre la

resolucién de otro SEL similar al definido en este problema.



