Clase Auxiliar 6

1. Sean las funciones ¢1(x), ¢2(x) definidas para cada = € I = (—o00,0).
Verifique si ¢1, ¢ son linealmente independientes en 1.

(a) ¢1(z) = x2, ¢a(x) = 52,
(b) ¢1(x) = cosz, po(z) = €.
(c) ¢1(x) =z, d2(z) = |z].

2. Sean ¥,y un conjunto fundamental de la ecuacién y” + ay’ + by = 0.
Demuestre que W (y1,y2) es una funcién constante si y solamente si a = 0.
3. Encuentre la solucién general de las ecuaciones siguentes (salvo en los
casos en que se especifica una condicién inicial):

(a) vy + 4y = cosz

(b) ¥ + 9y = sen 3z, y(0) = 0,4'(0) =1
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(d) ¥y +2iy +y==x
(e) ¥ — 4y + by = 3e =% + 222
(f) v =7y + 6y =senzx
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4. Consideremos el operador

Ly)=y" + a1y + agy, (1)

con constantes reales a1, az. Llamaremos p(\) = A% + a1\ + ag la ecuacién
caracteristica de (1).

(a) Si A,« are constantes y p(a) # 0 demuestre que la ecuacién L(¢) =
Ae ™" tiene una solucién de la forma Be



(b) Demuestre que si ¢1, ¢2 resuelven

L(g) =aq(z),  L(P2) = q(z)

entonces

L(o1+ ¢2) = 1(x) + g2().
(c) Encuentre la solucién general de
E(y) = A1 4+ Age?”

donde p(aq) # 0, p(ag) # 0.

5. Consideremos el operador £ definido por (1) y su ecuacién caracteristica
p(A) (Problema 2). Supongamos que A,w son constantes reales tal que

p(iw) # 0.
(a) Demuestre que la ecuaciéon L(y) = Ae™? tiene una solucién dada por
A
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donde p(iw) = [p(iw)|e .

(b) Sea y(z) una solucién cualquiera de L(y) = Ae™?. Demuestre que
y1 = Rey, y2 = Rey resulven

L(y1) = Acoswez, L(y2) = Asenwz

(c) Usando (a), (b) demuestre que y,(x) = B cos(wz — «) es una solucién
particular de

1
Ly" + Ry’ + oY= E coswzx
donde L, R,C, E > 0 son constantes reales.

(d) Supongamos R?C < 2L. Encuentre w tal que la amplitud B en (c)
tiene el valor maximo posible.

6. Consideremos £ dado en (1). Sean A, A2 raices distinctos de p tal que
ReA1 <0 y Re )Xy < 0.

(a) Demuestre que cada solucién de L(y) = g(z) es acotada por z > 0 si
la funcién continua ¢(z) satisface

lq(z)] <k, x>0

donde k£ > 0 es una constante.



(b) Sise tiene lim,_,+ ¢(z) = 0 entonces cada solucién satisface lim, o y(z) =
0.

7.

(a) Demuestre que la funcién y,(z) = sen nz es una solucién de la ecuacién
(problema de valor de frontera)

y'+n’y=0,  y(0)=0,y(m) =0,
donden=1,2,....

(b) Usando (a) demuestre que
/ sennrsenmxdr =0, m #n.
0

(Indicacion: —y! = n%y,, —y!" = m2y,,. Entonces

(n2 - mz)ynym = yny;:l - ymy;{ = [yny;n - ymy;l]/'

Integre esta ecuacion desde 0 a m y use las condiciones de frontera
satisfechos por ¥, Ym)



