P1.

P2.

P3.

Guia de Problemas No. 2

Considerar la funcién

ey = { F57 (@y) #(0,0)
P = {5 (5,9) = (0,0)

Mostrar que

a) existen 2£(0,0) y %(0, 0).
b) Sig(t) = (at, bt) para ctes a 'y b, entonces Fog es diferenciable y (Fog)'(0) = az“—sz

pero VF(0,0) - ¢'(0) = 0.
Este es un ejemplo que la regla de la cadena no se aplica si F' no es diferenciable.

Sea F : IR> — IR. Para cada z defina g, : R — IR, g,(y) = F(x,y). Suponga que

para cada x existe un dnico y tal que g/ (y) = 0. Si se denota y = ¢(x) y se supone
que es diferenciable, demostrar:

(a) Si %ZTg(x,y) #0 V(x,y) entonces:

B (e c()
@)= 2r G o)

(b) Si ¢/(x) = 0, entonces existe un g tal que

0°F oF

8yal‘(x,y) =0A 8—y(x,y) =0

JPor qué esta equivocado el siguiente argumento? Suponer que w = F(x,y,2) y
z = g(x,y). Por la regla de la cadena,

O _dwor dwoy owo:
dr Ordxr Oyodxr 0z0x

o, wo
 9r 0z 0z
Por lo tanto:
_owos
0z Ox

de modo que g—‘;’ =0o0 % = 0, lo cual es, en general absurdo.
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(b) Se define F'(z,y) que

F(z,y) = F(z,g(x)k(y), h(z,y))

Encuentre una expresién en términos de las derivadas parciales de F, g,k y h para
o°F
Oxdy

JEl capitan PF tiene dificultades cerca del lado soleado de Mercurio. La temperatura
del casco de la nave, cuando él estd en la posicién (x, y, z) estard dada por T'(z, y, z) =
e~ (@*+20°+32%) donde x,y v 2 estard medidos en metros. Actualmente él est en
(1,1,1).

(a) (En qué direccién deberd avanzar para disminuir més répido la temperatura?
(b) Si la nave viaja a e® metros por segundo, con qué rapidez decrecerd la temper-
atura en esa direccién.

(c) Desafortunadamente, el metal del casco se cuarterd si se enfria a una tasa mayor
que v/14e? grados por segundo. Describir el conjunto de las direcciones posibles en
las que puede avanzar bajando la temperatura a una tasa no mayor que ésa.

Encuentre el polinomio de Taylor de 2 de orden de:
2

(a) F(xay) =D cos(y),:co =135 =0

(b)‘F(xay):: m2+;211,$0 =y=0

Calcular la expansion de Taylor de primer y segundo orden de las siguientes funciones
en los puntos senalados. Calcule para cada aproximacién una vecindad en torno al
punto tal que la aproximacién tenga un error de a lo mas 10~2.

(a) f(z,y,2) = (z? + 2zy + y*)e” en Tp = {(1,2,0),(3,2,5)}

(b) f(z,y,2) = (@3 + 322y + y®)e* en Z = {(0,0,0), (3,2,3)}

(c) f(z1, 2, x3,24) = log(cos(x1 + x2 — x3 — 4)) en &y = 0.

Si F': IR™ — IR es una funcién de clase C® que satisface:
HF(z) =0 V&= (z1,..,2,) € R"

demuestre que F' es una funcion lineal.
Ind.: Recuerde la demostracién del teorema de Taylor (H F'(x) es la matriz Hessiana

de F).

P8.

Suponga que z = z(z,y) satisface la ecuacién diferencial

0%z  20%z 0%
9z 0zdy * oy? Oen Ry > By
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Considere el cambio de variables

u::c%-y,v:g
T

y la nueva funcién w = w(u,v) definida por:

2(e,y) = zw(@+y, )

escriba la ecuacion diferencial w.

Sea F' : IR" — IR una funcién convexa tal que F(0) = 0. Sea a € IR",a # 0.

Demuestre que la funcién g : (0,00) — IR definida por g(t) = % es creciente

Encuentre el plano tangente a
S = {(z,y,2)/z%logy + z*logx = 0}

en el punto (1,1,3). Si o(t) = (e7t,e%, 3e~?) muestre que o(t) € S Vty encuentre
0'(0). Calcule la derivada direccional de F(z,y,z) = 2z(y + z) — yz en la direccién
a'(0).

Considere la funcién F : IR*? — IR definida por

o) — xiﬁ;g (z,y) # (0,0)
F( 7y) {O—i- (x’y):(o,o)

Grafique los conjuntos de nivel 1,0 y —1.

(Es F continua en (0,0)?.

Calcule %—1; y 88—5 para todo (z,y) € IR?.

.Es F diferenciable en (0,0)?
JEs F diferenciable en (z,y) # (0,0)?

. 2

;Existe %(0,0)?

La funcién z(z,y) diferenciable y satisface la siguiente identidad:
2+ + 22 =plax +by+cz) Vr,y

donde ¢ : IR — IR es una funciéon diferenciable y a, b, c € IR. Demuestre que

0z 0z
(cy — bz)% + (az — cx)a—y =br — ay

Sea F : IR*> — IR definida por F(z,y) = (y® + 1)senz.



) Hallar el plano tangente al grafo de F' en el punto (0, 0).

) Encontrar el plano tangente al grafo de F' en un punto (¢,0) del eje z.

) Determinar el(los) puntos (¢,0) donde los planos tangentes en (0,0) y (¢,0)
orman un angulo de 90°.

(a
(b
(c
fo
Nota: El angulo entre dos planos es el angulo formado por sus vectores normales.

P14. Si F : IR" — IR es diferenciable y para un cierto k£ € IN satisface F(tz) =
thF(z) Vo€ IR" Vt < IR. Demuestre que

VF(z) -z =kF(z) VYxe R"

P15. Sea

T _ Yy mz_%) (z,y) # (0,0)
i ’y)_{o,( oy = (0,0

i (z,y) # (0,0), calcular 2£ y %I;

(a) S

(b) Mostrar que 6)—F(O 0)=0=2 ,(0,0).

(c) Mostrar que 8m8y F(0,0) = 1; gy;; (0,0) = —1.
(

d ué sucedié? ;Por qué no son iguales las parciales mixtas?.
& L q g p

P16. Sea f : IR — IR. Se define g : R x 0,27) — IR por g(r,¢) = f(rcosp,rsend).
Demuestre que
0? 189 1 9%g B 0% f  0%f
ar2d i ror | r20¢2 0z 0y?




