Pauta Control n°1

Álgebra lineal 
ma11b

14 de abril del 2005

Profesor: Jaime Michelow

Profesor Auxiliar: Andrés Felipe Hurtado del Nido

Problema 1

(i) Use el algoritmo de Gram-Schmidt para encontrar una base ortonormal del siguiente conjunto de vectores:
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Solución: 


Primero es necesario sacar los vectores l.d. del conjunto (aunque no es imperativo), para esto diagonalizamos la matriz con los vectores, de la siguiente forma:
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Claramente se puede ver de aquí que el cuarto vector es l.d. de los tres anteriores, luego, aplicamos el algoritmo de Gram-Schmidt a los vectores:
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Entonces el primer vector normalizado será:
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luego, se obtiene el segundo vector ortonormal:
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finalmente el tercer vector ortogonal:
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por lo que la base ortonormal del espacio será:


[image: image11.wmf]{

}

123

1414

077

111

ˆˆˆ

217

147076

320

www

ì-ü

æöæöæö

ïï

ç÷ç÷ç÷

ïï

ç÷ç÷ç÷

=

íý

ç÷ç÷ç÷

ïï

ç÷ç÷ç÷

ïï

-

èøèøèø

îþ


(ii) Encuentre la base del espacio complemento ortogonal al anterior.

Es necesario encontrar primero el cuarto vector independiente de los tres anteriores y a continuación se volverá a aplicar el método de Gram-Schmidt. Para encontrar el cuarto vector se aplicara el siguiente método (existen varios otros):

Diagonalizando el siguiente sistema:
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Por lo tanto se aplicará el algoritmo al vector: 
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,  aunque se pudo trabajar con el vector 
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Finalmente se normaliza este vector:
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Con lo que se tendrá que la base del complemento ortogonal será:
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Problema 2 

(i) Sea 
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, ¿existe una base ortonormal?

(ii) Encontrar una base ortonormal para:
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(iii) Encontrar una base ortonormal para:
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Problema 3 

Sea 
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 una raíz séptima de la unidad distinta de 1. Pruebe que:

(i) 
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Solución: la unidad se puede escribir de manera genérica de la siguiente forma:
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por lo cual, la raíz séptima de 1 será:
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luego, la expresión por probar se puede rescribir como:
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, es decir, esto es la suma de todas las raíces.

ahora, usando la propiedad:
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(ii)
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Solución: desarrollando se tendrá:
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utilizando que: 
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Problema 4

Sea 
[image: image41.wmf]n
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el conjunto de las sucesiones de valores reales. Sea 
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el subconjunto de 
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 que contiene sucesiones con un número finito de términos distintos de ceros.

(i) Demuestre que 
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 es un s.e.v. de 
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Solución: para probar que 
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es s.e.v., sólo se requieren tres condiciones:
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Como convención (por simplicidad), se considerarán las sucesiones como vectores. Cualquier otra forma de verlo, también será válida.

Lo primer punto es trivial pues claramente el vector
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(de hecho cualquier vector, incluso 
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, sirve). El segundo punto está dado en el enunciado. Falta probar el tercero:

Para esto se dan dos vectores genéricos de largo 
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: 
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 de la forma:
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Los cuales claramente 
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, dado que tienen un número finito de elementos 
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 no todos iguales a cero. Además tomando 
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Realizando un cambio de variables (para llegar a una forma más clara, aunque no es necesario):
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Claramente 
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cumple con las mismas condiciones que 
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y
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, es decir tiene un número finito de elementos 
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 distintos de cero y por lo tanto 
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 es s.e.v. 
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(ii) Demuestre que el s.e.v. 
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 es de dimensión finita, ie, que el cardinal de una de sus bases es finito. Encuentre una base y demuestre que lo es.

Solución: Basándose en el hecho de que los vectores de 
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tienen largo 
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, se sabe directamente que la dimensión de 
[image: image76.wmf]F

es finita, de hecho es 
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, esto porque no podrán existir más que 
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 componentes l.i. entre sí.


Luego, se propondrá una base y se demostrará que lo es. A partir de esto se puede mostrar también la dimensión del espacio, puesto que su cardinal será igual al número de elementos de la base y este será finito.


Un candidato a base será entonces:
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Es decir la base canónica para 
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 vectores de largo 
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. Para probar que esto es base, basta demostrar que:

1. Lo elementos de la base son l.i. 
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 listo, pues se eligió los elementos de la base canónica.

2. 
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donde 
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 son los elementos de la base.

Considerando: 
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Entonces hay que encontrar 
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Finalmente 
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existen dichos elementos, por lo tanto se tiene una base. 

Además vemos que el número de elementos de la base es 
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, por lo tanto la dimensión de 
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es finita igual a 
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