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Problema 1 (complejos)
(i) Seaml |N y sean W,...,W,_, lasraicesn-ésimas de la unidad.

Verifique que
1%* j1 s 'n'dividea'm
—aw' =
N o 70  enotrocaso.

m m+1
o 1-r
Hint Qr¢=———srtl
1-r
(2K
si W,...,W,_; son las raicesn-ésimas de la unidad, entonces serén delaforma: W, =€ " . Revisando

por casos:
a)ndivideam:
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(ii) Expresar en laforma @ +ib el complejo (J'—Il);
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Solucién: (ojo: pueden haber varias formas de hacer este problema)
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=1 vemos primero el valor de I” , con lo que el complejo queda:
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Problema2 (E.V.y s.ev)

Sean Ey F e.v.’ssobre un cuerpo |K talesquedimE=ny dimF =m. SeaT: E® F talque T(0g)=0r, T@X)=aT(X) para
todox1 Eyal |K,y T(x+y)=T(x)+T(y) paratodo x,y1 E. Sedefine Im(T)=T(E)={yT F/y=T(x),x1 E}.
(i) Mostrar que T(E) esun s.e.v de F.

Solucién: Las condiciones que T(E) debe cumplir son:

a) T(E)! T :Aquisélo bastamostrar un elemento. Luego, como E esE.V. P $0g, donde T(0g)=0ctambién
existe porque F tambiénesE.V. b O:f T(E) P T(E)L T .

b) T(E)1 F: Esto seve claramente por definicion, T(E)={y1 F/y =T(x),x1 E}, lo que significa que todo
elemento de T(E) perteneceaF b T(E)1 F.

c) Dadosabl |RydadosT(a), T(b)T T(E), pdg: aT(a) +bT(b)T T(E).
Usando | as propiedades de la funcion entregadas anteriormente tenemos que:
aT(a) +bT(b) = T(aa) + T(bb) = T(aa+ bb), ahoracomo EesE.V.b aa+bbl E
y finalmente por definicién dada en el enunciado:
comoy=T(aa+bb)T Fy aa+bbl Ep T(aa+bb)1 T(E).

Tenemos entonces que T(E) ess.e.v de F.

(i) Sean £ m y supongamos ademés que T satisface que si T(x)=0 entonces x=0. Muestre que si { Uy, .., U} esunabase
de E, entonces{vy, ..., v} esunabasede T(E), donde v;=T(u;) paratodoi =1, ..,n

Solucién: Paraver que algo es base se debe comprobar que:

a {v}]esti:
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entonces dado 0 T F (porque FesE.V), talque 0 =g a,v, =g aT(u;) =T¢q a U, ~ esto, usando
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definiciones y propiedades dadas. Pero ademas sabemos que N g
0=T(x)U x=0U g a,u,=0
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embargo se sabe por dato que {ui}1 esli. U &, =0U {\/i}1 esl.i..
n ~ n. On
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veamosqueéai\/i =T(e) U T(e):a aiT(ui) = Tga aiui -
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yesto U e= a a,U; , entonces como T(e) | T(E), por definicion el E; por ultimo como {ui};1 esbasede
1

. L n 3 ~ 8
T(E) , siempre existiran {ai}l talque €=g a,u, U aa,V =T(e)
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Problema 3 (dependencia e independencialineal)
(i) Sean a, by c vectores|.i. . Determine si { at+b, b+c, ct+a} es necesariamente un conjunto lineal mente independiente.
Solucién: Hay muchas maneras de probar |o pedido, las dos mas féaciles son:

Primera forma: escalonemos estos vectores paraver si existe independencialineal:

t

¢ T10-0yo-0 c
b4c' | 5 b*
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Lanotacion v' se refiere a que trabajamos con matrices compuestas por vectores fila (es sélo cosa de notacion).
Lamatriz alacual llegamos es la compuesta por los vectores iniciales, conocidos como I.i. U {ath,btc cta sonl.i.

Segunda forma: sabemos que un conjunto de elementos seral.i. ssi:

a(atb) + b(b+c) + glcta) =00 aa+ab+bb+bc+gc+g=00 a(a+g) +b@+b) + c(b+g =0
pero sabemos que a, b, ¢ son .i., entonces: (a+g) = (a+h) = (b+g =00 a=b=g=0U0 {atb, b+c, c+a} sonl.i.
(ii) Determinea, b1 |R de modo que (1,2, a,1),( a,1,2,3)t y (0,1,b,0)! sean linealmente independientes.

Solucioén: Paraver laindependencialineal, veremos el escalonamiento de la matriz formada por los vectores fila
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Sabemos que |os vectores seran independientes entre si, siemprey cuando sean todos distintos de cero después

del escalonamiento. Parael primer y segundo vector, siempre seran distintos de cero no importando losvaloresdeab; sin
embargo el valor del tercer vector depende completamente de | os val ores de los escal ares.

De la tGltima componente se ve claramente que & 1 3 y de all{ aplicando esto en |a segunda ecuacion:

2-(3)2- b(l- 2(3)=-7+5b1 0P b? %

v
Final mente para que se de laindependencialineal es necesario que: a1 3y bt — (cuando a=3)

(iif) Sean uy, u,, ..., U vectores linealmente independientes. Pruebe que paratodo a escaar, losvectoresus. aus, Uy, Us
..., ugson linealmente independientes.

Solucién: nuevamente escal onando:
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g 34) gﬂ De aqui, claramente como {ui}l sonl.i. U losvectores uy, auy, Uy, Us ..., Ugonl.i.
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(iv) Pruebe que el siguiente conjunto de polinomios reales son linealmente independientes
{1, (x1), (1) - (x2), (x1) - (x2) - (x3), (*1) - (%2)-..... -(xK)}.

Solucién: Claramente los polinomios que se formarén de aqui, serdn: { 1 ; -1+ ; 2-3+¢; ......; agtagX+... 43 X+ }

De los polinomios anteriores, se puede ver ademas que el ‘x’ con el mayor exponente en cada caso, estara
acompafiado por una constante igual auno. Asi para probar independencialineal, [levaremos estos polinomios auna
formavectorial para su mejor tratamiento. Entonces, el conjunto de polinomios anterior, severacomo  conjunto de
polinomios siguiente:
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Este conjunto ya esta escal onado (y con unos en ladiagonal), por lo que soI o bastara aplicar lacondicion parala
linealidad:
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de donde claramenteseveque: |, =1, =1 ;=...=1, , =1, =0 yporlotantoe conjunto de polinomiosreaes

esl.i.



