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1. Considere la siguiente funcién de utilidad:

u = 2z1/? —|—4y1/2

(a) Encuentre las funciones de demanda x e y en funcién de los precios y la riqueza
w del individuo.

El problema del individuo es:

max  2z/% 4 4y1/? (1)
m7y
s.a.
Dol + pyy = w

Las CPO’s de este problema son:

x_1/2 = ADz (2)
2y~ 1/2
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Reemplazando este resultado en la restriccién presupuestaria:

Lo que conduce a:
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(b) Encuentre las funciones de demanda compensada h, y hy.
El dual del problema (1) es:

min- pad + pyy

s.a.
u=2z"?+ 4y1/2



Las CPO’s de este problema son:

AeTV2 = p, (6)
A2y 2 = p, (7)
Que, nuevamente conducen a:
yl/? = 9P
Dy

Reemplazando este resultado en la restriccién de utilidades:

u = 2x1/2+42ﬁx1/2
Py

2(py + 4px)x1/2
Dy
u2p§
4(py + 4p:r:)2
hy = P (9)
Y (py + 4p)?

(¢) Encuentre la funcién de gasto e(-) y verifique que h; = g—;.
En equilibrio:
e(u,p) =Pz + pyy = Dzl + pyhy

Luego:
e(u, p) wpap u?p?
4(py + 4pz)2 (py + 4px)2
U2p:1:py
e(u,p _—
( ) 4(py + 4px)
Ademés:
Oe _ 4u?py(py + 4ps) — 16upypy,
ap:r 16(py + 4px)2
_ v
A(py + 4ps)?
- h,
Del mismo modo:
ﬁ o u24(py + 4px) - 4u2pxpy
Opy 16(py + 4pz)?

AU pupy + 16u”p? — 4up,py
16(py + 4p2)?
u’p;
(py + 4pz)?
— hy




(d) Encuentre la funcién de utilidad indirecta y verifique la identidad de Roy.
La funcién de utilidad indirecta v(p, w) es:

v(p,w) = 2z'? +4y'/?
2w1/2p31/2 8w1/2p;10/2

i (py + 4pe) 2 py P (py + 4p,) V2

2w1/2py + 8w'/?p,
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(pxpy) 2(py + 4p)t/?
2w1/2(py + 4px)1/2
(Pzpy)/?

Notando que:

v 4w1/2(pxpy)1/2(py+4px)*1/2—w1/2(py+4px)1/2p§/2p§1/2
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Verificamos que se cumple la identidad de Roy.

2. Suponga una industria en la que todas las firmas producen utilizando la siguiente
funcién de produccién:

K L 1/2
q:{mln( 1_@)] O0<axl1

Ademsds, cada firma que desea producir una cantidad positiva debe pagar un royalty
de 16 al dueno de la patente del producto.



Los precios de los insumos son r = w = 1 y la demanda por el producto es:
200—P=D

(a) Encuentre el equilibrio de largo plazo en esta industria.
El problema de la firma es de minimizar sus costos dada la produccién deseada.
En este caso tenemos las siguientes particularidades:
e La funcién de produccion exhibe retornos decrecientes a escala.
e Los insumos productivos son complementarios perfectamente, es decir, la
sustitucion entre insumos no es posible.

Del segundo punto desprendemos que, para producir a minimo costo la firma
deberad mantener stocks de insumos tales que:

57 L
a l—a
es decir: a
K =
1—a

Con esto, tenemos que:

a 1l—a —a
luego:

o K L

€= a l—a
Entonces:

Clq) = rK+wL+161q > 0]
= rag® +w(l —a)g® + 161g > 0]
= 2¢* +161[g > 0]

donde T[] es la indicatriz (I[z] = 1 si « es verdadero y 0 si no).

En el largo plazo, no hay incentivos para que entren nuevas firmas a la indus-
tria, en general, esto quiere decir que, cualquier firma que ingresara, lo haria
en condiciones tales que tendria utilidades (estrictamente) negativas. Por ello,
las firmas al interior de la industria que sean iguales a cualquier potencial in-
gresante deben tener utilidades no (estrictamente) positivas. Es decir, de 0.
Esto implica que las firmas venden a costo medio minimo.

1
CMe = 2q+—6
q
CMg = 4q
16
4qg = 2q+ —
q
q = 4

Luego, el precio es de 8. Se demandan 192 unidades y existen 48 firmas en la
industria en el equilibrio de largo plazo.



Suponga que, a partir del equilibrio encontrado en (a) y producto de un boom
de popularidad del producto, la demanda se transforma en:

400 -2P =D

En el corto plazo, las firmas pueden variar su contrataciéon de trabajo pero
no de capital. En el largo plazo las cantidades contratadas de ambos insumos
son variables y pueden entrar y salir firmas de la industria.

(b) Encuentre el nuevo equilibrio de corto plazo. (Hint: Cuidado con la elasticidad
de corto plazo de la oferta.)
Que en el corto plazo pueda variar sélo uno de los insumos implica que la
oferta de corto plazo de la firma es completamente inelastica (en realidad, que
pueda variar sélo uno o que no pueda variar ninguno son casos equivalentes),
en consecuencia, se siguen ofreciendo 192 unidades que ahora tienen un precio
de 104 cada una.

(c) Encuentre el nuevo equilibrio de largo plazo de la industria.
En el largo plazo, el precio vuelve a la cantidad que equilibra el ntimero de

firmas. En este caso, 8. Luego, a dicho precio se demandaran 384 unidades,
habra 96 firmas cada una produciendo 4 unidades.

3. Una firma produce en dos turnos de doce horas cada uno. Los trabajadores del
turno dia reciben un salario diario de w, los trabajadores del turno noche reciben
un sobrepago de tasa b por concepto de horas extra, de modo que su salario diario
es w(l 4+ b). El capital se arrienda por dia a un costo de r. Sean Ly y L, el
nimero de trabajadores en el turno dia y en el turno noche, respectivamente. Sea
K el capital disponible y @; la produccién en un turno (i = {d,n}). Entonces, la
tecnologia de la firma se resume en la siguiente funcién de produccién:

Qi =KL i={dn}

(a) Describa el problema de la firma. Encuentra las condiciones de optimalidad
e interprételas.

El problema de la firma es:

max rK +wLq +w(1+4b)Ly,
K,Lg,Ln
s.a. (10)

Q= KYV2(LY? + 1)/%)
Las condiciones de primer orden son:

A

ro= 5K*l/Q(Lj/erL;ﬂ) (11)
w(l+b) = gKWL;l/? (12)
w = %K”QL;UQ (13)



Estas condiciones son las tipicas: En el 6ptimo la relacién entre la producti-
vidad marginal y el precio del insumo es igual para todos los insumos.
Derive la relacion entre Ly y L, en la solucién. ;Cémo depende de b el
cuociente Lg/Ly,?
Dividiendo la relacién (12) en (13):
u+w2=£i (14)
Ly,

Luego, si b aumenta, la contratacion en el turno dia respecto a la del turno
noche aumenta més que proporcionalmente (en forma cuadratica).
Encuentre la funcién de costos de la firma en funcién de QQ = Q4+ @y, y los
demas parametros del problema.
Usando la condicién (14), la cpo (11) es:

r= %K‘1/2L,1/2(2 +b) (15)

Dividiendo (15) en (12), se obtiene:
r k

T I, 16
w(l+b)(2+0) (16)
Del mismo modo, aplicando de nuevo (14):
rk(1+b)
w @t (17)
Reemplazando (16) y (17) en la restriccion:
1/2 K1/2 r 1/2 1+b 1/2
Q = K 1/2 12+<) ( )12
(14 b)1/2(2 4 b)Y/ w 2+ b)Y/
B (r) /2 1 N (1+b)1/2
N w (1+b)Y2(2+b)Y/2  (2+1b)1/2
B K<r>1/2{ 1+ (1+0b) }
B w (1+b)Y/2(2+b)1/2
- K<T>1/2 (2+b)1/2
- w (1+0b)1/2
1

)l
Usando (16) y (14) se tiene:

Ly = o fracl(1+0)@2+D) (w>1/2{812]1/2@
- (T)W

|
Li = (140 (;)1/2 el 9
3/2
el @




Luego, la funcién de costos es:

o(Q,r,w) = rk+wLg+w(l+
- 7"( )1/2[1“’}% ()" [ e

T
1+b)(> {1+b1/21(2+b) }Q
b
b
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= Q(rw) <2+b) [ Jr2+b+2+b]

B o (LHDNY2 240414140

= Q(rw) <2+b) [ 2+ ]

14 b\ 2
= 20 )1/2<2j:b>

(d) Verifique la propiedad derivativa para K. Muestre que no se cumple para Ly
ni para L,, (cuidado con esta tltima) y explique por qué.

¢ w\ Y21+ 712

& = ey _2+b]
- K

¢ P21+ b2

ow Q(w) _2+b]

foler B r\ /2 1
ow(l+1b) Q(w) _(1+b)1/2(2+b)1/2}
# Ln

Las propiedades derivativas, para L, y Lg no se cumplen ya que la plani-
ficacién de capital no es 6ptima para K, por lo tanto, no se cumplen las
condiciones necesarias para aplicar el teorema de la envolvente, vital para el
resultado de la propiedad derivativa.



