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     Clase Auxiliar #1: Teoría de Juegos

P1) Muestre que sólo puede existir un equilibrio en estrategias dominantes.

Respuesta.

Sabemos que una estrategia Si* del jugador i es dominante si:

Ui (Si*, S-i) >=  Ui (Si, S-i)    (Si  (S-i   con desigualdad estricta para al menos algún Si
Luego, es la mejor respuesta a todas las estrategias de los demás, y es única, ya que si existieran dos estrategias dominantes Si’ y Si’’ se tendría que:

Ui (Si’, S-i) ≥ Ui (Si, S-i)   (Si (S-i con desigualdad estricta para al menos algún Si
Ui (Si’’, S-i) ≥ Ui (Si, S-i)   (Si (S-i con desigualdad estricta para al menos algún Si

En particular Ui (Si’, S-i) ≥  Ui (Si’’, S-i) 
(S-i


Ui (Si’, S-i) ≤  Ui (Si’’, S-i)
(S-i
Por lo que la estrategia dominante necesariamente es única (Si’ = Si’’) ya que de otra manera se viola la condición de desigualdad en la definición de estrategia dominante. 

( Equilibrio en estrategias dominantes es único.

P2) Considere el siguiente juego:




              Firma 2

	
	R
	C
	L

	U
	9,9
	7,8
	6,7

	D
	7,9
	6,10
	11,11


        Firma1

Encuentre todos los equilibrios de Nash en estrategias puras. ¿Existen estrategias dominantes?
Respuesta.

Los equilibrios de Nash son:

E1 = (S1*, S2*) = (U, R)



E2 = (S1*, S2*) = (D, C)
No existen estrategias dominates ni para la firma 1 ni para la firma 2.

P3)  El Sr. MacRon es el propietario del restaurante MacRon, el mejor de Santiago. Recientemente, varios clientes han demandado al restaurante debido a que sus famosas hamburguesas los han hecho enfermarse. El Sr. MacRon sabe que estas infecciones son provocadas por una bacteria, la que puede eliminarse si la hamburguesa esta bien cocida. Por esta razón, piensa hacer inspecciones sorpresa a la cocina. El costo de una inspección (I) es i=40, y no hay costo si no lo hace (NI). El cocinero puede elegir esforzarse (E) a un costo personal e=60, o no esforzarse (NE). Si se esfuerza, se asegura que la hamburguesa quede bien cocida, peor si no se esfuerza todo cliente que coma hamburguesa enfermará y demandará al  restaurante, con un costo total de d=200 para el Sr. MacRon. El salario que recibe el cocinero es w=120, pero si en una inspección se detecta que no está esforzándose, será despedido perdiendo su salario. Las ventas del local son v=200, y el único costo es el salario del cocinero.

a) Escriba el juego en forma normal. Muestre y explique por qué este juego no tiene un equilibrio de Nash en estrategias puras.

b) Encuentre el equilibrio de Nash en estrategias mixtas de este juego y calcule la utilidad de ambos jugadores.

Respuesta.

a) Los jugadores son: Sr. MacRon y el Cocinero. 

      Las acciones del Sr. MacRon son : Inspeccionar (I) , No Inspeccionar (N)

      Las acciones del Cocinero son : Esforzarse (E), No Esforzarse (NE)

      Las utilidades se describen en la siguiente matriz de pagos:


	Inspecciona (I)
	No Inspecciona (NI)

	200-40-120 = 40 
	200-120 = 80

	120-60 = 60
	120-60 = 60

	200-40-200 = -40
	200-200-120 = -120

	0
	120





No hay equilibrio de Nash porque en todas las combinaciones de estrategias del juego,  siempre hay algún jugador que tiene incentivos para cambiarse de estrategia.

b)  Sea p = prob. que el Sr. MacRon decida inpeccionar (I)


  q = prob. que el Cocinero decida esforzarse (E)

En equilibrio, el cocinero debería estar indiferente entre esforzarse y no esforzarse si la utilidad esperada es la misma, es decir, si E(Uc(E)) = E(Uc(NE))

=>
60p + 60(1-p) = 0p + 120(1-p)

 

=>
p = ½
y (1-p) = ½

Luego, para que al cocinero le sea indiferente entre esforzarse o no, la probabilidad de que el Sr. MacRon inspecciones debe ser ½.

Análogamente, para que el Sr. MacRon este indiferente entre Inspeccionar y No Inspeccionar, la utilidad esperada debe ser la misma, esto es, que  E(UM(I)) = E(UM(NI))

=>
40q - 40(1-q) = 80q – 120(1-q)



=>     q = 2/3   y   (1-q) = 1/3

Por último, las Utilidades Esperadas son:

E[UM] = 40pq + 80(1-p)q – 40p(1-q) –120(1-p)(1-q) = 40/3

E[Uc] = 60pq +60(1-p)q +0p(1-q) +120(1-p)(1-q) = 60

P4)  Supongamos el siguiente modelo de elecciones. Los electores están distribuidos en forma uniforme en el intervalo [0,1], que podemos interpretar como el hecho que las preferencias de los electores son uniformes entre la izquierda y derecha más extrema. Los electores siempre votan por el candidato más cercano a su posición. Por ejemplo, si el candidato 1 se ubica en 0.6 y el candidato 2 se ubica en 0.8, el candidato 1 recibe todos los votos de los electores a la izquierda más los votos de los electores ubicados en el segmento [0.6,0.7], es decir, un 70% de los votos. Cada uno de los partidos elige la posición de su o sus candidatos simultáneamente. En caso de empate, el resultado se decide al azar, usando una moneda.

a) Suponga que sólo hay un cargo por circunscripción electoral (se gana por mayoría). Mostrar que para cada candidato la estrategia de ubicarse en 0.5 es equilibrio de Nash. ¿Cómo se interpreta esto?

b) Ahora, existen dos cargos por circunscripción, por lo que si un partido obtiene el 66,6% de los votos, sus dos candidatos resultan elegidos. Encuentre él o los equilibrios de Nash.

c) ¿En que se parecen estos sistemas de elección al sistema chileno? ¿Qué problema surge si ambos sistemas electorales se aplican simultáneamente? Explique.
Respuesta.

a) Jugadores: Candidato 1 y Candidato 2

Acciones: A1= X1 
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     A2= X2 
[image: image3.wmf]Î

[0,1]

Un candidato gana si consigue el 50% de los votos.  Suponiendo (sin pérdida de generalidad) que X1<X2, se tiene que la votación del candidato 1: X1+(X2-X1)/2 y la del candidato 2: 1-X2+(X2-X1)/2, por lo que 1 gana si X1>1-X2.

Por lo tanto, los pagos para 1 son (para 2 son obviamente al revés):

   1  si    X1>1-X2
   0  si   X1<1-X2
  ½  si   X1=1-X2
Supongamos que X1 < ½ y que X2 > ½ con X1<1-X2.  Esto no puede ser Nash, porque si X1 sube a X1=1/2, pasa de un pago de 0 a 1. Aplicando lo mismo al candidato 2, tampoco puede ser Nash una situación en que X1<1/2, X2>1/2 y X1>1-X2.

Los casos en que X1=1-X2 <1/2 se tratan igual, con la sola diferencia que el pago pasa de ½ a 1. Por lo tanto, el único potencial Nash en estrategias puras es X1=X2=1/2.

Si X1<1/2 y X2=1/2, no es Nash, ya que 1 recibe 0 y puede pasar a 1/2 si cambia a X1=1/2. El caso X1=1/2, X2>1/2 es igual. 

Pero en el caso X1=X2=1/2, ninguno de los candidatos quiere cambiar de estrategia, pues pasa de tener ½ a 0.  Por lo tanto, ese es el equilibrio de Nash.

b) Ahora, se tiene que el partido puede obtener los 2 cargos si el partido consigue el 66,6% de los votos. 

Luego, existirá un intervalo donde se ubicaran los candidatos con infinitos equilibrios posibles.

Este intervalo, dentro del cual los partidos tratarán de ubicar a sus candidatos es 
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, puesto que se aseguran de obtener 1/3 de las preferencias y por lo tanto, de que el partido contrario no logre doblar la votación y obtener los dos candidatos (recordemos que para obtener los dos cargos se necesitan 66,6%). Así, dentro de este intervalo hay infinitos equilibrios, lo importante es entender que no les conviene salirse. 

Los pagos para 1 (resp 2) son: 

1 si ambos están en el intervalo.

2 si X1+(X2-X1)/2 > 2/3

0 si 1-X2+(X2-X1)/2 > 2/3

Para demostrar que los equilibrios están en el intervalo, supongamos que X1 y X2 están en el intervalo, por lo que eligen un candidato cada uno. Veamos si desean cambiar su posición.  Si X1 cambia a otro punto en el intervalo, sigue manteniendo un diputado, ya que asegura al menos 33% de los votos, por lo que no gana nada con cambiar su posición.  Si X1 cambia a un punto fuera del intervalo (o sea <1/3 bajo nuestro supuesto X1<X2), obtiene menos del 33% de los votos, obtiene 0 y esta peor. Lo mismo sucede con 2.

c) Los casos a) y b) son aplicables para las elecciones en Chile. Los alumnos pueden asociar el hecho de que los partidos políticos cuando se enfrentan a una presidencial  tienen que obtener el 50% de los votos, por lo que tienden a ubicarse en el centro y se asemejan sus posturas políticas y propuestas. En las parlamentarias solo necesitan un 33% de los votos para obtener un cargo, por lo que tienden a ubicarse en un rango más amplio, pero no demasiado extremo porque pueden perder los dos cargos. 

El problema es cuando coinciden las parlamentarias con las presidenciales, pues los partidos deben tratar de conciliar sus candidatos elegidos en parlamentarias anteriores, tal vez algo extremistas, con los candidatos a presidente, que deben ser conciliadores. 
No esfuerza (NE)








Cocinero





Esfuerza (E)





Sr. MacRon
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