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PAUTA CONTROL 2

Pregunta 1

1.

(3,0 ptos.) Modele el sistema descrito como una cadena de Markov en tiempo discreto. Identifique
claramente los estados y las probabilidades de transicion. Justifique la exitencia de probabilidades
estacionarias.

Los estados de la cadena que describe la evolucién del sistema pueden ser respresentados por un
vector 5, donde s(7), la i-ésima coordenada del vector, representa la cantidad de lineas del tipo i
en funcionamiento en un mes. Si utilizamos n; para denotar s(i), entonces un estado de la cadena
tendria la siguiente forma:

(nl, N2y eeey Mgy enny TLT)
n; € NU {0}
Por otro lado, el sistema puede verse como T' cadenas de Markov completamente independientes,
una para cada tipo de linea. En este sentido, basta con analizar las probabilidades de transicién

de un tipo para definir las probabilidades de la cadena agregada. Consideremos el caso de las lineas
tipo :

7 (i) N—N;+r(i) Ni—s(i) . .
1— ; 8(7,) NL-"-T(l) Ni > Nz _
Pr(i)s(i) = (8(1') - N +T(i)>( i) bi si sli) 2 (@)

0 si s(i) < N; —r(4).

En el caso general tendriamos:

T
I praysey  sios(k) > N —r(k) VE,
P73 = Pr(1),...,r(T))(s(1),...,s(T)) = § k=1

0 si no.

En cuanto a la existencia de probabilidades estacionarias, no es dificil mostrar que la cadena
es ergddica (una unica clase recurrente aperiédica).

En particular, DP(r(1),...,(T))(Ny,...,Ng) > 0y D(Ny,....,Nz)(r(1),...,r(T)) > 0 V7.Porlo tanto, la cade-
na tiene una sola clase que es recurrente, y como py5 > 0 ésta es ademds aperiddica.

Esto se puede ver parael caso T =2, Ny =1y Ny = 1.



Para responder las siguientes preguntas asuma conocidos los valores de la probabilidades estacionarias.

2.

(1,5 ptos.) En el largo plazo, cudl serd la produccién mensual esperada de la planta?

Si denotamos por Q- a la cantidad de unidades producidas mensualmente en el estado s, en-
tonces:

T
Qv = Qis(k)
k=1

Si w5 corresponde a la probabilidad de encontrarnos en el estado s en el largo plazo (proba-
bilidades estacionarias), la produccién mensual esperada E(Q-) de la planta estarfa dada

por:

E(Qv)=) Qv

(1,5 ptos.) Si cada linea estuviera supervisada por un operario distinto. Determine, en el largo pla-
z0, el porcentaje esperado del tiempo que un empleado asociado a una linea del tipo ¢ estara ocioso.

Se puede ver que si existen n; lineas del tipo ¢ operando en un mes, la probabilidad de que un
operario de este tipo de lineas no esté trabajando es:

casos favorables  IN; —n;

casos totales N,

qi

En el largo plazo, la fraccién de los meses en que habran n; operarios trabajando puede ser
expresada como:

tni)= Y, =%

5 is(i)=n;

Por lo tanto, el porcentaje esperado del tiempo que un empleado asociado a una linea del
tipo 7 estard ocioso (T'O), sera:

N;
TO = qit(ni) x 100

ni:O



Pregunta 2

1.

2.

(1,2 ptos.) Modele el sistema descrito como una cadena de Markov en tiempo discreto. Para esto

identifique claramente los estados y las probabilidades de transicién.

Una cadena posible se muestra en la figura, donde cada estado corresponde a un grupo de clientes
(A, B o C) y las transiciones corresponden a pasar de un grupo a otro o permanecer en el mismo

por un mes maés:

a)

(1,2 ptos.) Calcule el costo esperado mensual para un cliente en el grupo A. Haga lo mismo
para clientes en los grupos B y C.

n(n+1)

—

El costo esperado mensual para un cliente del grupo A es:

n
Hint. Recuerde que Zz =
i=1

74 = Pago fijo + Costo esperado minutos adicionales
80

= 4000+E 300ipi+20
i=1
80

= 4.000+3Z¢

i=1

= 4.000+ 3 x 3.240

= 13.720.

La suma en la segunda linea la hacemos para los valores posibles de minutos adicionales:
entre 1 y el méximo posible que es 80 (los primeros 20 minutos estan incluidos).

Anélogamente,
7 =9.660, 7c=8.210.

(1,2 ptos.) Calcule el costo mensual esperado en el largo plazo.

Para calcular el costo promedio por mes en el largo plazo debemos calcular las probabilidades
estacionarias de la cadena, que es ergddica. Estas probabilidades estacionarias son:

7w = [ma,mp,mc| = [1/8, 7/16, 7/16] ~ [0,12;0,44; 0,44] .

A partir de estos valores y de los costos promedio 7 obtenemos que el costo promedio por
mes es igual a
g=Tmala +TpTE + TcTc = 9.533.



3. (1,2 ptos.) Si la compaiia le ofrece a los nuevos clientes pagar un valor adicional al contratar el
plan para comenzar en el grupo B o C en lugar del grupo A, jcudl es maximo valor adicional que
la persona estaria dispuesta a pagar por comenzar en el grupo B? vy en el grupo C?
Considere que esta persona utiliza el criterio de valor esperado para evaluar sus decisiones.

Para esto calculamos el vector asintético de beneficios relativos W fijando W4 = 0 y resolviendo
el sistema W + ge =7 + PW.

Asi obtenemos que lo maximo que estaria dispuesto a pagar por comenzar en el grupo B es
—Wp = 5.980, mientras que por comenzar en el grupo C es —W¢ = 9.287.

4. (1,2 ptos.) Calcule la esperanza del ntimero de meses desde la contratacién del plan hasta integrar
por primera el grupo C de clientes. Recuerde que un cliente nuevo comienza en el grupo A.
Hint. Si lo considera necesario, modifique la cadena definida en la primera parte.

Para calcular esto va a determinar el tiempo esperado en el transiente en una cadena obtenida
modificando apropiadamente la cadena del punto 1.

Lo que necesitamos es que la mecdnica sea la misma que la descrita en el enunciado salvo que
cuando lleguemos al estado C “nos quedamos para siempre”. Es decir, la esperanza que queremos
calcular corresponde al tiempo esperado en el transiente para la cadena de la figura:

Para obtener el valor pedido calculamos W4 resolviendo el sistema,

(PTT—I){%]—{H

07 =07 1[Wal [1
02 06 || W | |1

cuya solucién es: W4 = 130/28 ~ 4,65, W = 90/28 ~ 3,2.

es decir

Pregunta 3



Denotando como Np(t) al proceso de conteo de tasa A1 y Na(t) al proceso de tasa A2 se tiene lo siguiente:

1. Para una cantidad X dada de programas comprados por la agencia.

a) Denotando por P, a la probabilidad de que queden programas sin vender al comienzo del dia 5, se tiene

que:
X1 1 (A d)ke—ud
P,=P(Ni(4) < X)= > P(Ni(4)=k) =Y o

k=0 k=0

b) (1.2 ptos.) Denotando por Ep(j) a E[Ventas dia 5/quedan j], si al llegar al dltimo dia quedan j
programas sin vender, la esperanza de la cantidad de programas vendidos el 1iltimo dia estd dada por:

7)\21 7)\21

ByG) = Y i POa(1) = i)+ 3 5 PVa(1) = ) = 3o QL o Qall e

J
1=0 i=j+1 1=0 i=j+1

De manera equivalente, lo anterior se puede expresar como:

i —)\21
me{]’z} L

¢) (1.2 ptos.)Condicionando sobre la cantidad de paquetes que quedan sin vender al comienzo del dia 5,
dado que se sabe quedan, y denotando por E. a la esperanza pedidal, se tiene que:

()X e

Mx

X
E. =) (BE./P(N1(4) = X —j)) - P(N1(4)
j=1 ]:1

2. (1.2 ptos.)El problema de maximizacién de beneficios estd dado por:

méx E[B] — Costos

Donde, denotando el evento ¢ como: quedan programas al comienzo del dia 5, se tiene que:

(A4)X—je=nd

X7 ] P, +P-X-(1-P,)

X
E(B) = E[B/q]- P(a)+ E[B/ ~ a]-P(~ ) = | Y_(P-(X=))+C-Ey(j)):

Jj=1

Por otro lado, los costos son: C' - X

1Si se venden (X — j) en los primeros 4 dias, quedan j para el tltimo dia



3.

(1.2 ptos.) Sea x el tiempo hasta que llegue la préxima llamada desde que se cae el sistema. Dada que las
llamadas siguen un proceso de poisson de tasa As, el tiempo hasta la pr’xima llamada se distribuye exponencial
de pardmetro \o. Luego, si denotamos y al largo de la caida del sistema se pide que:

Pz > y) <a%el—c™<a%

O de manera equivalente:

PNo(y) > 1) <a%e1-—P(Ny(y)=0)<a% e1l—e<a%



