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h

equipotencial

22 )(0 aZzVV =⇒=∇

Condiciones de Borde

25)(
5)1(

0)0(
zzV

zV

yzV
=∴

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

==

==
a) kzEk

z
VVE ˆ10ˆ −=⇒
∂
∂

−=−∇=
vv

b) kzED ˆ10εε −==
vv

1 km2



Escuela de 
Ingeniería 
Universidad 
de Chile

FI 33A Electromagnetismo      - Prof. Luis Vargas     - Otoño 2006

Revisión Control 1

∫∫ ′−

′−
=

S rr
rrdqE 3

0

)(
4

1
vv

vvv

πε ρθρσσ dddsdq 0==

ab

z

x

y
S

θd

ρ

kzr ˆ=
v jir ˆsinˆcos θρθρ +=′

v

θ

( )∫∫
+

+−−
=⇒

S z

kzjiddE 2/322
0

0

)ˆˆsinˆcos(
4

1

ρ

θρθρρθρσ
πε

v



Escuela de 
Ingeniería 
Universidad 
de Chile

FI 33A Electromagnetismo      - Prof. Luis Vargas     - Otoño 2006

Revisión Control 1

∫∫ ′−

′−
=

S rr
rrdqE 3

0

)(
4

1
vv

vvv

πε ρθρσσ dddsdq 0==

ab

z

x

y
S

θd

ρ

kzr ˆ=
v jir ˆsinˆcos θρθρ +=′

v

θ

( )∫∫
+

+−−
=⇒

S z

kzjiddE 2/322
0

0

)ˆˆsinˆcos(
4

1

ρ

θρθρρθρσ
πε

v



Escuela de 
Ingeniería 
Universidad 
de Chile

FI 33A Electromagnetismo      - Prof. Luis Vargas     - Otoño 2006

Revisión Control 1

ab

z

x

y
S

0ε
QsdE

S

=•∫∫
vv

sdEsdE
sS

vvvv
∫∫∫∫ •=•

8

8

8S

0
22 )( σπσ abdsQ −== ∫∫

Λ

0

0
22

8
)(

8
ε

σπ absdE
s

−
=•∫∫

vv



Escuela de 
Ingeniería 
Universidad 
de Chile

FI 33A Electromagnetismo      - Prof. Luis Vargas     - Otoño 2006

Revisión Control 1

v0

σ

d

l

mg

qE



Escuela de 
Ingeniería 
Universidad 
de Chile

FI 33A Electromagnetismo      - Prof. Luis Vargas     - Otoño 2006

 

Carga neta nula

E
v

Carga neta nula

Sin Campo eléctrico 

Modelo Básico de Conductores

• Abundantes cargas positivas y negativas 
• Pueden moverse libremente en presencia de un campo 
eléctrico 
Estado de 
Equilibrio

Campo eléctrico nulo en 
el interior

E
v
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Propiedades
 

Carga neta nula

E
v

Carga neta nula

Sin Campo eléctrico 

1. La carga sólo se redistribuye en la superficie

,

00 =⇒=⋅∇⇒ lE ρ
v

0=E
vEstado de Equilibrio

dentro del conductor

0=iE
v

E
v
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Propiedades 

Carga neta nula

E
v

Carga neta nula

Sin Campo eléctrico 

2.Toda la superficie del conductor es una superficie        
equipotencial

Estado de Equilibrio
dentro del 
conductor

0=E
v 0=⋅−=∆⇒ ∫ ldEV

vv

No existe diferencia de potencial entre dos 
puntos cualesquiera al interior del conductor
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Propiedades

3. El campo eléctrico inmediatamente afuera del conductor 
es normal a la superficie del conductor (sino la carga 
se movería) 

Conductor en estado 
de Equilibrio 0=E

v ∆s mitad manto
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Condensadores

Sistema de dos conductores en donde la carga de uno de 
ellos es de igual magnitud pero de signo contrario al otro. 
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Condensadores

Se caracteriza a través de su capacidad C
V

QC
∆

≡
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Ejemplo

σ

-σ
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Ejemplo
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Ejemplo

d
ACd

ACluegodVyAQ ε

ε
σ

σ
ε
σσ =⇒==∆= ,

· Menor d ⇒ mayor C,
· Mayor A⇒ mayor C,
Mayor ε ⇒ mayor C,
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ENERGÍA ELECTROSTÁTICA

La energía electrostática de un sistema de partículas es el 
trabajo necesario para formar dicho sistema ⇒ W=U.  

•
•

•

q1     p1

 q2     p2 

q3    p3 

Caso sistema de 3 cargas
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ENERGÍA ELECTROSTÁTICA

Traemos una por una las cargas desde el infinito

•q
1

p
1

Para la primera carga no 
es necesario realizar 
trabajo

01 =W



Escuela de 
Ingeniería 
Universidad 
de Chile

FI 33A Electromagnetismo      - Prof. Luis Vargas     - Otoño 2006

ENERGÍA ELECTROSTÁTICA
Traemos una por una las cargas desde el infinito

•
•

q1 p
1

q
2

p
2

Para la Segunda carga

2122 VqW =

V21 es el potencial producido por la carga 1 en la 
posición P2
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ENERGÍA ELECTROSTÁTICA
Traemos una por una las cargas desde el infinito

•
•

•

q1 p 1

q2 p
2

q
3

p
3

Para traer la 3a carga

3233133 VqVqW +=

V31 es el potencial producido por 
la carga 1 en la posición P3

V32 es el potencial producido 
por la carga 2 en la posición P3
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ENERGÍA ELECTROSTÁTICA

Traemos una por una las cargas desde el infinito

323313212320 VqVqVqWWW ++=++=

Luego el trabajo total es
•

•

•

q1 p 1

q2 p
2

q
3

p
3
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ENERGÍA ELECTROSTÁTICA
Traemos una por una las cargas desde el infinito

Si invertimos el orden, primero 
traemos la carga 3, luego la 2 y 
finalmente la 1 se tiene:

{ { 43421

1carga
Trabajo

121131

2carga
Trabajo

232

3carga
Trabajo

0 VqVqVqW +++=′

•
•

•

q1 p 1

q2 p
2

q
3

p
3
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ENERGÍA ELECTROSTÁTICA

Trabajo es el mismo 
independiente del orden, luego WW =′

1211312320 VqVqVqW +++=′323313212 VqVqVqW ++= y

Sumando

1 13 12 2 21 23 3 31 32

1 2 3

2 ( ) ( ) ( )
potencial en potencial en potencial en

W q V V q V V q V V⇒ = + + + + +
14243 14243 14243

( )3322112
1 VqVqVqW ++=

•
•

•

q1 p 1

q2 p
2

q
3

p
3
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ENERGÍA ELECTROSTÁTICA

∑
=

=
n

k
kkVQW

12
1

Para un sistema de n cargas se obtiene

en [J] joules

para distribuciones continuas de carga se tiene 
∑→∫ y  q→dq, con ello

∫= dqrVW )(
2
1 v en [J] joules
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ENERGÍA ELECTROSTÁTICA

∑
=

=
n

k
kkVQW

12
1

Para un sistema de n cargas se obtiene

en [J] joules

para distribuciones continuas de carga se tiene 
∑→∫ y  q→dq, con ello

∫= dqrVW )(
2
1 v en [J] joules
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ENERGÍA ELECTROSTÁTICA
Para una distribución específica de carga tendremos

∫= drrVrW )()(
2
1 vvλ

∫∫= dSrVrW )()(
2
1 vvσ

dvrVrW )()(
2
1 vv
∫∫∫
Ω

= ρ
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Energía de un Sistema de Conductores 
Consideremos n conductores cargados

Q1 
Q2 Qn

¿Cuánta energía se gastó en formar este sistema?
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Solo hay carga en las superficies

Q1 
Q2 Qn

43421

v

43421

v

43421

v
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n

Q

S
nn

Q

S

Q

S
dSrVdSrVdSrVW ∫∫∫∫∫∫ +++= )(
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1...)(

2
1)(

2
1

2

2

1

1

2211 σσσ ∑=∴ iiQVW
2
1

Energía de un Sistema de Conductores 
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Caso condensadores 
Cada condensador tiene igual carga y de signo contrario

 

Q2 

Q1V1 

V2 

⇒+= )(
2
1

2211 QVQVW⇒= ∑ iiQVW
2
1

12112 )(
2
1 QVVWQQ −=⇒−=

pero Q=C∆V
C
QW

2

2
1

=⇒ ( )2
2
1 VCW ∆=ó



Escuela de 
Ingeniería 
Universidad 
de Chile

FI 33A Electromagnetismo      - Prof. Luis Vargas     - Otoño 2006

Fuerza Eléctrica y Energía

∫ •−=
b

a

ldFW
vv

a

b

Trabajo entre dos 
puntos

WF −∇=⇒
v

Y el trabajo es igual al cambio de la energía eléctrica 
del sistema
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Fuerza Eléctrica y Energía

x, î

Q -Q Ejemplo: 
Condensador de 
placas planas

C
QW

2

2
1

=

Al producirse el movimiento de atracción, la carga 
neta se mantiene constante (Q=constante)
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Fuerza Eléctrica y Energía

x, î

Q -Q C
QW

2

2
1

=

La capaciadad es 
función de la distancia 
x

x
AC 0ε=

x
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Fuerza Eléctrica y Energía

x, î

Q -Q C
QW

2

2
1

=

La capaciadad es 
función de la distancia x

x
AC 0ε=

x
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Fuerza Eléctrica y Energía

x, î

σ =Q/A
-QMétodo alternativo

Fuerza producida por el 
campo de una placa sobre 
las cargas de la otra

Fd
v

E
v
dq



Escuela de 
Ingeniería 
Universidad 
de Chile

FI 33A Electromagnetismo      - Prof. Luis Vargas     - Otoño 2006

Fuerza Eléctrica y Energía

x, î

-QMétodo alternativo

Campo producido por placa con Q

iE ˆ
2 0ε
σ

=
v

dqEFd
vv

=

Fd
v

E
v
dq

σ =Q/A

Fuerza sobre elemento dq
de otra placa con -Q



Escuela de 
Ingeniería 
Universidad 
de Chile

FI 33A Electromagnetismo      - Prof. Luis Vargas     - Otoño 2006

Fuerza Eléctrica y Energía

x, î

Q -QMétodo alternativo

Campo entre las 
placas

iE ˆ
2 0ε
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=
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vv

=

Fd
v

E
v
dq

i
A

AFiAdsiF
A

ˆ
2

)(ˆ
2

ˆ
2 0

2

0

2

0 ε
σ

ε
σσ

ε
σ

−=⇒−=−=⇒ ∫∫
vv

∫∫∫∫∫∫ −===
AAA

dsEdqEFdF )( σ
vvvv

i
A

QF ˆ
2 0

2

ε
−=∴

v



Escuela de 
Ingeniería 
Universidad 
de Chile

FI 33A Electromagnetismo      - Prof. Luis Vargas     - Otoño 2006

Energía en términos de Campos

∫∫∫
Ω

== dvrVrUW )()(
2
1 vvρ

Habíamos visto que en distribuciones de carga en 
volumen

( )rD vv
ρ=•∇pero ( )∫∫∫

Ω

⋅∇=⇒ VdvDU
v

2
1

ρ
Ω
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Energía en términos de Campos
ρ será nulo en todo punto fuera del volumen Ω, luego 
podemos extender el espacio de integración a un espacio 
mayor, por ejemplo una esfera Σ de radio R

ρ
R

Σ

Ω

( )∫∫∫
Σ

⋅∇= VdvDU
v

2
1

( )AffAAf
vvv

⋅∇+∇⋅=⋅∇

y usando

[ ] ( )∫∫∫∫∫∫
ΣΣ

∇⋅−⋅∇=⇒ dvVDdvDVU
vv

2
1

2
1
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Energía en términos de Campos
Aplicando el teorema de la divergencia

ρ
R

S(Σ)

Ω

pero

[ ] ∫∫∫∫∫
∑Σ

•=⋅∇
)(S

sdDVdvDV vvv

( )∫∫∫∫∫
ΣΣ

∇⋅−⋅=⇒ dvVDsdDVU
S

vvv

2
1

2
1

)(

r
V 1
∝

32
11
r

DV
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D ∝⇒∝
vv

y

0
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ΣS

sdDV vv
si R→∞ ( )∫∫∫

Σ
∇⋅−=⇒ dvVDU

v

2
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Energía en términos de Campos

Aplicando

ρ
R

S(Σ)

Ω

( )∫∫∫
Σ

∇⋅−=⇒ dvVDU
v

2
1

EV
v

−=∇

∫∫∫
Σ

⋅=∴ dvEDU
vv

2
1

Aquí Σ es todo el 
espacio

EDWe

vv
⋅=

2
1 es la densidad de energía electrostática
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Fuerza Eléctrica y Energía

kz ˆ,

jy ˆ,

ix ˆ,

ρ 

a
Ejemplo

Esfera dieléctrica 
cargada con densidad 
ρ.
Si ρ= ρ0 es constante 
se pide calcular la 
energía electrostática 
del sistema

ε
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Fuerza Eléctrica y Energía
kz ˆ,

jy ˆ,

ix ˆ,

ρ
a

Ejemplo

Para r < a

totalQSdD =⋅∫∫
vv r

rrD ˆ
3

0ρ=⇒
v

rrDE ˆ
3

0

ε
ρ

ε
==

v
v



Escuela de 
Ingeniería 
Universidad 
de Chile

FI 33A Electromagnetismo      - Prof. Luis Vargas     - Otoño 2006

Fuerza Eléctrica y Energía

kz ˆ,

jy ˆ,

ix ˆ,
ρ

a

Ejemplo

Para r ≥ a

totalQSdD =⋅∫∫
vv

r

r
r
aD o ˆ

3 2

3ρ
=⇒

v

r
r

aE ˆ1
3 2

0

3
0

ε
ρ

=
v
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Fuerza Eléctrica y Energía
kz ˆ,

jy ˆ,

ix ˆ,

ρ a

Ejemplo

Ahora aplicamos 
la fórmula

∫∫∫
Σ

⋅=∴ dvEDU
vv

2
1

∫∫∫∫∫∫ ⋅+⋅=
restoesfera

dVEDdVEDU
vvvv

2
1

2
1
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Fuerza Eléctrica y Energía

kz ˆ,

jy ˆ,

ix ˆ,

ρ a

Ejemplo

Obtenemos

][
45

10
45

2

0

52
0

52
0 JaaU

ε
πρ

ε
πρ

+=⇒

∫∫∫
Σ

⋅=∴ dvEDU
vv

2
1
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Medios materiales en electrostática
Dieléctricos

PED
vvv

+= 0ε
ED
vv

ε=

Los medios se componen de dipolos que pueden girar 
en torno a su posición de equilibrio, pero no se 
desplazan.

-q

q
d

r̂-q

q
d

r̂
rqdp ˆ=r
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Medios materiales en electrostática
Conductores

Los conductores poseen abundantes cargas (positivas y 
negativas) que pueden moverse libremente en presencia de 
un campo eléctrico 

cteV
E
=
= 0

v•Sólo tiene distribución 
superficial
•no hay polarización .

cteV
E
=
= 0

v


