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Por otro lado también se puede escribir

; v
B, = [RO) e
_ Ho ; !
= 4n/K S 4

o Ho I2(?/) !
= 0 e
(4.2.14)

gue implica que la contribucion al potencial vectorial de la densidades de
corriente de superficie es

e _ & 1 _ 1 — ! 1
Ry (F) = 4n/(||r—r'|| ||ro—r'||> R(')d.7 (4.2.15)

4.2.3. Ejemplo

Dada la corriente | a lo largo de un alambre recto infinito se puede
calcular A usando (4.2.10). El elemento de camino es kdzy se debe calcu-
lar

A(r):”"’—'k/ t 1 )

4T \/p2-|—22 \/p§+22
_ Kl P
= o In (p()) k (4.2.16)

4.3. Ley circuital de Amp ere

En lo que sigue se demostrara que en régimen permanente (es decir
con 0-J=0),
O x B(P) = uoJ(F) (4.3.1)

Previamente es necesario hacer dos demostraciones.

e a) Se demostrara que la integral de volumen del Laplaciano de 1/r
calculada en cualquier volumen que contenga al origen vale —4r. Para
comprender esta demostracion es necesario tener claro que el Laplaciano
de 1/r es nulo en todas partes, excepto en el origen. Por lo tanto la integral
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gue se va a estudiar no depende de la forma del volumen ¥ considerado,
so6lo depende de si el origen esta o no dentro de 7.

/DZEdv/ _ /D-(D}> 4y
a r Y r

= —4m (4.3.2)

Arriba dQ es el elemento de angulo so6lido. El angulo solido que subtiende
una superficie cerrada que no contiene al origen es cero y el de una super-
ficie que contiene al origen es 4. Se uso el elemento de superfice de una
esfera centrada en el origen aprovechando que el resultado no depende
de la forma del volumen.

El resultado anterior se escribe

DZ% = —4115(x) 3(y) 6(2) (4.3.3)

donde la “duncion” & es nula en todas partes excepto el origen y ademas
fé’é(x) dx= 1 siempre y cuando el intervalo a-b contenga al origen.

e b) Sisetoma el rotor de B a partir de la expresion (4.2.2) y se tiene
presenta la identidad 0 x (0 x C = 0(0-C) — 02C se tiene que

=3

am_ o J(r")
—0OxB = 0Ox Dx/ dv’
Ho ( gl )

) I
0 (D./“r_r,” d“//> —DZ/ e 47

De estas dos contribuciones, se puede afirmar inmediatamente que gracias
a (4.3.2) arroja 4mJ(r). La primera contribucion requiere de mas analisis:

parentesis en ler término =
o 1
= J)-Os——=—dv’
/ IF—7']]
= 1
= — [ Jr).-O’ dv’
IR =

Jr) 0. J(F)
—/D'. e &+ [ e 97 (4.3.4)
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Siendo estas integrales en todo el espacio, la primera es nula porque pue-
de convertirse en una integral de superficie a distancia infinita. La segunda
es nula porque en magnetostatica se cumple que 0-J = 0.

Se concluye entonces que (4.3.1) se cumple.

Un corolario sigue de inmediato. Si se integra la relacion (4.3.1) sobre
una seccion Sparcial de un conductor por el que circula la densidad 5(?’),
se tiene, por el teorema de Stokes, que el lado izquierdo puede ser escrito
como la integral sobre un camino cerrado I' que corresponde al borde de
la seccion S, entonces,

f B.dr = uo/j-dé (4.3.5)
)

esto es,

Figura 4.8:La corriente que corta superficie S puede determinarse integrando al campo
magnéticoen ' = 4S.

]{ B.dr = ol (4.3.6)
=09

gue se conoce como la forma integral de la ley circuital de Ampére. I es
la corriente que corta a cualquier superficie . cuyo borde es .

Lo visto en este capitulo permite calcular campos magnéticos en di-
veras situaciones. En casos muy simétricos es posible calcular campos
magneéticos haciendo uso de la ley circuital de Ampére. En otros hay que
conformarse con (4.2.7) o con un calculo del potencial.

EJERCICIO04.3-1 Demostrar que el campo que hay en el interior de una
bobina toroidal de N vueltas y corriente | en cada vuelta depende tan solo
de la distancia p al eje del toro y del vector unitario cf)

B=""—¢ (4.3.7)
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4.4. Fuerza magn ética

De (4.1.4) se desprende que la fuerza de Lorentz d3F que actla sobre
un elemento de volumen d¥” de un conductor debido a un campo magnéti-
co externo B(F) es,

d¢*F = J(r

El segundo paso se logr6 haciendo uso de (3.3.10). Si se integra sobre
la seccion del conductor se obtiene la fuerza dF que actta sobre un ele-
mento de largo df de un conductor debido a un campo magnético externo
B(r),

dF =1dPx B(P) (4.4.1)

dr BV

\gF

Figura 4.9:La fuerza dF que aparece en una tajada de largo d¥ de un conductor cuando
esta presente un campo externo B.

Si se interga la expresion anterior sobre todo el circuito se obtiene la
fuerza total

F=| fr dF x B(7) (4.4.2)

gue actua sobre el circuito debido a la presencia de un campo magnético
externo B. Esta fuerza no esta localizada, es decir, no actua sobre un punto
del circuito sino que sobre cada elemento infinitesimal del circuito actua
una pequefa fuerza y la suma total de esas fuerzas, que estan actuando
en diferentes puntos, dan (4.4.2).

EJERCIC0O4.1-4Si se tiene un circuito cerrado por el que circula una
corriente |, demostrar que la fuerza neta que actlia sobre el circuito, por
efecto de la presencia de un campo magnético externo uniforme, es nula.
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La fuerza por metro, entre dos alambres infinitos paralelos, separados por 1
metro, cada uno llevando una corriente de 1 Ampeére, es aproximadamente
de 2x 10~/ newtons

Se puede reescribir esta relacion tomando, en lugar de un campo ex-
terno B, el elemento de campo magnético dB que se obtuvo en (4.1.8). De
tal manera se obtiene la fuerza d2F que actua sobre el elemento df de un
conductor debido a la parte del campo magnético que produce el elemento
dr’ del conductor “prima”, que lleva a la Ley de Ampeére,

o= Mo, drx (dr'x (r—r'))
d°F = 4n| I e (4.4.3)
Integrando se obtiene la fuerza neta que actua sobre el circuito I' debido
al circuito " 4 x (AP x (F—T))
IJO |’ ]{f X
Il 4.4.4
FEN ST s

EJERCICIO4.1-6 Demostrar que la fuerza (4.4.4) obedece el principio
de accion y reaccion.

Se puede aplicar (4.4.1) en forma muy sencilla para calcular el torque
gue actua sobre un circuito debido a la interaccion entre la corriente que
circula por €l y un campo magnético externo. Puesto que

d7 =P x dE = IF x (drx é) (4.4.5)

se obteniene que el torque que actua sobre un circuito filiforme completo
es

7| frrx (ar < Br)) (4.4.6)

A modo de ejemplo se encontrara una forma diferente de expresar el
torque que actua sobre un circuito debido a la presencia de un campo
magnético externo uniforme By. En este caso la integral (4.4.6) para el
torque se reduce a

T=| f (7 Bodr — 7 drBo) 4.4.7)

pero como F-dr = %d (r-7) es una diferencial exacta, entonces no contribu-
ye a la integral sobre un camino cerrado, de modo que la integral anterior
proviene tan solo del primer término en el integrando.
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Por otro lado notemos que

}[d (7-Bor)

fd(r-éodmc?r-éo?)

0

por lo cual el torque ahora se puede escribir

- 1 _ _
7 - §|f{?-sodr—dr-30r}

= %I%(T’xdf’)xéo

= %|L§z>< éo

= mxB (4.4.8)

El vector . tiene magnitud de superfice; en el caso que la curvaTl sea
plana, coincide con la superficie encerrada por dicha curva. Mas en general
. tiene como primera componente .% = .%4z a la surpeficie encerrada por
la proyeccion de la curva I sobre el plano Y Z En forma ciclica se definen
las otras componentes. El producto

m=1.5 (4.4.9)

tendra importancia mas adelante. Se lo llama el momento dipolar magnéti-
co del circuito.

4.5. Una particula en un campo magn ético uniforme

Como ya se dijo en (4.1.4), una particula cargada que se mueve en presencia de un
campo magnético esta sometida a la fuerza de Lorentz,

F=quxB (4.5.1)
Si no hay mas fuerzas sobre la particula, la ecuacion de movimiento para ella es,

m?j—f =qux B (4.5.2)

Si se multiplica a ambos lados de la ecuacion escalarmente por V se obtiene que mv-
(dv/dt) = 0, lo que equivale a afirmar que,

:—ZLmV2 = constante (4.5.3)
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La energia cinética de la particula no cambia en el tiempo. Por lo tanto la fuerza de Lorentz
en este caso no efectua trabajo. La velocidad mantiene su magnitud.
Si se multiplica la ecuacion (4.5.2) punto B se obtiene,

v
5. &V _
Mo Gt

Todo lo anterior vale para cualquier campo magnético externo.

Si el campo magnético no depende del tiempo entonces (4.5.4) implica inmediatamen-
te que la derivada de V- B es constante. Puesto que ||V|| es constante, lo anterior implica
que la proyeccién de B a la direccion de la velocidad es una constante.

En particular, si B es ademas uniforme, el angulo a entre la valocidad y B permanece
constante.

Se estudiara con mas detalle este particularisimo caso. Conviene escoger el eje Z
paraleloa B, esto es, B= Bk. La velocidad en la direccion de Z es constante porque no hay
fuerza en esa direccion, lo que implica que vf—l—v% = constante. Si se denota por vﬁ a esa
constante, entonces,

0 (4.5.4)

Vi = VhCOSQ
Vo = VhSing
Al reemplazar esta forma en la ecuacion de movimiento se obtiene inmediatamente que,

w=@= —q—n? (4.5.5)

gue implica que la velocidad angular es constante.
Recopilando lo ya obtenido la velocidad puede escribirse como,

V= vy[fcog wt) + | sin(cwt)] + kvs (4.5.6)

Toda la dependencia en el tiempo ha sido escrita en forma explicita. Es obvio también que
si se denomina vp a la magnitid de la velocidad, entonces,

V3 = \VpCosa
Vh = VgSina

Y las ecuaciones para determinar el movimiento son,

Vo sina coq wt)

Vo sina sin(wt)
Vo cosa (4.5.7)

N <
|

Por lo tanto,

x(t) = xo+v—£sinasin(wt)

<

=
=

=
Il

Yo+ V—£ sina coq wt)
z(t) = 2zp+vptcosa (4.5.8)
La proyeccion del movimiento al plano XY es una circunferencia de radio

m
R= q—Bvosma (4.5.9)
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4.6. Dipolos magn éticos

En esta seccibn se comenzara calculando el potencial vectorial A(F)
evaluado en un punto lejano T asociado a un circuito pequefio ubicado
en un punto ¥’. Cuando se dice “lejano”, se quiere decir, “a una distancia
mucho mayor que el tamafio del circuito”.

Comencemos recordando que si ||A]| < |[r”|| entonces

1 1 P A
[a-vr A ( Az )
Nuestro punto de partida es la expresion (4.2.10) con una notacion le-

vemente diferente y en el caso 7y = o,

o _[J_OI dR
A= P g

(4.6.2)

que se reescribe haciendo el cambio de variables que sugiere la figura,
donde T’ es un vector que sefiala algn punto que pueda razonablemnte
representar al centro del circuito y 7" es la nueva variable de integracion y
su magnitud maxima describe el tamafio del circuito. Entonces la expresion
anterior queda

T 4m

n
Ar) = K f _drr (4.6.3)
rlA—r"|

Figura 4.10:Se calcular el potencial lejano A asociado a un pequefio circuito I" recorrido
por R

donde A =7 —7'. Notese que este vector A no depende de la variable de
integracion. Al hacer el reemplazo (4.6.1) nos damos cuenta que la prime-
ra integral es nula (§dr” = 0) y sol6 nos queda la segunda contribucion,
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llamada aproximacion dipolar magnética

= Lol ?”-Z
Ad|p0|0(r) - H - A3 df’” (464)

No es dificil demostrar, siguiendo pasos analogos a los que se utilizo al
deducir (4.4.8), que la integral anterior puede ser transformada en

- to (| A
Adipolo(?) = E(f[ (Efi—?” X df’”) X A3 (4.6.5)

La cantidad encerrada entre paréntesis redondos, que tiene la forma ya
conocida 1., sera llamada momento dipolar magnético m,

= '—fr" x dr” (4.6.6)
2Jr
Entonces se obtiene finalmente que
2 _ Homx (F—T"))
Adlpolo(?) T anfr—1|]? (4.6.7)

y se refiere al potencial vectorial en ¥ de un dipolo magnético ubicado en
T’I
El campo magnético asociado

Bdipolo ™) = B % Aginolo(F) (4.6.8)
se puede calcular derivando y se puede demostrar que es
3 m- (F—17)
Sapoio?) = -5 (g7
= _UOD‘pdipolo(r) (4.6.9)

donde ¢ (7) es el potencial escalar asociado al campo magnético lejano de

un circuito, /
o m (r—r’)
d’dipolo(r) = 74"”?—?'”3 (4.6.10)

También es posible definir formalmente un potencial escalar asociado
al campo magnético de un circuito filiforme I' cualquiera por el cual circu-
la una corriente I. El circuito se cuadricula en circuitos muy pequenos, es
decir, una superficie que se apoya en I' es parcelada en sectores infinite-
simales d.¥', por cuyo perimetro se supone ficticiamente que circula una
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corriente 1, de tal modo que la frontera entre dos de estas subdivisiones
tiene corriente neta nula, entonces se puede ver que el potencial escalar
magnético asociado es

_ pdme(r—7)
o(r) = anr =7

| F—7")-ds
= = //W (4.6.11)

donde se ha usado (4.4.9), es decir, dh= 1d.7.

Mas en general la corriente | debiera ser reemplazada por una integral
de Jy no debe perderse de vista que esta definicion da el campo neto
(4.6.11) s6lo para aquellos puntos T en los cuales la densidad de corriente
es nula.

Este resultado cobrara especial importancia cuando se discuta magne-
tismo en materia.

4.7. Problemas

4.1 Calcular el campo magnético que produce un conductor cilindrico in-
finito de radio a por el cual circula una densidad de corriente unifor-
me J.

4.2 Calcule el potencial vectorial asociado al campo magnético debido
a una corriente | gque circula por un alambre recto infinito usando
directamente la expresion integral para A y demuestre que es

AF) = —g—‘;l n (%) k 4.7.1)

4.3 Calcule la fuerza por unidad de longitud que actua sobre un alambre
recto infinito por el cual circula una corriente |, si a distancia a de él
hay un alambre recto infinito y paralelo al primero, por el cual circula
una corriente |,.

4.4 Una densidad de corriente = Jy @ circula por el volumen de un cilin-
dro metalico recto de radio externo by radio interno a. Determine el
campo magnético: parap < a; paraa< p < hb;y parap > b.
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