Capitulo 4

Magnetost atica

4.1. Corrientes y campo magn ético

La forma mas directa de apreciar la existencia de campos magnéticos
se relaciona con los imanes. Con ellos se puede atraer trozos de hierro.
Una brdjula es un iman de forma alargada que puede girar para alinearse
con el campo magnético de la Tierra.

4.1.1. Anticipo

Es interesante observar que la ley de continuidad (3.1.6) unida a la ley
de Coulomb conduce a la deduccion formal que sigue. Si en (3.1.3) se
reemplaza p por su expresion en la ley de Coulomb g0 E se obtiene que,

O- [so‘;—'tz +J| =0 (4.1.1)

Pero si una funcion vectorial tiene divergencia nula en todas partes, puede
escribirse como el rotor de una funcion vectorial B(F,t) como sigue

o - =
OxB= IJOJ‘FIJOSOE (4.1.2)
Esta relacion formal sera mas adelante justificada en base a leyes fisi-
cas y de tal forma que B podra ser interpretado como el campo magnético
gque se produce tanto debido a la presencia de una densidad de corriente
como a la presencia de un campo eléctrico variable.
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4.1.2. Dos nuevas leyes

Figura 4.1:Una carga ¢ produce un campo magnético B(F) en todo punto ¥

Dos son las leyes experimentales que establecen la causa y el efecto
de un campo magnético:

(a) Una carga puntual g en posicion 7/ que se mueve a velocidad V'
produce en T un campo magnético

—

MoV x (F—T")

(F)= an TP (4.1.3)

()

Figura 4.2:Sobre una carga en movimiento en presencia de un campo magnético actua
una fuerza magnética.

(b) La fuerza que actlia sobre una carga puntual g ubicada en ¥ que se
mueve con velocidad V en presencia de un campo magnético externo B(F),
es,

—

F=quxB(r) (4.1.4)

la que se conoce como fuerza de Lorentz. Hoy dia es mas comdn llamar
fuerza de Lorentz a la fuerza electromagnética total que puede actuar so-
bre una carga q, esto es,

—

F=gE+quxB (4.1.5)
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4.1.3. Campo magn ético debido a una corriente

La ecuacion (4.1.3) puede ser extendida para escribir la contribucion al
campo magnético que se produce en un punto ¥ debido a la densidad de
corriente T(F”) que hay en un elemento de volumen d¥' en torno al punto
7’. Resulta ser,
to J(F') x (F—7")d¥”
4 r-TR

Para obtener esta expresion se reemplazo el factor 'V’ que hay en (4.1.3)

por p(P)W'dy’ = J(F")dv".

9

d3B(r) = (4.1.6)

r

Figura 4.3:Se considera un elemento de volumen en el conductor con corriente. Este pe-
quefio volumen es responzable de una parte d3B del campo total que la corriente provoca.

De (4.1.6) es inmediato ver que

r—r ,
/J T AL 4.1.7)

Si la densidad de corriente J esta circulando por un conductor filiforme
1y se expresa al elemento de volumen como un producto punto entre el
elemento de longitud dr’ a lo largo del circuito 1 y el elemento de seccion
dS del conductor de este mismo circuito, entonces se puede usar (3.3.10)
para reemplazar en (4.1.6) los factores Jd#' por d¥’ J(P') - dS. Después de
hacer esa sustitucion se puede integrar sobre toda la seccion del conduc-
tor, obteniéndose, seglin (3.1.4), la corriente I’ que circula en el conductor,

L ol'dP x (F—T)
dB(r) =
O = —Zr—rp

(4.1.8)

Se hizo uso de (3.3.10) con dr’ representando al elemento de un ca-
mino I que coincide con una linea de corriente J. En la expression (4.1.8),
donde se ha integrado sobre la seccion del conductor, el vector 7’ define al
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punto donde I corta a esta seccion. Para obtener (4.1.8) se ha supuesto
gue el conductor es muy delgado, de otro modo no se podria integrar sobre
la seccion en forma tan sencilla.

De la expresion anterior se obtiene el campo magnético total B produ-
cido por un circuito cerrado ",

o oy, [ 4P X (P—T)
BW)_4n'fFTFTFF_ (4.1.9)

Esta expresion se conoce como la ley de Biot-Savart.
EJERCIC0O4.1-1 Con la expresion anterior demostrar que el campo pro-
ducido por una corriente | que circula por un alambre rectilineo infinito es,

B(p,0) = > (4.1.10)

r1

Figura 4.4:La expreion (4.1.9) da el campo magnético producido por un circuito filiforme
I" con corriente I.

EJERcCICIO4.1-2 Demostrar que el campo que produce una corriente |
gue circula por una circunferencia de radio R, a distancia z, sobre el eje de
la circunferencia, es

B=—-——=5k 4.1.11
2 (R2+22)3/2 ( )

EJERCICIO 4.1-3 Demostrar que el campo magnético que hay en el

interior de una bobina cilindrica, ideal, infinita con n vueltas por unidad de

longitud y con corriente | en cada espira es un campo uniforme y vale

B = onlk (4.1.12)
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donde k es la direccion del eje de la bobina.

4.1.4. El efecto Hall

Cuando circula una corriente por un conductor en presencia de un cam-
po magnético externo, las cargas en movimiento (las cargas de conduc-
cion) tienden a desviarse de su trayectoria longitudinal por el conductor
debido a la fuerza magnética

Ifmag:qu I§:—qux§

Como efecto de esto se carga mas un costado del concuctor que el otro 'y
se produce un campo electrico trasversal a J'y asi se establece un equi-
librio. EI campo eléctrico trasversal E,, que aparece produce una fuerza
exactamente opuesta a la fuerza magnética dada mas arriba:

Figura 4.5:Por un conductor de seccion Ay ancho a circula una corriente total 1. Ademas
hay un campo magnético externo B se produce una diferencia de potencial trasversal a
la corriente y al campo magnético (en esta figura B es perpendicular a la circulacion de
la corriente | y es perpendicular al ancho a). La aparicion de esta diferencia de potercial
trasversal es el efecto Hall.

Qeﬁtr = —(OeVX B

Suponiendo estos vectores son todos paralelos o perpendiculares se pue-
de trabajar escalarmante

E; = VB = V =ak;, = vBa

donde la velocidad v de las cargas es proporcional a J que es v= 3J donde
B es una constante que tiene que ver con la conductovidad del material.

PeroJ=1/Acon lo cual
IBa
V=0pf—
P A

es decir, aparece una diferencia de potencial V.
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4.2. Potencial vectorial

4.2.1. Definici 6n usando J

La expresion (4.1.6) puede ser escrita

3 _ _Hogen,o 1 4y
B = ) X O 7
_ o I
= a7

47’ (4.2.1)

porque [ se refiere a las corrdenadas sin prima. De aqui resulta que B se
puede escribir como un rotor

=

_ Ho J(F’I) !
B(F) _me/nr—r'n a7 (4.2.2)

Lo cual quiere decir que siempre el campo magnético puede ser escrito
como el rotor de una funcion vectorial que sera denominada potencial vec-
torial: A(F), es decir,

B(r) =0xA(T) (4.2.3)

donde

_ Ho 1 1 Tl !
A(F) _Er/(nr—rfu - ||f'o—f"||) J(F)dy' + OA(F) (4.2.4)

El vector 7, s un punto arbitrario donde se escoge que A se anule y la
funcion A(T') también es arbitraria.

f
G
y’

Figura 4.6:

El volumen de integracion seria en principio todo el espacio, pero en la
practica es el volumen de la zona en la cual la densidad de corriente es no
nula, esto es, ¥ es el volumen del conductor por el cual circula la corriente.
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De (4.2.3) se desprende que,

0.-B=0 (4.2.5)

La libertad para escoger A de entre una familia infinita de funciones

conectadas por distintas funciones A(F) se llama libertad de gauge. Tal

libertad (que no tiene significado fisico directo) es usada, especialmente
en magnetostatica, para que el potencial vectorial satisfaga,

0-A=0 (4.2.6)
gue se conoce como gauge de Coulomb.
Si ademas hubiese una densidad de corriente de superficie K(F') la
expresion (4.2.4) tiene un término extra.

En (4.1.9) se establecié que el campo magnético B(F) debido a un cir-
cuito I por el que circula una corriente | es,

_ _[J_OI}{ dr’ x (F—T1")

donde 7’ es el vector que recorre la fuente, es decir el circuito . La expre-
sion anterior es equivalente a

5 _—“—Olf reo L
B(7) =~ $.97 % Do (4.2.8)
que es
!
B(r) = Kol dr (4.2.9)

= X —
a7
Nuevamente se ve que el campo magnético, esta vez debido a un cir-
cuito, puede escribirse como el rotor de un potencial vectorial A,

- _u_olf 1 1 p
AT) = an (||?—T"|| o7 dr’ 4+ OA(T) (4.2.10)

Para circuitos ideales infinitos fo no puede ser tomado de magnitud
infinita.

Mas adelante se vera que la nocion de flujo magnético @ a través de
una superficie .7 es fisicamente interesante,

o = /é(r)-dy
54
— /nyﬁ\(F’)-dY

- ?{ Ar)-dr (4.2.11)
=0
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Es muy facil demostrar que el flujo magnético no depende de A(T), es
decir, se obtiene el mismo ® con Ay con A’ ya que $0ON-dr=0.

Al tomar el rotor de (4.2.4) se obtiene (4.1.7).

Figura 4.7:

4.2.2. Potencial vectorial a partir de K

Veamos el efecto de una densidad de corriente superficial. En tal caso
existe una contribucion al campo magnético analoga a (4.1.6) y que es

(usando A=7—T7)

o Ho 0'd.#"V' x A
CBE) = e
o K(7') x B(df’ x dF) - A
~ an A3
po dP’ x A[d?" x K -]
- R

(4.2.12)

donde se obtuvo la segunda linea identificando o'V’ con K y el elemento
escalar de superficie con (d?’ x dF’)-A. Aqui d¢’ es el elemento de cami-
no trasversal tal como el que se us6 en (3.1.9). La tercera linea surge de
intercambiar las ubicaciones de K con el elemento de camino df’. Final-
mente, integrando sobre el camino trasversal se obtiene la corriente total
de superficie e integrando a lo largo del camino de corriente se obtiene el
campo total debido a la corriente superficial:

dr’ x
|y]§ e r/||3 (4.2.13)
Por otro lado también se puede escribir
r—r ,
- RO e
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