Capitulo 6

Fuerzas centrales y planetas

6.1. Barrera centrifugay potencial efectivo U*

6.1.1. Lanocion

Barl’e Fa Centrifuga es una nocion que puede ser comprendida a partir

de la conservacion del momento angular. Aparece naturalmente cuando la fuerza total es
central con centro en ¢. En forma poco precisa se puede decir que el momento angular
£ es proporcional a la distancia R de la particula al centro &'y también es proporcional
a la velocidad angular, £, ~ R¢. Puesto que /, es constante, si R esta decreciendo, ¢
tiene que ir creciendo en la misma proporcion. La aceleracion centripeta, por otro lado
es an ~ V2/R ~ R¢?, es decir, a, crece también. En otras palabras, para disminuir R se
necesita cada vez una mayor fuerza hacia el centro (centripeta), lo que se siente como si
se estuviera contrarrestando una barrera que expulsa del centro (centrifuga).

Cuando la fuerza total es central, proveniente de una energia potencial U (r),

. du |
F=-0U=—f (6.1.1)

el momento angular se conserva y el movimiento es plano. En tal caso se puede describir
todo el movimiento con las coordenadas polares (r, )

r = rf
V = if+rp@ (6.1.2)
ad = (F—r¢®) P+ (2fp+r9) @

= &+4d, (6.1.3)

El momento angular con respecto al centro de fuerzas, que sabemos que se conserva en
el caso de fuerza central, es

/ = mrFxV
= mr?gk (6.1.4)
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Al coeficiente que multiplica a k lo denominaremos ¢,

{=mrg (6.1.5)

Siendo central la fuerza total, la aceleracion a(p tiene que ser cero, lo que equivale a
. . 1d .
0=2ip+ro=—— (mr?g)

gue es cierto porque el momento angular es constante. Usando la definicion de £ dada
mas arriba se puede hacer el reemplazo

0= (6.1.6)

La energia mecanica total del sistema es E = K +U donde K = 3mi?+r2¢? que ahora se
puede escribir, gracias a (6.1.6), en la forma
m Iz
Eyr = =12+ =——+U(r 6.1.7
MT = 5 5o (r) (6.1.7)
El primer término es la contribucion a la energia cinética del movimiento radial y el se-
gundo es la contribucion a la energia cinética debida a la velocidad angular g.

La ecuacion de movimiento en el
caso actual puede escribirse en
la forma ma, = —dU /dr:

m(F— £ ):—d—u (6.1.8)

m2r3 dr

gue se reescribe como

d /2 d A la izquierda el potencial del oscilador armoénico U = k(r —
mi’ = ( ) =——U*(r)

S dr 2mr2 dr D,)2/2 que se anula en r = D, y el potencial efectivo U* aso-
(6.1.9) ciado. A la derecha se compara la funcién U con U* en el caso
y puede ser deducida directa- del potencial gravitacional. El potencial gravitacional U es infini-
mente de (6.1.7) sencillamente tamente negativo en el origen y crece asintticamente a cero. El
calculando dE,;;/dt = 0. Se ob- potencial efectivo U* diverge a + en el origen, para cierto r se
tiene una ecuacion (6.1.9) para anula, pasa a valores negativos, llega a un minimo y luego crece
r(t). Ya se establecio la depen- acercandose cadavez masaU.
dencia de ¢ enr en (6.1.6).

Lo notable es que esta ecuacion de movimiento es equivalente a la ecuacion de movimien-
to de una particula en el eje X con energia potencial U* = X—A2 +U(x), siempre que en

ambos casos se tome la misma funcion U y A = ¢2/(2m).

Se ha demostrado las siguientes propiedades del movimiento de un cuerpo de masa m
bajo el efecto de una fuerza total central de la forma (4.6.1):
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e La fuerza es conservativa y es —fdU (r)/dr, donde U(r) es funcion energia potencial.

e Hay momento angular conservado implicando que el movimiento es plano. Queda liga-
da la velocidad angular con el radio r por medio de (6.1.6).

e La ecuacion de movimiento, que es en un plano, se reduce a la ecuacion tan solo para
r(t), es decir, se convierte en el problema unidimensional (6.1.9).

e Esta ecuacion es matematicamente equivalente a la ecuacion de un movimiento unidi-
mensional, solo que en lugar de tener a U (r) como energia potencial, juega este papel la
funcion potencial efectivo U*,

u*(ry=u(r)+

ST (6.1.10)
~——

barrera centrifuga

Al Gltimo término en U* se le conoce como barrera centrifuga.

Para el importante caso gravitacional definido con (4.6.7) el potencial efectivo tiene un
minimo. En efecto, siU* = -2 +r% entonces U* es minimo en ry = 2b/a.

6.1.2. Ejemplo sencillo

Una particula libre es un caso trivial de “fuerza central”: F = 0y puede tomarse U = 0. Sin
embargo U* no es nulo. Nada malo hay en ilustrar este caso con el movimiento descrito
en la figura en §1.3, T =b 4 Ttv,,.

Este movimiento también puede ser descrito utilizando coordenadas (r(t), @(t)): x =Vt =
rsingyy=h=rcos¢. Mirando la figura en §1.3 debiera resultar obvio que si la particula
inicia su movimiento desde una posicion bien a la izquierda, la variable r(t) ird dismin-
uyendo con el tiempo, alcanzara un minimo r = b y luego r(t) comenzara a crecer, de
modo que si el movimiento es visto solamente desde el punto de la variable r pareciera
gue ha habido un bote a distancia b en una barrera centrifuga para comenzar a alejarse.

De la definicion de las coordenadas usadas se deduce que

. . .V, COSQ
0
F=vysing =
de donde es inmediato calcular que
E U Ocos mvicos?gp mvib? 42 d ¢
— MY PCosP= r 3 mrd dr2mr2

Es decir, el simple movimiento con velocidad uniforme v,i de una particula libre puede
ser visto como un movimiento bajo los efectos de una barrera centrifuga. «
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6.1.3. Orbitas circunferenciales

La energia cinética expresada con las coordenadas polares (r, @) es
—Vv¢ = — (F+r
5 5 (FF+r7¢)
m., £?

P
2 +2mr2

En el segundo paso se reemplaz6 la velocidad angular @ por la expresion (6.1.6) ya
encontrada en términos de /.

Una orbita es circunferencial cuando su velocidad radial es constantemente nula, es decir,
cuando tanto r = 0 como i = 0. Esto tltimo implica que debe encontrarse un radio r = r¢
tal que dU*/dr=0

(6.1.11)

du*
=0 (6.1.12)

Si se resuelve (6.1.12) se deduce un valor particular r = r¢ el que depende paramétrica-
mente del valor £. Este es el radio de la orbita circunferencial.

La energia cinética en el caso de la orbita circunferencial se reduce a

£2

K orbitacircunt = omr2

(6.1.13)

Puede verse que esta (ltima expresion coincide con la expresion del término que se
agrega a U para formar U*, es decir, la barrera centrifuga.

Conociendo el valor de la energia cinética y de la energia potencial, la energia mecanica
total es K +U y esta dada por

EZ
~2mr2
Ella esta totalmente determinada por el radio re.

E +U(re) (6.1.14)

EJEMPLO: Sise toma el caso gravitacional U = —GMm/r la solucion de (6.1.12) arroja
£2

T GMm2

Aqui se puede apreciar que las orbitas planetarias circunferenciales tienen un radio que

esta dado por su momento angular £. Pero tal vez una forma mas satisfactoria de decir

lo mismo se logra recordando que éste es un movimiento circunferencial con velocidad
angular uniforme w = @ = ¢/(mr2) de donde

GM 1/3

re (6.1.15)

gue no depende de la masa m del planeta sino tan solo de su velocidad angular. Con este
valor la energia total es
G2M?m?3

E= 272

(6.1.17)
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Los satélites geocéntricos son satélites alrededor de la Tierra, en el plano ecuatorial, que
tienen una velocidad angular igual a la velocidad angular de la Tierra. Para un observador
en la Tierra el satélite parece estar detenido. Estas son las Orbitas que usan los satélites
de comunicaciones. «

Las pequefias oscilaciones de r(t) en torno a una orbita circunferencial con un momento
angular / fijo se obtiene de (5.2.4) usando como potencial a U*,

GMm /2

U= =
r +2mr2

Su seguna derivada con respecto a r es U*”’ = —2GMm/r3+ 3¢/2/mr. Si se reemplaza
¢ = mr?w (donde w = ¢ es la velocidad angular del satélite), el Gltimo término ya no
depende de r. Si seguidamente se reemplaza r por su valor dado en (6.1.16), se obtiene
gue la frecuencia de estas pequenas oscilaciones de r en torno al valor r; es

Wpeq. osc. = W

Esto significa que el tiempo que tarda el valor de r en tomar dos veces consecutivas su
valor minimo coincide con el tiempo que tarda el satélite en dar una vuelta, lo que implica
que la orbita r(@) es cerrada.

& Calcule a qué distancia del centro de la Tierra debe estar un satélite para que sea geoesta-
cionario. Compruebe que estan a decenas de miles de kilometros. (Los satélites mas usuales
estan a pocos cientos de kilometros de altura).

& Silafuerza total sobre un cuerpo es F =kr2f +a Vx F, ; Como varia la energia mecanica total
con el tiempo? (k, ay a son constantes conocidas).

6.1.4. Ecuacion de Binet

Si se considera la ecuacion genérica con fuerza central
mF=F(r)?
Al escribirla en coordenadas polares y reemplazando ¢ = m—fz se obtiene

52
mi = — 4+ F(r 6.1.18
mr3 (n) ( )
El método de Binet consiste en reemplazar esta ecuacion para r(t) en una ecuacion en
que se considera tan solo la dependencia de r en el angulo, r(¢). La razbn para hacer
esto es que es mas facil resolver la nueva ecuacion que se obtiene que la ecuacion
original. Para obtener la dependencia en @ se hace uso de la regla de la cadena (dg/dt =

de/dtdg/de = ®g’). En lo que sigue la prima indica derivada con respecto a ¢,

d _
do=()
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con lo cual

.y A
reer “mr
A ! B 2 [ or? (6.1.19)
Tmmr2\r2) T m2r2\r2 3
A continuacion se define la funcion
1
w(p) = —
W=t
de modo que
r' v
W2
o _ow 2w'?
w2 w8

Si se hace estos reemplazos en (6.1.18) se obtiene

i _ mFEI/w)

gue es la ecuacion de Binet.

6.2. Planetasy todo eso

6.2.1. La ecuacion de la 6rbita y su integral

Ya se sabe que la ecuacion de movimiento reducida a la ecuacion solo para r(t) es

GMm /2
mf=————+— 6.2.1
r2 mr3 ( )
Al reemplazar todo esto en (6.2.1) resulta la ecuacion
" GMm?

gue es un tipo de ecuacion que ya se conoce, como por ejemplo: mX = —kx+mg. Su
solucion general es,

GMm?
/2
donde Ay & son las dos constantes de integracion. Siempre se puede escoger el eje a
partir del cual se mide ¢ de tal modo que 6 = 0 que es lo que se hace a partir de ahora.
Tal eleccion corresponde a conicas orientadas en forma simétrica con respecto al cambio

y—-y.

w(@) =Acos(@+9d)+ (6.2.3)
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Puesto que el inverso de w es r, (6.2.3) implica que

a
r(e) G (6.2.4)

- AL
1+ gy COS @

Antes de continuar se hace un repaso de la forma como se puede escribir una conica.

6.2.2. Cobnicas

A continuacion se va a demostrar que r(¢) dado por

R

= 2.
1+ecos@ (629

r(e)

define diversas conicas segln el valor de la excentricidad e. El parametro R define la
escala de longitud de la conica.

Si (6.2.5) se escribe como r+ercosg =R 0 equivalentemente como x*+y? = (R — ex)?
donde se ha usado

X =T COS @ y=rsing (6.2.6)
se obtiene
(1—e?)x?+2eRx+y? =R? (6.2.7)

gue es una de las formas conocidas que describe conicas. En efecto, todo polinomio
cuadratico Poli(x,y) = 0 representa una conica en el plano XY.

Si en (6.2.7) se hace el desplazamiento (valido tan solo si e? # 1)

- eR
X=X— 6.2.8
la ecuacion puede ser reescrita como
72 2
X y
=t =1 (6.2.9)
T2 1.&

Esta forma describe elipses e hipérbolas centradas en el origen. En efecto, si e < 1
esta es facilmente reconocible como la ecuacion de una elipse. En particular, sie =0
se obtiene una circunferencia. Si e > 1 lo es de una hipérbola. La ecuacion (6.2.7) en
cambio deja a uno de los focos de la conica en el origen.

Elipses: % < 1

Universidad de Chile Escuela de Ingenieria y Ciencias
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Una elipse es una curva que se caracteriza porque la
suma L, +L, de las distancia de cualquier punto P de

la elipse a dos puntos especiales llamados focos, vale \ L
mi

siempre lo mismo. Estos dos focos estan en el interior max
de la elipse sobre su eje mayor. El caso particular en
gue los dos focos se funden en un solo punto produce
una circunferencia.

En la forma original descrita en (6.2.7) esta es una
elipse con uno de sus focos en el origen y tiene sus
radios minimo y maximo sobre el eje X. Se tomara el caso e > 0.

Para ¢ = 0 se obtiene r_;, y para ¢ = 1 se tiene rmax

R R
Los semiejes mayor y menor son
R R
- = 2.11
a 12 b o (6 )

Hipérbolas: e2 > 1

Una hipérbola es una coénica disconexa, constando de dos ramas. Al igual que en el
caso de una elipse, hay dos puntos especiales llamados focos. Esta vez la diferencia
de las distancias: |L; — L,| entre cualquier punto P de la hipérbola y los dos focos es una
constante. Las hipérbolas son curvas infinitas que tienden, a grandes distancia, a coincidir
con dos rectas llamadas las asintotas. La distancia entre ambos focos es 2eR/(e? —1).
La menor distancia entre las dos ramas de una hipérbola es 2R/(e? —1).

Parabola: e2 =1

Una parabola tiene un solo punto llamado foco, el cual esta sobre el Gnico eje de simetria
de la curva. La distancia entre el punto de maxima curvatura y el foco es R.

Si en un punto P de la parabola se traza la recta hasta el foco y la paralela al eje de
simetria, la bisectriz es perpendicular a la tangente a la parabola. Esta propiedad es la
qgue hace tan Utiles los espejos paraboélicos para hacer desde focos de linterna hasta
telescopios y antenas.

El caso e?2 = 1 debe ser analizado antes de dividir por e2— 1. Por ejemplo de (6.2.7) se
tiene cone=+1
y> = R?+2Rx (6.2.12)

gue son ecuaciones para dos parabolas.
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6.2.3. El caso planetario

Ahora que se sabe la forma de describir las conicas se puede identificar

EZ
R = GMmZ2
Ar?

A continuacion se vera como relacionar A con la energia total E y el momento angular 4.

La energia esta dada por

m
E = 5v2+UG(r) (6.2.14)
pero de (6.1.2) y luego de (6.1.19)
2 .2, .2 2 2, .2
V=12 +r ¢2+W(r +r ) (6.2.15)
entonces
2 /5, 2y GMm
E = omm (7T >_ o
2
_ & 2 12\

- = (w tw ) GMmw (6.2.16)
excentri-:  radio medio
cidad de la orbita
e [108xKm]
Mercurio 0.206 0.58
Venus 0.007 1.08
Tierra 0.017 1.50
Marte 0.093 2.28
JUpiter 0.048 7.78
Saturno 0.056 14.27
Urano 0.047 28.89
Neptuno 0.008 44,98
Pluton 0.249 59.00
Sedna 0.857() 1367.00

Cometa Halley 0.967

Cuadro 6.1: Los planetas, las excentricidades de sus orbitas y el radio medio de las respectivas
orbitas. Sobre Sedna aun no se tiene datos muy seguros.

Universidad de Chile
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Al reemplazar la forma explicita de la funcion w se obtiene

A2 m (GMm)?
=——— 2.17
2m 2 ( 14 ) (6 )
lo que permite establecer que A depende de E y / en la forma
GMm? 2E 42
=4+——— —_—— 6.2.18
A= z \/1+(GMm)2m ( )
De todo lo anterior se reconoce que
2 5 2E ¢2
R=— -1+ 6.2.19
GMm2’ ¢ +(GM)2m3 ( )

Si se reemplaza el valor (6.1.17) de la energia de una 6rbita circunferencial se comprueba
que e =0.

Para elipses, e2<1 yentoncesE < 0.
Para parabolas, e?2=1 y entonces E =0.
Para hipérbola, e2>1 vy entonces E > 0.

EJEmPLO: Desde una distancia r, del centro de fuerza se lanza un satélite con velocidad
Vo, perpendicular al vector posicion inicial 7.

4 _ m,2__ GMm 2 _ m2¢2,,2
La energiaes E = 5v5— “r, Y £2 = mrgvg.
El caso limite es el de la parabola, es decir, el caso con E =0,

Vg = Vi =2GM/r,.

Si vy < vp la orbita es una ellp,se._ Para el caso particular Vo = /GM/r, se obtiene una
circunferencia. Para v, > vp la Orbita que resulta es una hipérbola. «

6.2.4. Laterceraley de Kepler

De la segunda ley de Kepler, (2.5.4), se desprende que el periodo T del movimiento
planetario se relaciona al area de la elipse, S = mab,

2mS 2mmb 2mm  R?

T= — —
¢ ] ¢ (1—e2)3)2

pero se sabe que #2 = GMm?R. Calculando T2 se puede reemplazar ¢2 por la relacion
recién escrita, resultando
Arad

GM
gue es la tercera ley de Kepler expresada con el semieje mayor, a.

T?=
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6.3.

6.1

6.2

6.3

6.4

6.5

6.6

Problemas
Determine la fuerza F que implica la funcion de energia potencial

U=

N =

(r—B)r

donde B es una constante positiva. ¢ En qué situacion realista se puede tener una
fuerza como esta?

Una particula se mueve sin roce por la superficie interior de un cono de eje vertical,
vértice abajo y angulo a entre una generatriz y la vertical. Demuestre que la energia
potencial efectiva U* es
EZ
2mp?2

donde p es la coordenada radial de coordenadas cilindricas. Encuentre la frecuen-
cia de las pequenas oscilaciones cuando p oscila levemente en torno a un valor p,.

+mgpcotana

Se tiene en Orbira geoestacionaria una gran esfera hueca. Al centro de esa esfera
flota una pequefia masa. Si se le da un pequefio impulso, ¢cual es su frecuencia
de oscilacion en torno al centro de la gran esfera?

Un satélite artificial tiene una distancia maxima y minima a la superficie terrestre de
Ry 3R, siendo R el radio de la Tierra. Determine el periodo de rotacion en funcion
de la masa de la Tierra y de su radio. Suponga que en el momento en que el satélite
esta en su punto mas bajo se activa su sistema de propulsion que lo deja en orbita
circuferencial. ¢ Cual es el periodo de esta nueva orbita?

Una particula P esta sometida a la fuerza central dada por
6 12
~ a’ a“).

donde B y a son constantes positivas conocidas. Si ésta es la Unica fuerza sobre
P determine, a) cual es la rapidez minima que debe tener P en r = a para que
la particula pueda escapar sin retorno; b) cual es la distancia maxima (0 minima)
entre P y el centro de fuerzas si P se esta moviendo radialmente de tal modo que
pasa por r = a con una rapidez que es la mitad de la encontrada en la pregunta
anterior.

Un satélite esta describiendo una orbita circular de radio R alrededor de la Tierra.
En cierto momento los cohetes del satélite se encieden brevemente dandole una
aceleracion puramente tangencial. Si el periodo de la nueva orbita es 2—87 del periodo
gue tenia antes, determine la rapidez de la nave cuando pasa por el punto en que
se encuentra mas alejada de la Tierra (apogeo).
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6.7 Un satélite es colocado en orbita alrededor de la Tierra desde una altura de 600 Km
sobre la superficie con una velocidad inicial de 30 mil kilometros por hora, paralela a
la superficie terrestre. Suponiendo que el radio de la Tierra es de 6378 kilometros y
su masa es de 5,976 x10%* Kg, determine la excentricidad de la 6rbita y la velocidad
del satélite en su apogeo.

6.8 Desde muy lejos y con rapidez v, se dispara una particula de masa m contra un
blanco que esta definido como un campo de fuerza central repulsiva de magnitud
Am/r2. La recta en la que la particula inicia su movimiento pasa a distancia b del
centro de fuerza. Calcule la distancia r* minima que logra tener la particula con el
centro de fuerza.

6.9 Dos satélites de la Tierra, S; y S,, cada uno de masa m, estan describiendo orbitas
cerradas en un mismo plano y en el mismo sentido. S; esta en una orbita circun-
ferencial de radio Ry S, esta en una orbita eliptica caracterizada por r_. =Ry
rmax = 8R. En un cierto instante ambos satélites se acoplan (la duracion del proceso
de acoplamiento se supone nulo) formando un satélite compuesto S,,. Durante el
acoplamiento se conserva el momentum total pero no la energia. Determine a) el
cuociente entre la suma de las energias cinéticas K; +K, y K;,. b) Determine las

caracteristicas de la orbita de S,,.

6.10 Sea R, el radio de la Tierra. Una nave espacial gira en torno a la Tierra en orbita
eliptica de radio minimo 8R, y radio maximo 16R,. Para regresar a la Tierra procede
como sigue: en t =0 se encuentra en su apogeo (r, = 16R;). Al llegar a su peri-
geo (rzg = 8R;) enciende sus cohetes por un instante para frenar tangencialmente
quedando en una Orbita eliptica con radios maximo y minimo: 8R, y 4R,,. Tan pronto
alcanza por primera vez r = 4R, nuevamente frena de igual manera quedando en
una tercera Orbita eliptica caracterizada por 4R, y 2R,,. Finalmente, la primera vez
que se encuentra en r = 2R, frena para estar el una orbita [2R,, R,] con lo que logra
terminar su mision. Obtenga las variaciones de energia cinética cada vez que frena
y obtenga el tiempo que tarda en llegar a la Tierra.

6.11 Un satélite esta en orbita circunferencial de radio r, sometida a una fuerza central
que implica la funcién de energia potencial U(r) = —k/r. En un instante recibe un
impacto que produce un cambio en la direccion de la velocidad, sin cambiar su
magnitud. ElI cambio de direccion es en un angulo 711/3. Determine las distancias
minima y maxima que el satélite pasa del centro de fuerzas en su nueva orbita.
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