4.Analisis Espacial Frecuencial de Imagenes
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4.1. Funciones Gabor
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Propuestas originalmente (forma 1D) por Dennis Gabor en 1946.

Principio de incerteza informaciona: producto del ancho de banda y de la
duracion tempora de una sefid finita se encuentra limitado inferiormente:

Dt Df 3 Yap

Funciones Gabor alcanzan € limite inferior de este producto (Unicas
funciones complgas), corresponden a producto entre una funcion

Gaussianay unafuncion sinusoidd.

A principios de la década de los ochenta son formuladas
bidmensonamente (Daugman, 1980) y usadas para modea €
comportamiento de las cdlulas smples y complgjas de la corteza visual
(AressV1y V2).

Hoy en dia corresponden a una poderosa herramienta de procesamiento en
el dmbito del procesamiento de imagenes. En este mntexto se denominan
Filtros Gabor.
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Su principa caracteristicas es que permiten obtener informacion acerca de

la respuesta en frecuencia de las sefiales a procesar, sSin sacrificar

infformacion acerca de su locdizacion espacia, como lo hace la

Transformada de Fourier.
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Funciones Gabor y Células Corticales
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Definicion

h(x,y) = g(X',y )>exp(2pj (Ux + Vy))
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donde Mk corresponde a una matriz de rotacion de coordenadas; f es €
angulo (con respecto a ge x), | eslardacion entre los ges principaes de la
funcion Gaussiana, s esla desviacion estandar de lafuncion Gaussiana, Uy V

son las frecuencias de la funcién sinusoidal.

Respuesta en frecuencia

H(u,v) =exp(—2p 52 >{(u‘—U')2><I 2 4 (V -V)Z]) ,

donde (u',v’') y (U’',V’) corresponden a una rotacion (a través de M) de las
variables (u,v) y (U,V). En € plano de las frecuencia H(u,v) corresponde a una
funcion Gaussiana anisotropica, pasa-banda, cuya frecuencia central tiene una

magnitud F=(U*+V4)"?y una orientacién g=arctan(V/U) respecto a eje u.

L as funciones Gabor pueden ser smplificadas s f =q . En este caso h(x,y)
y H(u,v) quedan definidas por:
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h(x,y) = g(x,Y )>exp(2p/Fx’)
Huv) =exp(-2p%s 2 u-FyP %2 +(v)’]) .

Frecuentemente se utilizan los componentes par (h,) y/o impar (hs) de los

filtros:
h.(x,y) =g(x',Y )>cos(2pFx")
h(x,y)=09(x,y")>sin(2pFx")

Funcion Gabor (componente par) y su respuesta en
frecuencia
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Ancho de banda de losfiltros
Dado que las funciones Gabor son utilizadas frecuentemente como filtros,
es muy importante definir los anchos de banda frecuencid (B) y

orientaciona (W):

€Fl s +alf [Octavas] ,

B=1lo
gzépFIs -aq

W=2 >'arctan§i lf [rad]
epFs U

con: a = |n%

WEQl - g2
B=log ,(ul/u2)
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4.1.2. Expanson-Gabor de una funcion

Cuaquier funcién de dimensién finita puede ser expresada como la suma
ponderada de diferentes logons o funciones Gabor. En € caso bi-
dimensiona, una funcion arbitraria t(x,y) (una imagen), puede ser
expandidadelas gui ente forma

1:(X y) - a a a- a brsrm rsmn(xi y)

r=-¥ s=¥ m=¥ n=-

con:

Nam (% Y) = (X - %, Y- Vo) xexp(@pi U (X - %) +V,(y- y.])

donde los by, corresponden a los coeficientes Gabor de la expansion. Los

vectores base de la expanson son las funciones Gabor (logons)
parametrizadas hgnn.
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4.1.3. Filtrado M ediante Funciones Gabor

Dado que los filtros Gabor son lineales, € filtrado se realiza mediante

convolucion.

El resultado del filtrado Gabor es en rigor complejo, por este motivo se usa
normalmente la magnitud de la respuesta, i.e. (RE2+ IM2), (RE2+ IM2)"?,
0 (|RE[+|IM|). En agunas aplicaciones especidlizadas se ha utilizado

también lainformacion defase.

Por simplicidad, algunas veces se utiliza solo la componente par o laimpar

de losfiltros.

Frecuentemente se debe utilizar un banco de filtros, sintonizados a
diferentes frecuencias y orientaciones, para lograr un adecuado andlisis de
las imagenes. A manera de g emplo:

(TS0 A YT A
—EEEEEEE

El usar un banco de filtros hace que este tipo de filtrado sea normamente

lento. Por este motivo se han buscado adternativas répidos de
implementacion (aplicacion 1D de los filtros, piramides de filtros Gabor,

Gabor-Wavel ets, implementaciones en hardware y opticas, ...).
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4.1.4. Aplicacionesde Filtros Gabor

Principales Aplicaciones:

- Deteccion de contornos

- Andigsy clasificacion de texturas

- Sintesis de texturas

- Deteccion de falas en imégenes texturadas

- Andisis de movimiento

- Andisis de imagenes stereo

- Busgueda de informacion en bancos de datos de imagenes

- ldentificacion biométrica (iris, caras, etc.)

- Compresion deimagenesy video

- Reconocimiento de escritura

- Determinacién de la dimension fractal en imégenes texturadas

- Separacion de texto e imégenes para procesamiento automatico de
documentos

- Fusién de informacién proveniente de diferentes sensores
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Ejemplol:
Deteccidn de Contor nos

| de Entrada (I(x, i
agen de Entrada (I(x,y)) Regién de soporte del
filtro Gabor Filtro Gabor
impar (hg (x.y))
Bordea ~
detectar \
y -_—

<—l -

X \\4_/ <
Sistema de \ \J
Coordenadas

Local del Filtro

Componente
Sinusoidal

Ejemplo de deteccion de contornos
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Ejemplo 2:
Compresidn de imagenes usando numer o variable de
coeficientes Gabor
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4.2. \Waveletsy Bancosde Filtros

4.2.1. Motivacion
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En la notacién musical clésica, cada nota representa una frecuencia 'y una
posicion temporal. De esta forma las melodias son representadas
smultaneamente en € plano frecuencia y tempora, permitiendo a los

muUsicos interpretarlas adecuadamente

A diferencia de esto, las herramientas utilizadas comunmente en Ingenieria
para anaizar 0 procesar sefaes, permiten representar las sefales solamente
en € plano espacia (tempora) o frecuencia

A modo de gemplo, la Transformada de Fourier a representar un sefia en
el plano de las frecuencias, pierde totamente la informacion espacia
(temporal)

Las wavelets corresponden a una nueva herramienta de andisis que
permiten representa una seflal smultaneamente en @ plano frecuencia y

espacia (temporal)
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En forma totalmente equivalente permiten procesar un sefia bajo diferentes
escalas (resoluciones espaciaes y frecuenciaes), en forma smilar a como
e gstemavisual humano procesa las imagenes del mundo real

4.2.2. Introduccion histérica

Fourier (1807): Fourier Andisis

Haar (1910): Funciones Haar

Gabor (1943): Principio de Incerteza Comunicacional
o DxDf3 1/4p

Hubel & Wiesdl (afos 60): Estudios Sistema Visuad

Daugman (1980): Modela cdulas sstema visuad primario mediante
filtros Gabor bi-dimensionales

Morlet (findes anos 70): Ondelettes como una dternativa a la Short

time Fourier Transform

Grossmann (1985), Meyer (1985): Desarrollo sistematico y marco
tedrico de lateoria de wavelets

Daubechies (findes afios 80): Estudio matemético de las wavelets e
introduccion de una familiaimportante de wavel ets
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Mallat (finales afios 80): Waveets para descomposicion de sefiales a

través de multiresolucion

Frecoencia Frecnencia
i i
:I:,-:-L Fremencia A Fremuencia
A Tiempo A Tlempo
P —
- -
Tiempo Tiempo
E !
E E
Tiempo Tiempo
Transformada de Fourier Transiormada Warelet
Short- Time
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4.2.3. Definicion

L as wavelets son ondas localizadas, que en vez de oscilar indefinidamente,
caen a cero

Las wavelets cumplen € mismo papel que las funciones seno y coseno en
el andlisis de Fourier (series o transformadas), es decir son los vectores

base que permiten representar sefiales en un espacio diferente

Para encontrar estos vectores base se define una wavelet inicial conocida

como mother wavelet: y (X)

Las otras wavelets (vectores base) se encuentran mediante tradaciones y

dilataciones (cambios de escala) de la mother wavelet:

Hx-b)g

e 5 o @D 1T R'R

Comunmente se elige ay b como multiplos de 2 (dyadic Wavelets)

A través de las tradaciones se logra obtener localizacion espacial y através

de las dilataciones se logra localizacion frecuencial (cambios de escala)

Complgidad computacional O(n-logn), pero utilizando algoritmos rapidos
(Fast Wavelet Transform) O(n)

Una sefid se puede representar a través de Wavel ets de la siguiente forma:

Y(X)=4&b,y (%)
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bj«: coeficientes de la expansion

Y k. Funciones base de la expansion (vectores|.i.)

Mallat (1989) unifica € concepto Wavelets con € de multiresolucion, e

introduce lafuncion deescdaf (x) ta que:

YX)=bf(x)+& &b,y (X

Asimismo asocia € concepto de Wavelets con e de filtrado sub-banda

(filtros en cuadratura) donde se define:
g (x) : filtro pasa-altos
h(x) : filtro pasabgos  ta que
g(x) : (1) h(1-K)

g(x) y h(x) definen laexpansion de Wavdets, f (X) y Y (X) se definen en
forma recursiva, utilizando ambos filtros:

f(x) =428 h(k)f (2x- k)

y () =~28 g()f (2x- k)

Finamente se definen los operadores H y G tal que
(Ha), = h(n- 2k) >,

(G =), =8 9(n- 2k)xa,

Podemos descomponer una sefid de entrada recursivamente utilizando

ambos tipos de filtros:

Universidad de Chile Procesamiento Avanzado de
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D

Y(X) G

Ejemplos:

Transformada Wavelet de una Imagen:

= Downsample

by 2 along x

flxw

Downsample

by 2 along x
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Scalling f

Waveletsy

Jir(x,p)

Downsample

by 2 along y

-

Downsample

by 2 along y

Jim (x, 1)

be ser,

Downsample

by 2 along y

S (x,0)

Downsample

by 2 along ¥

Procesamiento Avanzado de
Imagenes



Recuperacion de unaimagen a partir de su transformada Wavelet:

Je (x.¥)
m_’Upsample by
2 along ¥
_ Lpsample by
Jin (%.5) 2 along x

Lpsample by

2 along ¥

Lipsample by

2 along y

Upsample by

S (x,¥) 2 along x
Upsample by
£ _+ 2 along ¥
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4.2.4. Aplicaciones

Codificacion de Huellas Dactilares (FBI)

Compresion de Imégenesy Video

Compresion de voz, audio y sefidles ECG

Aplicaciones a sistemas de comunicacion

Analisis de Texturas

Andlisis Transiente de Sefides (deteccion de fallas de maguinas el éctricas)
Resolucion Ecuaciones Diferenciales

Representacion, Interpolacion de Curvas

Otras
Universidad de Chile Procesamiento Avanzado de
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Codificacion de Huellas Dactilar es

A lafecha corresponde a la aplicacién mas importante de las wavelets

El standard WSQ (Waveet/scaar quantization) adoptado por e FBI
(1993) para amacenar los 300 millones de hudlas dactilares (30
millones de personas * 10 dedos)

La utilizacion de este standard se prefirio a la utilizacion de JPEG,
permite ademas de amacenar la informacion en forma compactada, €
redlizar reconocimiento de huellas en diferentes resoluciones (mayor

rapidez)

7/9 FBI Filtro Pasa Alta - 0.557,0.295,-0.026,-0.04 5}, Filtwo PasaBajo - { |, 0.602,0.266,-0.078, -0.0016,0.026} (Analysis)

Analysis Wawvslet 79 FEI Analysis Sralingfunction 779 FEL

A

‘ \/\/ TNV
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Analissdetransientesen partida de Motores:

Corriente en la Partida de un Motor

"I‘ ] | 1 1 1 1 ] 1
% 2 'ﬁ W | f i ; .
5 |1 i | /‘\ \fl | ;'qi oo
NIV
SRR RR AR ,
-ﬂ i L 1 1 1 1 L 1
0 005 01 015 02 N2 03 035 04 045
Tiempo [seq]
Velocidad en la Partida de un Motor
2000 . T . — . = T .
g 1500
a4 ~ ; o —— -
8 1000 F ﬁﬂ*" :
>
. 500 + /__,..—’"Jﬂ A
|:| 1 1 i 1 1 1 1
0 005 01 D15 02 025 03 035 04 D45
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Canales de Frecuencia
e

Andlisis Multiresolucion de Corriente de Partida
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]
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4.3. Analissde ComponentesPrincipalese

| ndependientes

4.3.1. Analissde Componentes Principales (PCA)

El méodo de Componentes Principales corresponde a una poderosa
herramienta de andlisis de datos. Este tipo de andlisis es conocido también

como Karhuven-Loéve Transform (KLT) y comoHotelling Transform.

PCA fue desarrollado independientemente por diversos investigadores. Fue
introducido originamente por Pearson (1901) para redizar regresion lineal
y en forma posterior redescubierto por Hotelling (1933). En € contexto de
teoria de probabilidades fue desarrollado por Karhuven (1947) y luego
generalizado por Loéve (1963).

En tareas de andliss de imédgenes y en generad de reconocimiento de
patrones es muy importante la seleccion de un adecuado conjunto de
caracteristicas (features). Las caracteristicas debieran no estar
correlacionadas entre si, de ta forma que cada una aportara nueva
informacion para € proceso de clasificacion. PCA se utiliza normalmente
para reducir € conjunto inicial de caracteristicas. Este conjunto es elegido
normalmente en forma arbitraria o intuitiva, y Sin conocer con exactitud la

composicion de éste, més adecuada a |os datos de entrada.

Universidad de Chile Procesamiento Avanzado de
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Dado un espacio ndimensional de entrada (espacio de caracteristicas), se
desea encontrar m (nuevas) caracteristicas (vectores de caracteristicas de m
componentes) que permiten representar el espacio de entrada, donde m<n.
Dada la condicion de que los vectores de caracteristicas a encontrar sean
ortogonales entre si, € problema equivade a proyectar un espacio de
dimension n en uno de dimension m, lo cua implica una reduccion de
dimension. PCA es un método lineal para redlizar esta reduccion de
dimension, que mantiene la informacion intrinseca de los datos de entrada
y reduce al maximo € error generado (en e sentido de error cuadrético
medio).

La idea central del mé&odo PCA consiste en redizar un cambio de
coordenadas (la mencionada proyeccion) de tal forma que los nuevos ges
(ortogonales entre si) correspondan a aquellas direcciones donde los datos
de entrada presentan mayor varianza. Las proyecciones de los datos de
entrada en los g es del nuevo sistema de coordenadas corresponderan a los
componentes principales. El primer componente principal se elige a lo
largo de la direccion con maxima varianza. Este proceso se repite con

todos |os componentes.

Universidad de Chile Procesamiento Avanzado de
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Ej. Nube de puntos en 2D. Las densidades dibujadas se forman
proyectando la nube en los ges 1 y 2 indicados, correspondientes al
nuevo sistema de coordenadas elegido (tomado de R. Linsker, 1988, con
permiso del |EEE).

En genera se puede demostrar (ver Haykin, 1994) gque los vectores propios
delamatriz de covarianza cruzada corresponden a las direcciones de los
componentes principaes. De esta forma la direccion de k-ésmo
componente principal corresponde al vector propio correspondiente a k-
ésimo més grande valor propio de la matriz de covarianza. Si |os vectores
de entrada tienen media cero debe considerarse los vectores propios de la
matriz de correlacion cruzada. S 1os vectores de entrada no tienen media
cero, entonces el valor medio puede ser restado a cada uno de €llos.

La correlacion cruzada entre 2 caracteristicas X y X; correspondera a Ci;.
La varianza de una caracteristica correspondera a C;. La matriz de

correlacion cruzada (matriz de tipo simétrico) correspondera a la matriz de

Universidad de Chile Procesamiento Avanzado de
Profesor: Javier Ruiz del Solar Imégenes
91



los G, calculada como: C=E{<X X">} (X corresponde ala secuencia de
vectores de entrada), o explicitamente:
&ll C:12 b Cln U

é&,, C, © 0
C'é; a
&, .. .. C_H

Se desea que la correlacion cruzada entre caracteristicas sea cero, luego
debe buscarse C; =0 (i7) mediante una diagondizacion de C, lo cud
equivale al mencionado cambio de coordenadas. La diagonalizacion de C
se calcula como:

Cc =Uu":CU
C’ esunamatriz diagonal definida por los valores propios (| ) de C:
é 1 O et Ol\J
. _éO |, .
C “é: . . o
& - 0 Ry

U es una matriz formada por |os vectores propios (nuevas coordenadas) u, tal
que:
SR A R
u xu =1 .. .
TR0, g
La proyeccion de los vectores de entrada en las nuevas coordenadas, i.e.

los componentes principales, esta determinada por:

a=u X=X X, j=1..n

La determinacion de los a corresponde a una operacion de analisis. La

operacion dual de sintesis, es decir, la expansion o representacion de los

vectores de entrada mediante |os vectores propios esta determinada por:
Universidad de Chile Procesamiento Avanzado de
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g
x=Uxa=gq au,
i=1

(estaesla Karhunen-Loeve Transform — KLT).

Como ya fue mencionado uno de los atractivos mayores de PCA es la
reduccién de la dimensionalidad (m<n). En este caso los datos originales

seran reconstruidos o representados en forma aproximada mediante:
-
X =a au,
j=1

y € error de la aproximacion (perpendicular ax’) estara determinado por:

n
o
e= a au,

j=m+1

esta representaci on truncada es muy utilizada en aplicaciones de compresion
de datos.

Entre las aplicaciones més interesantes derivada de PCA se encuentra €

método de Eigenfaces utilizado en reconocimiento de caras.

Existen implementaciones de PCA utilizando redes neuronades, que se
basan en aprendizgje de tipo Hebbiano. De hecho, & procesamiento de los
datos realizado por lared SOM (Red de Kohonen) puede verse como una
suerte de PCA.

Universidad de Chile Procesamiento Avanzado de
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4.3.2. Analissde Coponentes | ndependientes (ICA)

El principal objetivo de PCA es reducir la dimension de los datos de
entrada, de tal forma que la representacion resultante sea lo mas parecida
posible a la origind (en € sentido de error cuadraico medio) y esté
formada por componentes no correlacionados. El principa objetivo de ICA
no es reducir la dimensién de los datos de entrada, sino que encontrar una
transformacion  cuyos componentes sean tan  estadisticamente
independientes como sea posible. Para datos sin distribucion Gaussiana,
éste requerimiento es mucho més fuertes que e de no correlacion.

|CA se basaen e uso de PCA no lineales.

Non-linear PCA

Derivado de PCA existen desarrollados posteriores conocidos como non-
linear PCA, implementados generalmente en base a redes neuronales
(mayor eficiencia, no existen “closed-forms”). Las principales ventgas de
los PCA no lineales son:
1 El mapeo entre |os espacios de entrada y salida es no-lined.
2. A diferencia de PCA que toma en cuenta estadisticas de
segundo orden en su andlisis, nontlinear PCA puede usar
estadisticas de orden superior. Esto es muy importante para
aplicaciones del tipo “blind signal separation’. Las estadisticas de
segundo orden son suficientes solo para caracterizar

Universidad de Chile Procesamiento Avanzado de
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completamente datos con distribucion Gaussiana, y para
aplicaciones de procesamiento lineales.

Nort+linear PCA tiene aplicaciones en a menos las siguientes areas.

1. PCA robusto. Usando no-linedidades que crezcan en forma mas
lenta que lineal, se produce mayor robustez en @ andliss y se
puede lidiar con ruido no-gaussiano.

2. Blind signal processing e ICA. Estos métodos tienen aplicaciones
en comunicaciones, procesamiento de voz, ingenieria biomédica,
efc.

3. Clustering de datos.

| CA: definicidn y conceptos basicos

Como ya fue sefidlado ICA es un método de andlisis estadistico cuyo
objetivo es expresar un conjunto de variables o sefides aleatorias como

combinaciones de variabl es estadisticamente independientes.

Sean n variables escalares deatorias x(1), ..., x(n), que se asume son
combinaciones lineales de m componentes desconocidos s(1), ..., S(m) con

media cero y estadisticamente independientes:

P(s(1).5(2)....s(m))=p(s(1))-p(s(2))--p(s(M))

Se asume que m=n, es decir que existen a los més tantos componentes (i)
como mezclas x(j). Ademas de esto, lo Unico que se asume es que los

componentes (i) son procesos estocasti cos estacionarios con media cero,
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y que solo uno de los puede tener una distribucion de probabilidad
Gaussana

1. Lamezclalinea estd dada por x=A-s, donde A es una matriz de dimension

mxn desconocida, llamadala matriz de mezcla (mixing matrix).

2. El problema de encontrar A puede ser smplificado realizando un sphering
o prewhitening de los daos de entrada (la matriz de covarianza se
transforma en la matriz unitaria). De esta forma €l vector observado x es
transformado en €& vector v=V:x, tad que los dementos V(i) son
mutuamente no correlacionados y tienen varianza unitaria. La dimension
de los datos debe también ser reducida de ta forma que € vector
transformado v tenga dimensén m, i.e. e ndmero de componentes
independientes. Ambas transformaciones puede ser redlizadas usando
PCA.

3. Luego de latransformacion tenemos
v=V-x=V-A-s=B-s
donde B es una matriz ortogona B-B'=l), conocida como la matriz de
separacion (separating matrix). Es decir, se ha transformado € problema
de encontrar una matriz arbitraria A de rango completo (full-rank), en uno
mas smple de encontrar una matriz ortogona B. Luego |os componentes
buscados 5(i) pueden ser encontrados como:

s=B"wv

El problema es que a no conocerse lamatriz B, los (i) pueden encontrarse

solo en forma aproximada. Llamaremos a los componentes aproximados
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y(i). Estos componentes pueden encontrarse usando non-linear PCA. Una
posible implementacion neurd es:
Wk+1 = Wk +m [Vk - Wk ><g(yk)] g(YI)

donde m es latasa de aprendizgie; g(-) es una funcion no-lineal adecuada
(g. tangente hiperbdlica); e y, esla salida de unared neurona cuyos pesos

sinapticos estén dados por lamatriz W,.

4.3.3. Aplicacionesde|CA

Andlissde EEG mediante | CA

Frecuentemente al tomar un eectroencefalograma (EEG) se producen
perturbaciones producidas por factores externos tales como movimiento
ocular, actividad muscular, desplazamientos mecanicos de los electrodos,

etc.

En la Universdad de Finlandia (Prof. Oja) se propuso € sguiente Sstema

en base alCA paraandisis de EEG:

Independent source signals
: = {hwlar arfifacts — Woerghied 1 - v W
Wfiiag § & smmples
P L
? | Brwin acoivity 'I.|" ¥
S M actieity  — .
Mechaninl ¢lecirmle
i plac cmenr .
LR ST ET L e e e e e NN e
EG a S TIFETTIE Classical PCA IcA
EEG measurement et Nl

[miwed data)
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El sistema funciona bgjo & supuesto de que la actividad cerebra, de los
0j0s, y otras (muscular) son procesos separados, y cuya independencia se
ve reflgada en sus estadisticas.

Como gemplo del funcionamiento del sstema se muestra € andlisis de un
EEG de 22 canales perteneciente a un nifio, y la salida con 8 componentes
independientes. Cabe destacar la salida del cuarto componentes (ICA 4),
donde una sefial con probable significado fisiologico e detectada (en e
EEG origina no aparece).
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- 22 candes de EEG de un nifio
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Blind Signal Separation con ICA

- 9 mezclas de 9 imégenes origindes
M1 M2
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- Imégenes recuperadas a partir de las 9 imagenes mezcladas

~(W+NPCA1) W+NPCA2 —(W+NPCA3)

W+NPCAS

W+NPCA7
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