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¢.QUE ES UN MODELO NUMERICO?

e Modelo es un herramienta disefiada para
representar una version simplificada de
la realidad.

e Modelo Numeérico esta compuesto de:
* Modelo matematico (simplificado)
» Condiciones de borde e iniciales
» Esquema de discretizacion (MDF o MEF)
» Malla o grilla de discretizacién

¢QUE ES UN MODELO NUMERICO DE AGUA

SUBTERRANEA?
ANALITICO
MATEMATICO » CUASI ANALITICO
4 NUMERICO
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MALLA DE DISCRETIZACION

e Es la manera de pasar del sistema real a
Su representacion numerica.

e Esta formada por nodos y elementos.

Aquifer

. ,./Well field boundary

x

River |

» Pumping well » Observation well

MODELO CONCEPTUAL
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Finite difference

grid block
Ax
Ayl{ —%
77 VT
/ 7/
Lot L) ! /
1 T \'\/r AL
/.'..l..l . .| . . '7—»}—1
o o loleisejejalol e | aie . Y /e h\ Ay
\- o lo|oiaiesjs/aio 0 0 0 . . . .
W e elelslelaje[s o | & @ . . 0 .
s\ @ |s|oaCie/e e » | » s ) . [3 *
sl elelolsisicjeiel » | o | @ D) [ . }
[ejlelelefsoia/® 0 o | & | ® . 0 o /|
o o lelalolejs]eja] ol eln] o . o/
.J. ® e oieife * 'i. . L] . .
o e lelesiels . o}n ol o o)
. . o o isleisejeisle .[. ol o
- L] L4 .;;:L:P*‘i{‘

o Source/sink node

MALLA DIFERENCIAS FINITAS
CENTRADA EN ELEMENTO

S
S
. — 7 /
/ A,x
// /
i fay
\N
3 —-—1»—4»-—4@
o
— ——
——
Va8 ps
LA

o Source/sink node

MALLA DIFERENCIAS FINITAS
CON NODO EN VERTICE

Cl66J - MODELACION NUMERICA DE
AGUAS SUBTERRANEAS 5



2 s COMPARACION
et ENFOQUE DE
E i DIFERENCIAS
g FINITAS
b STREAMLINE |~
T =
w|w 'HF"EL-._,_
Ef AR E] ;_r'o"-il;‘.ll._' q:r
{oooooi: n ¢
ﬂ\:ﬂi wfe|a]le]|d
e
B 7
4=
2
B\

/// @Ib

.
Y 7/ Triangular
I~y finite element

o Source/sink node

MALLA ELEMENTOS FINITOS
TRIANGULARES

Cl66J - MODELACION NUMERICA DE
AGUAS SUBTERRANEAS

OTONO 2006



OTONO 2006

CELULAS DE
DIFERENCIAS
FINITAS
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balance de masas en 1D

para escribir:

ﬂaq< xho

_SX—

X g It

‘HXe

1 T &5 s Jho_ g, fih

_S>F

X g Tt

R(x)

puede escribir:

&5 sp>dN0= _ R(x
‘HXe X g

)

Utilizando la ley de Darcy podemos desarrollar la ecuacion de

En el caso de incorporar una recarga sobre la parte superior del
suelo se tiene la siguiente ecuacion:

Si consideramos ahora una situacion de régimen permanente se

L& 0= R(x)

qTYn ﬂer
h()(:(')):Hl
h(X:L):H

PROBLEMA TIPO

CONDICIONES
DE BORDE
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Si consideramos que la conductividad hidraulica, Ky, el espesor del
acuifero, b, y la recarga, R, son constantes en el espacio:

lgimxﬁéz-pg T =K, >b
fixe x o

Lo que se puede escribir con diferenciales totales como:

d dho
_ X— =
dxe dxg

Integrando una vez se tiene:

dh
T x—=- Rxx+
dx “

Reordenando se tiene:

dh R
=- —X>(+C1
dy T

TI7%

Lo que se puede integrar nuevamente para obtener:

2
h(x)= - S +¢ x+e,

Incorporando las condiciones de borde:

2
h(x:O):-;R><07+c:l>0+c2 = H =

2 2
h(XZL):' -:-EXLT'l'Cle“LCz -sz' EXL?"'QXL"‘CZ

Cl66J - MODELACION NUMERICA DE
AGUAS SUBTERRANEAS 12



OTONO 2006

Resolviendo para c, y c, se tiene:

¢ =H,

_H,- H1+ R
G L 2XT

Finalmente podemos reemplazar las constantes para obtener:

2 .
RX padla- My R,

T 2 & L 2798

H,- H R
h(x)=H, + 2L 1><x+2x_|_><x>(L-x)

Hl
b e IS

x=0 x=L

X

h(x)= H, +02 Do RsosdL- %)
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DIRICHLET

Condicion de borde de primer tipo. Corresponde al valor de
la variable de estado que es conocida en algun sector de la
zona modelada. Esto se traduce como nudos de la malla con
informacién conocida.

h(x=x.)=h

O
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1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

PROBLEMA TIPO

2
TX—ﬂ h=-
1TX2
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MODELO NUMERICO

Existen dos formas de resolver este problema (es decir
determinar el valor de h; para i desde 1 hasta 11).

ENFOQUE DIRECTO

Construir un sistema de ecuaciones utilizando Ila
aproximacion escrita anteriormente.

ENFOQUE INDIRECTO O ITERATIVO

Utilizar la aproximacién anterior para desarrollar un
esquema de célculo iterativo.

ENFOQUE DIRECTO:

Para nudos 2 al 10 se tiene:

|h| -2xh +h @ RDx2/T |

N

|h(- 7)hA+thm.D>nyle|

N

R
|hk-7>hh+h rmpxmzl-r| h_ .- 2>h +hi+1@';>‘DX2

N

© 0 N o g b~ W
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ENFOQUE DIRECTO:
Para nudos 1y 11 se tiene:
’

2 |- 20 +h @ RDX/T|
lh, - 250, +h, @ RO /T |
lh, - 25h,+h, @ RDX/T |

=

lh, - 250, +h, @ RO /T |

3
4
5
6 |h-2h+h @ ROCIT| h, = H,
7
8
9

h - 2, +h, @ RO IT]

b - 2, +h @ RDX/T |
lh, - 2o, +h, @ RDX/T |
10 |h-2h,+h, @ ROCIT |

1 bzt

ENFOQUE DIRECTO:

Al combinar todas las ecuaciones se tiene:

& 0 0 0 0 0 0 0 0 0 Oyihai H
@ -21 0 0 0 0o 0o o o olinl I roesl
@ 1 -2 1 0 0 0 0 0 0 Odihi i-RD/Ti
@0 1 -2 1 0 0 0 0 0 0jih; {-RDC/Ty
@ 0 0 1 -2 1 0 0 0 0 O0UuinT T-RDx?/TI
@ 0 0 0 1 -2 1 0 0 0 Ogihy=i-RDE/Ty
go 0 0 0 0 1 -21 0 0O og ﬁ:ﬁ h7ﬁ:f f:ﬁ- R>Dx2/Tﬁ:ﬁ
&€ 0 0 0 0 0 1 -2 1 0 0gihgi i-RDE/Ti
90 0 0 0 0 0 1 -2 1 odini {-RDT]
@ 0 0 0 0 0 0 0 1 -2 1ih T-RDX*/TI
@ 0 0 0 0 0 0 0 0 0 ihp i H, p
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ENFOQUE DIRECTO:

Al combinar los N nudos y escribir el problema en
términos o forma matricial se tendra un sistema del

| =0

Si se invierte la matriz A se obtiene una solucién para la
variable de estado h:

fh} = [A]"{b}

ENFOQUE DIRECTO:

La inversién de la matriz A no es una tarea simple.
Afortunadamente en este tipo de problemas la matriz
tiene algunas caracteristicas que la hacen mas facil de
invertir: definida positiva y simétrica.

METODOS DE INVERSION DIRECTA:

eInversién Gaussiana
eAlgoritmo de Thomas

METODOS DE INVERSION ITERATIVOS:
*Strongly Implicit Procedure Package (SI1P)

*Slice-Succesive Overrelaxation Package (SOR)
*Preconditioned Conjugate Gradient (PCG)

Cl66J - MODELACION NUMERICA DE
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ENFOQUE DIRECTO:

Comparacion de tiempos de ejecucién de problemas tipo
utilizando dos métodos tradicionales: célculo directo
(DE4) y con precondicionamiento (PCG2).

ESTRATOS, FILAS TIEMPO (seg)

PROBLEMA Y COLUMNAS DE4 PCG2

A Estado Estacionario, 2,20, 30 23 23
Lineal

B Estado Estacionario, No 2,20, 30 8.2 8.2
lineal

c Trar_15|ente, Lineal, Paso 2,20, 30 6.9 6.9
de tiempo constante

D |Transiente, No lineal 2,20, 30 61.0 30.4

£ Estado Estacionario, 4,40, 60 226.5 49.2
Lineal

WorkStation

ENFOQUE DIRECTO:

Comparacion de tiempos de ejecucién de problemas tipo
utilizando dos métodos tradicionales: célculo directo
(DE4) y con precondicionamiento (PCG2).

ESTRATOS, FILAS TIEMPO (seg)
PROBLEMA Y COLUMNAS DE4 PCG2
A E_stado Estacionario, 2,20, 30 166 143
Lineal
B Estado Estacionario, No 2.20. 30 354 1.03
lineal
Trar_15|ente, Lineal, Paso 2,20, 30 13.05 414
de tiempo constante
Transiente, No lineal 2,20, 30 21.11 7.15
Estado Estacionario, 4, 40, 60 136.79 053
Lineal

PC
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DE SOLUCION
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convergencia.

ENFOQUE INDIRECTO O ITERATIVO:

Se toma la expresion general para generar un algoritmo de

hi—l_ 2"“ +h+1 :-?

R><DX2

i+1
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ENFOQUE INDIRECTO O ITERATIVO:

JACOBI GAUSS-SEIDEL
ma _Lfim oL ROC| |0 1 om ), ROX
hy _§>(h-1+h+1)+W h 1‘5’(“-11+h+1)+ 25T
h=0 "

h,=H, h,=H,

@ Q O m
(@ O m+1
i-1 E i i+1

ENFOQUE INDIRECTO O ITERATIVO:

NUDOS
ITER| 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
0 20.0| 0.0 0.0O] 00| 00Of 0.0] 0.0 00 ] 0.0] 0.0 ] 200
1 20.0]101}101)01]01f01]01f01]0.1]10.1]20.0
2 200{10.2) 521 02] 0.2 0.2]02] 02] 5.2]10.2]20.0
3 20.0]127]1 53] 28 | 03 03] 03 28] 53]12.7]20.0
4 2001271791291 17104117 ] 291 79 [12.7]20.0
5 200]140)1 791 49| 17{18] 17| 49 ] 7.9]14.0] 200
6 2001411 951 49| 34 18] 34 ] 491 95 [14.1]20.0
7 20.0]149] 96 ] 66 | 35| 3.5] 35| 66 | 9.6 |14.9] 20.0
8 20.0f149])108] 66 | 51| 3.6 ] 5.1 | 6.6 110.8]14.9]20.0
9 20.0]155]1109] 81 | 52 52] 52 81]109]155] 200
10 [20.0]155] 119 81 [ 68 ] 53| 6.8 | 81 ]11.9]15.5] 20.0
11 1200({16.0]119] 94 [ 6.8 6.9] 6.8 ] 94 111.9]16.0]20.0
12 [20.0]16.1]128| 95 [ 82 ] 6.9 ] 82| 95 ]12.8]16.1] 20.0
13 1 20.0f{16.5]129]106f 83| 83 ] 83 ]10.6]129]16.5]20.0
14 [20.0]16.5]13.7]10.7f 96| 84 | 9.6 [ 10.7] 13.7] 16.5| 20.0
15 120.0({16.9]13.7]11.7f{ 9.6 | 9.7 ] 9.6 |111.7]113.7]16.9]20.0
16 [20.0]17.0]144|11.8[/10.8] 9.7 1108 11.8]14.4]17.0 20.0
17 120.0({17.3]145]12.7{109]109]109]12.7]1145]17.3]20.0
18 [20.0]17.3]151128(11.9]11.0]119(12.8]15.1]17.320.0
19 120.0(17.7]1152]13.6{12.0]|12.0]12.0]13.6]15.2]17.7]20.0
20 120.0|17.7]115.7]113.7]1129]12.1]1129]13.7]15.7]17.7] 200
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NUDOS 2 A 10

2
JACOBI him+l == >(th + th)+ %

GAUSS- 1 1 fim1  om ). RXDX?
h™ == +h™ J+ 22
SEIDEL . 5 "(hl .-1) o

NUDOS 1Y 11

h1:H1 h11:H2

Comparaciéon Entre Métodos R = 0.1 m/dia

20 Iteraciones T = 50 m2/dia
. L =100 m
he = 20 m

20

b /
— [ ]
15 — INI

—Jac
— —G-s

TEO

Nivel Piezométrico

MET 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
JC 1200)17.7]1157(13.7]129]121(129]13.7]15.7]17.7]20.0
GS 1200]1941189(186]185(18.6]18.9] 19.2]19.619.9]20.0

AN ZU.U ZU.J Z1. 0 ZZ. L ZZ2. 5 2.9 2.5 ZZ. 11T ZL. 0 ZU.J ZU.U

0 20 40 60 80 100
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Comparacion entre Métodos

50 Iteraciones R=0.1 m/dia
T = 50 m2/dia
3 L =100 m
hg =20 m
— |
20 4
£
] 15 — INI
§ \ / —JAc
5 —G-S
S 1 \ J TEO

NUDOS
MET 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
JC 120.0]20.2]20.3]20.2{20.3]20.2]20.3]20.2]20.3]20.2]20.0
GS [20.0]20.8]215]121.9|222(223]222]22.0]215]20.9]|20.0
AN | 20.0]209]216]221]224 22.:5 2241221 21.6, 20.9] 20.0

0 20 40 60 80 100

Distancia (m)

H,- H R
3 1><x+2x_|_><x>(L- X)
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