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- Modelos mixtos autorregresivos y de promedio mévil (ARMA)

Los modelos autorregresivos y de promedio mévil pueden
combinarse para modelar procesos gue serian imposibles de
representar en forma finita como s6lo de 1 tipe (recordar gue
modelo AR (p) corresponda a MA de orden infinito y MA (q) puede
representarse también por un AR de orden infinito, es decir
modelos no parsimonioscs.

ARMA (p, q) corresponde a un modelo AR (p) combinado con MA
(q).

(1- ¢, B- ¢, B*~... ¢, B Z,= (1-8, B- 9, B>-... -8, BY) a,
$(B} Z.= B(B) a,
(79)

N° de parémetros p + g + 2: ¢,, 6,, ny o’

Las condiciones de estacionareidad e invertibilidad en un
modelo ARMA (p, q) son las de las correspondientes componentes
AR (p) y MA (q); asi por ejemplo se debe cumplir que las raices
de ¢ (B) y © (B) deben estar fuera del ciculo unitario.

La funcién de autocovarianza:

NELZ 2] bt - ¥y ot ¥za (K)
0, Yo (kL) - By, (o)

(80)

donde:

Yza (K}=EI[Z 4 a/]
| (81)
Yzo (K-1)= E[Z¢y a;,]

El valor de ¥, (k) serd cero para todo k > 0, ya que a: no
estd correlacionado con valores de Z, anteriores; para k < 0 se
cumple que Y., (k) % 0. Teniendo en cuenta esto, puede mostrarse
para que k > g la autocovarianza y autocorrelacién se reducen a
la de un modelo AR (p):

Yy Yeat oot P Y, k>
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Pe=by Prat -t By Py, KO g

.

Para valores de k < ¢, la autocovarianza serd funcién de los
términos MA y dependera de todos los coeficientes ¢,, 8, y de o.”.

Esto significa que las autocorrelaciones hasta orden q
dependen de los términos MA y AR. Después de este orden el
comportamiento autorregresivo se manifiesta hasta el orden p+g.

La varianza del proceso se obtiene para k=0 en la ecuacién
(80) lo que requiere la solucién de ¥,...¥..

- Modelo ARMA (1.1)

Un modelo popularmente usado en hidrelogia y muy dtil es:

(1-¢, B) 2.~ {(1-8, B) a, (82)

Las condiciones de invertibilidad ¥ estacionareidad

corresponden a: -1 < $.<1y -1 <8 <1

Regidn de validez de pardmetros:

— _— - — -1 0 1
La funcidén de autocovarianza: g —»
yom §y v, ol- By, (-1) (83)
(84)
Y=y Yoo k=2 (85)
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Para obtener ¥,

{-1) multiplicamos la ecuacidén que define
el proceso por a...

Ypal-1) = BIZ, a, ot (86)

por lo tanto, introduciendo ecuaciones (84) y {(86) en la ecuacidn
{83) se obtiene:

Agjgi::ijﬁAq, (87)
1-¢1 ’

Yo

Reemplazando en ecuacién (84) queda:

e (88

Y= by Yy kK22

Se aprecia gue la autocovarianza decaerd exponencialmente
a partir de un valor v, que depende de 08;. EI signo de Y. (y e:)
queda definido por (¢, - €,). A su vez el signo de ¢, determina
si la correlacidn decae suavemente o se alterna en signo.

La funcién de correlacién estd dada por:

‘ ,M; (89)
1+0%-24,0,

Pm by Pros k>3 (90)

Estas relaciones en conjunto con las de estacionareidad e

invertibilidad definen la regidn admisible para las 2 primeras
correlaciones:

pai < et
P, > Py (2pyrl) p, <0
pe 2 Py {2p 1) Py 0
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La figura a continuacidn ilustra la regién factible. Si las
correlaciones resultan fuera del espacio indicado, entonces el
modelo ARMA (1,1) no es el apropiadc.

ROE@)

RO

Las formas de las funciones de autocorrelaciones para varios
modelcs ARMA (1,1) se observan en la figura siguiente, segin los
valores de los parametros ¢. y ©,.

4 -

Tk
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éSe justifica el uso de un modelo ARMA?

Como ejemplo de la justificacidn fisica de los modelos ARMA para
caudales medios anuales, puede considerarse la cuenca
esquematizada en la figura.

bX, l Xt
Precipitacién

(L-a-b)Xy

Estorventia Superficial

Zy
Flujo Superficial

Si X, representa la precipitacién anual, parte de ella se
infiltra (aX.), otra se evapora (bX.) y el resto escurre
superficialmente. Si 8 es el almacenamiento subterréaneo, entonces
el caudal medio anual 7, se compone de la contribucion del flujo
subterrdneo igual a ¢S:., y del flujo superficial dX. = {i-a-b)X..

Es decir:

=S tAX,

La ecuacién de continuidad para el almacenamiento subterraneoc S,
se escribe como:

o, equivalentemente:

S.={1l~cC) S, raX,
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Combinando las ecuaciones se obtiene gue el cawdal medio anual
puede escribirse como:

T AKX - 1d{A ) rac] X,

gue corresponde a la forma de un modelo ARMA(1,1) cuando la
precipitacién anual es una serie independiente.

ARIMA

Muchos de los procesos dados en la naturaleza,presentan
caracteristicas no astacionarias, pero muestran alguna
homogeneidad en su comportamiento.

Dicha serie no estacicnaria se transforma a una estacionaria
a través de un proceso de diferenciacidn, y & la nueva serie se
le ajusta un modelo ARMA.

Se tenia gque el modelo:

=6 (B) a, (91)

era estacionario si las raices de ¢ (B) estaban fuera del circulo
unitario. Supongamos que algunas caen en el circulo unitario,
entonces el modelo podemos expresarlo como:

Yi(B) Z.= ¢(B) (1-B)°Z.~ B(B) a,

¢(B) &

(92)

donde las raices de ¢ (B) estan fuera del circulo unitario.
Debide al proceso de diferenciacion, V' (d » 1}, el modelo puede
ser reformulado en términos de la variable 7. con media no nula

ya que V9 Z.=V'Z_ entonces el modelo gueda.

& (BYV Z,.= 8(B) a, (93)
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pDefiniendo v.=Ve Z_ , la ecuacién del modelo representa un

proceso ARMA estacionario e invertible en la variable y.. Dado
v., la variable Z. puede obtenerse efectuandc la operacidn suma.

Z.= 8%y, (94)

donde:

. (95)

y asi sucesivamente. Dado que Z. se obtiene de la integracidn del
procesc ARMA, es de donde proviene el nombre ARIMA. El orden de
cada componente se denota igual que antes por p, d, ¢ => ARIMA
(p, d, q) donde 4 es el orden de diferenciacidn necesario para
obtener un proceso estacionario.

Los modelos anteriormente vistos pueden designarse como
modelos ARIMA segun la siguiente notacién:

ARMA (p,q) = ARIMA (p,90,q)
AR (p) = ARIMA (p,0,0)
MA (q) = ARIMA (0,0,q)

Debe guedar claro gue los modelos ARIMA permiten manejar
cierto tipo de no estacionareidad. Asi por ejemplo tomando d=1
se eliminan bias o sesgos aleatorios en los datos. Si el proceso
exhibe cambios aleatorios de pendiente y nivel, aparte de lo cual
es homogéneo en su comportamiento, la diferenciacidn de orden 2
(d=2) conducird a un proceso estacionario.

Tendencias deterministicas lineales pueden ser incorporadas
considerando el modelo ARIMA como:

¢ (B) ¥ zZ,=8,+68(B) a, (96)

Los modelos ARIMA pueden expresarse de 3 formas distintas:

i) Expandiendo el polinomio ${B) W= ¢ (B)
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ii) Expresdndolo como funcidén de impactos aleatorios pasados:

Z,= Q(B) a,

operando con ¥ (B) en ambos lados (Y (B) Z.= ¢(B) V72, =8(B) a.)

$i(B) Z.= ¢1B) Q(B) a,= B(B)a,

=  P(B)Q(B)=0(B)

los @, se obtienen igualando los coeficientes de B en los
polinomieos.

iii) Expresdndolo en funcién de Z. previos y el impacto actual
Ae.

Es decir, partiendo de:

Y (B) 2,=0(B) a, (1)

expresarlo como:

n(B) 2,-a, (ii)

donde:

Reemplazando ii) en i): ¥ (B} z =8(B) II(B) Z,

Se obtienen los I, igualando los coeficientes de igual orden
en B.
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Ej: Modelo ARIMA (1, 1, 1)

(1-¢ B) (1-B) 2,={1-8 B) a,

i)

f1-(1+d) B+ ¢ BH 2 ={1-0 B) a.

ii)

§(B) -1~ (1+d) B+ ¢ B

6 (B)=1-08B

Q(B)=1+ Q, B+ Q. B +...

Yi(B) Q(B)- 8(B)

(1~ (1+¢) B+ ¢ B?) (1+ &, B+ Q, B +...)= (i-0 B}

1-(1+¢) B+$ B*+ Q, B- Q, (1+®)B?*+ ¢ Q, B*+ Q, B’

-(1+¢) Q, B'+¢ Q, B* .... =(1-0 B)

Definiendo:
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- tlf({;ﬁ;i+¢32)= (1-(1+0) B+pB) (1 +0B0B24. . )

iii)

H(B)- ¢(B) 61 (B) 97)

L= ¢+ (1-96)
IL,=(8-¢) (1-8)

(98)
= (0-¢) (1-0)072% JaX
I(B)Z =a,

- No Estacionareidad Estacional

Las series de tiempo hidroldgicas con escalas de tiempo
menor a 1 afio, generalmente presentan una variabilidad
estacional o no estacionareidad.

Asi por ejempio los caudales medios mensuales registrados

en la estacién Bureo en Mulchén muestran claramente la no
estacionareidad de la serie.
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Al observar la funcisn de autocorrelacién, cuando a la serie

se le ha restado la media anual, se obtiene:

ESTACION BUREO EN MULCHEN

0.5

| L A

8 12 16 20 24 28
ORDEN

Se puede observar que la funcién ACF no decae e indica una
perfecta correlacidn con desfase de 12 meses.
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