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VELOCIDAD DE PROPAGACION DE
ONDAS SUPERFICIALES PLANAS

Consideremos un liquido en reposo con su superficie libre a una distancia h de un fondo
plano, como se esquematiza en laFig.1.

v

i

Fig. 1

Si externamente se perturba la superficie, ésta se deformara y, debido a la accion de la
gravedad, variara en € tiempo. LIamando h e desplazamiento vertical de la superficie libre
en unaposicion x para un tiempo t, la situacion perturbada es como la indicada en la Fig. 2.
El problema consiste en determinar cOmo se propaga la perturbacion cuando ella es
pequeiia.

Fig. 2

Consideremos que € movimiento del fluido es irrotacional. Recordando o estudiado a
finales del curso de Mecanico de Fluidos (ver Anexo), € problema consiste en resolver la
ecuacion de Laplace paralafuncién potencia f, con las condiciones de borde apropiadas:
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Resolviendo la Ec. 1, es posible determinar el campo de velocidades en la masa de fluido.
La presion se obtiene a partir de la ecuacion de Bernoulli (impermanente). Las condiciones
de borde se aplican en & fondo (y = -h) y en la superficie libre (y = h).

En e fondo no existe velocidad segun y (v = 0), luego:

£=0, en y=-h 2

Ty

En la superficie libre existen dos condiciones. una cinemética y otra dinamica. El
movimiento vertical de las particulas de la superficie libre esté dado por:

dh
_:V
dt

La posicion de la superficie libre es funcion de x y t, por |o que podemos escribir:

%+U%=V eny:h

ot ofx

m+£mzﬂ’ eny:h (3)
it ™xIx Ty

La condicién dada por la relacion anterior constituye la condicion de borde cinematica, ya
gue involucra sélo desplazamientos y velocidad. La condicion de borde dinamica es la que
resulta de imponer que en la superficie libre la presién es cero:

p=0, eny=h

En un flujo irrotacional, la presion se liga con la velocidad mediante la ecuacion de
Bernoulli, que para el caso impermanente establece que:

1M B=Fa)

g Tt

Eligiendo € nivel dereferenciaen y =0, el Bernoulli esta dado por:

Luego, la condicion dindmica se expresa como:
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1 9f 1 e o
—— +h+—(Nf Nf )= F(t), eny=h (4)
gt 29

Laresolucion dela Ec. 1 con las condiciones de borde dadas por las Ecs. 2, 3y 4 es dificil
de abordar, dados los términos no lineales de las Ecs. 3 'y 4. Sin embargo, a considerar
perturbaciones de pequefia amplitud, es posible simplificar el problema a eliminar los
términos no lineales. Llamando | a la longitud de onda, una perturbacion de pequefia
amplitud quiere decir que Yhv<< | y que¥h¥<< h. Que e desplazamiento sea peguefio
respecto a la longitud de onda implica que la pendiente de la superficie libre es pequefia, o
sea Th/fx es pequefio. Desplazamientos pequeiios de la superficie libre inducen

velocidades pequerias en € fluido, por loque u=9f /x y v=1f /fy seran pequefios. De

este modo, es posible despreciar e término 1%—](1111—h delaEc. 3,y d término Nf xNf dela
X Ix
Ec. 4, quedando € problema reducido a:
ﬂ_2f2+ﬂ_2f220 (5)
ix* Ty
con las condiciones de borde:
E:O, en y=-h (6)
iy
Th _9f
= ey=h (7)
ft Ty
LM sh=F1), eny=h ®)
g ft

F(t) no es mas que una constante de integracion por lo que, sin perder generalidad puede
ser absorbida dentro de la funcion f s se define una funcion G =- ¢f(t)dt. De este

modo, se puede formar una nueva funcién potencial f,, dada por

f,=f+G
la que satisface:
m:ﬂ_ F , L:E , szj_:NZf
ft Tt iy Ty
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Luego, en términos de la nueva funcion, el problema a resolver es:

ﬂ_zle + 1‘[_21:21 =0 (59)
x> Ty
con las condiciones de borde
r, =0, en y=-h (6a)
iy
h _ 1f,
— = eny=h (78)
it Ty
M ih=0, eny=h (82)
g Tt
Supongamos ahora que la deformacion es sinusoidal y esta dada por
h :esengeE(x- ot)2 (9)
el 2

donde ees la amplitud de la deformacidn, la que debe ser pequefia, 0 sea e<<l y e<<h. El
haber elegido una deformacién dada por la Ec. 9 no es ninguna restriccion a problema, ya
gue sabemos que mediante series de Fourier es posible expresar cualquier forma que tome
la superficie libre como una suma de senos y cosenos. En la Ec. 9, ¢ corresponde a la
celeridad de la onda, 0 sea la velocidad con que se propaga la deformacion de la superficie
en la direccion x. Es logico preguntarse si existe alguna dependencia de ¢ con los
parametros que definen la forma de laonda (ey |) y la profundidad del flujo (), o s la
celeridad es un parametro independiente de ellos. Para responder la pregunta debemos
resolver la Ec. 5a con la condicion de borde dada por la Ec. 6ay las condiciones definidas
por las Ecs. 7ay 8atransformadas en:

ﬂ:- ez_pccoséﬁ_p(x- Ct)g, eny=h (7b)
qt I el a
19, -esenge?—p(x- Ct)9 eny=h (8b)
g Tt el o

La solucién de la Ec. 5a con las condiciones de borde dada por las Ecs. 6a, 7b y 8b puede
obtenerse mediante e método de separacion de variable, resultando:

f, = cosgezl—p(x- Ct)%cl Senhgezl—wg+ C, cosklgezl—w@ (10)
e el g e

al
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La condicion de borde en el fondo permite obtener unarelacion entre C1y Cs :

Eny=-h,

% = 0, setraduce en la siguiente relacion:

cos{;aé')—p(x ct)zéc le coshgézﬂg- C, ZI—psenhgae?l—ph%: 0 (11)

el

Como la condicion debe satisfacerse para cualquier x y t, resulta que € término en
paréntesis cuadrado debe ser nulo, resultando

c,=C tgh{;ﬁIOhO (12)
a
Reemplazando Ec. 12 en Ec. 10:
f,=C cosQ x ct ggh@—senhg +coshéL'y§lJ (13)
o &1 d

Para aplicar la condicion dindmica conviene expresar h de la Ec. 8a en términos de f.
Haciendo d(Ec.8a)/dt:

2
lﬂf 1ﬂf +_h:0 enyh
g ft?® gfx d
i dh i

Reemplazando u=—t y — =v=— enlaecuacion anterior:
ix = dt Ty

lﬂzrl+lﬂflﬂfl+m:
g gfx Mx 9y

Como la velocidad es pequefia, podemos despreciar € término no lineal, quedando
finalmente:

+-1=0, eny=h (14)

Reemplazando Ec. 13 en la condicion dada por la Ec. 14, e imponiendo que cuando ID <<1,

senh» 0 y cosh» 1, resulta
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A 2
2P 6 a2pco 2p. . a@phd
C,008c—— (X - ct)%¢ ¢+ +gtghc——==0 (15)
el Bel g I~ el o

Como la Ec. 15 debe ser valida para cualquier x y t, nuevamente el término en paréntesis
cuadrado debe ser nulo, 0 sea

< _'—tg 392'0"0 (16)

gh 2Zph a

Laec. 16 indica la relacion entre la celeridad de la onda con su longitud y la altura de la
masade agua, y esvéidas e<<| y e<<h. Dado que en la Ec. 16 aparece el cuociente | /
h, podemos analizar dos casos limites. | >>h yh>>1.

S | >>h, tghgazldﬂ'g»z:Oh , por lo que la Ec. 16 queda:
el g

| (17)

O sea, la velocidad de propagacion de una onda infinitesimal en una masa de fluido de
profundidad h (finita), estd dada por:

c=.gh (18)

Notar que este resultado también es aplicable s e fluido se mueve con una velocidad U en
la direccion x, ya que € problema no cambia s se andiza respcto a un sistema de
coordenadas que se mueve con velocidad U (c es una velocidad relativa a flujo).

La otra situacion limite corresponde a h >> | . En este caso tgh(; Fh_»l , Quedando la
Ec. 16 como

L

gh 2Zph
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2

O sea, en aguas profundas, |a celeridad de la onda depende sdlo de su longitud. Este es un
resultado de interés en hidréulica maritima.

ANEXO: REPASO DE FLUJO POTENCIAL (CI 31A)

Un flujo irrotacional esta definido por
N"V=0 (A1)
y existe unafuncion escalar f , llamada funcién potencial, tal que

V = Nf (A2)

Esfacil ver que en dos dimensiones se tiene:

= E V= E (A3)
i iy

Laecuacién de continuidad, N®/ =0, en términos de la funcién potencial se expresa
Como:

N¥ =0 (A4)

Lasolucién dela Ec. A4 con las condiciones de borde adecuadas permite conocer el campo
de velocidades.

La ecuacion del movimiento del fluido puede escribirse como:

1V i fB=0 (A5)

g Tt
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2
donde B=1z +P +V— eslasumade Bernoulli. Usando la Ec. A2:

g9 29

2
LU +REZ+ 2+ 220
g it g 2dg
2
Nﬁ_ﬂ_+ Z+£+V_::
gg fit g 20¢g
Al integrar sobre todo € espacio, resulta que
2
£E+ Z+£+\/_: F(t) (A6)
g Tt g 29



