CALCULO - PRIMAVERA 2006

Profesor: Leonardo Sanchez
Auxiliar: Oscar Peredo

CLASES AUXILIARES PARA EL CONTROL #4
25 de Agosto

1. Clase 1
RESUMEN:
» Definicién: Diremos que f : (a,b) — R es continua en T € (a, b) ssi Vx € (a,b)
Iim f(x) = £(7)
(recordar hacer el limite por ambos lados)

» Definicién: Diremos que f : (a,b) — R es deribable en T € (a, b), si existe el limite

f@+h) - f(T)
h

] [ — o ’
fi(@) = lim
= Operador L:

Se define como:

L(f(x)) =L

Propiedades:
L(f(x)g(x))=L(f(x))+L(g(x))
L(EH)=L(f(x))-L(g(x))

L(c ( ))=cL(f(x)) con c=constante

s Férmula de Leibnitz:

Problema 1. Dado n € N considere la funcién f(x) definida por:

ro={ g 2



Probar que:

i)f es continua en 0 ssin > 1
ii)f es derivable en 0 ssi n > 2
iii)f” es continua en 0 ssi n > 3

Solucion 1. :
1)Pdq: lim, o f(z) = f(0) =0

lim x" - sin(—) =
z—0 \/ x
—osin>1 S~~~
acotado

ii)Pdq: £(0) existe.
Six#0

f(x) = na™! Sin(l) —a" cos(—)—2

8
8
8

Si x = 0(Usando la definicion)

/ o ,
f0) = Jim h
. h"sin(3)
= m—
= lim p"! sm(l)
h—0 =~~~ h
~osin>2 S~~~
acotado
=0
iii)Pdq: lim, o f'(z) = f'(0) =0
’ n—1 : 1 n—2 1
lim (n x csin(=) — g - cos(—) ) =0
~osin>2 ™  _osin>3 ™
acotado acotado

Problema 2. Sea f la funcién definida por:

1—cos™(x) T # 0
J(@) = { 0 r=0

Estudiar la continuidad de f, su derivada y la continuidad de la derivada de f



Solucion 2. :

i) Continuidad:

Si x # 0 f es continua por algebra de funciones continuas
Six =0 Pdg:lim, f(z) = f(0) =0

lim 120" (@) g, (L= cos(@))(1 + cos(w) + cos?(x) + ...+ cos" ! (z))

z—0 x z—0 X

= lim_z -——".) cos®(a)
z—0 "~~~ xr2
-0 N——— k=0

ii)Derivada:

Six#0

(—ncos" 1 (x)(—sin(z))z — 1(1 — cos™(z))
x)sin(z)x — (1 — cos™(x))

ncos™1(

22
ncos" !(z) sin(z) N cos™(x) — 1

T 2
Siz=0

, 1 —-cos™(h
- }132%2;;()

1— h
= }lLin% %() (14 cos(z) + ...+ cos" (z))
- ————

-~
—n
—

NI

n
2

iii)Derivada de f”:
Si x # 0 f’ es continua por algebra de funciones continuas
Si x =0 Pdq: lim, o f'(z) = f(0) = 2

2

. n 1
lim = lim (n cos”’l(x)sm(x) 4+ (x2) >
z—0 x—0 x x
n—1
i -1
= h’n% (n -cos" Hx) - sin(z) + COS(x; : Z cos®(z) )
* T ¢/ J,_/ k=0
—1 _,—71 ~
n
= n — —
2
_
2



Problema 3. Calcular f®(1) para f(z) = ;—;

Solucion 3. :

Usando la férmula de Leibnitz

(o) f W (@) + ()22 P (2) + (3)2fP(z) = e
Evaluando en x=1

1-1-f@DQ)+8-1- ) +12- fO(1) =e

Ahora de la misma manera se calcula f®) (1), f3 (1) y fA(1)
1) =e—6f2(1) - 6f1(1)
fP1) =e—4fM(1) - 2f(1)
FI1) =e—2f(1)
Reemplazando se obtiene:
fO(1) = 120f(1) —67e
= d3e

Problema 4. Calcular la derivada n-ésima de arctan(z)

Solucioén 4. :
Sabemos que la derivada de arctan(z) es:

1
1+ 22

arctan’(x) =

arctan’(z)- (1 +2%) =1

= (g) (14 22)g™ (z) + (711) 209N (x) + (3) 29" (z) =0



~ —2eng(®» D _n(n—-1)gn—2)
:> g(TL) - 1_3;2

Encontramos la derivada n-ésima de arctan’(z), entonces g"~!(z) corresponde a la derivada
n-ésima de arctan(z).

23 arctan(azx)

Problema 5. Usando el operador L encontrar f'(x) siendo f(z) = —

Solucién 5.

L(f(z)) = L(2%)+ L(arctan(az)) — L(Va? + 1)
= 3L(z) + L(arctan(ax)) — %L(x2 +1)

1

B 1 TH(az)2 & 1 2z
"z arctan(az) 22241
« x

z i arctan(az)(1 + (az)?) 1+ 2
Calculamos L(f(x)), multiplicando L(x)-f(x) y se obtiene f’(x)

Problema 6. Encuentre la recta tangente a la curva de ecuacién 02 = In(1 4+ 22 +y?)
en el punto p donde la curva intersecta al eje de las abcisas, con abcisa positiva

Solucion 6. :

Notar que y=y(x)

Primero buscar el punto p(con coordenadas (Z,0)) que intersecta con las abcisas, para esto
hacemos y=0 y buscamos =

1 =In(1+7%)
e=1+7°
T="+ve—1

= (ve—1,0)

(Se eligi6 la abcisa positiva)
La recta tangente corresponde a:

(y—7) = (@) (= -7)

Ahora hay que encontrar y’(x)=f"(x), y luego evaluar en T
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Derivando la ecuaciéon queda:

. 2 1
2 arcsin(yx) / /
e —— (Y ty) = ———— 20 +2
= Wet+y) =170 7 ( yy')

Evaluando en p:

T lte—1
, 1
=y =-
e
La recta tangente es:
1
y—0=—-(z—+ve—1)
e

2. Clase 2
RESUMEN:

» Reglas de L’Hopital:
Sean f y g derivables en (zq — 0,9 + 0), x # 0. Entonces:

Silim, g, f(2) = 1M,y g(x) =0y lim, 4, % = L entonces lim,_,,, % =
Silim, ., f(z) =1im, ., gg(x) =00y lim, .., ’;:g; = L entonces lim,_,,, % =5

Siempre que tengamos limites de la forma L’Hopital % o 2 podemos aplicar estas
reglas. Si tenemos limites 0 - 0o, 1°°, 00", 0° hay que llevarlos a una forma L’Hopital.

= Méximos y Minimos:

e 1y se dice punto minimo de fen A C R si (Vo € A) , f(x) > f(xo)

e 1 se dice punto maximo de f A C Rsi (Ve € A), f(x) < f(xo)

e TEOREMA: Si zj es punto de médximo (minimo) y f es derivable en xy, entonces

f'(o) = 0.

Problema 7. Calcular:

a)lim sin(z)—x cos(x)
z—0 2sin(w)2

ea® 7ebz

zIn(1+z) .
c)lim, oo (z + €% + €)=

b) ll,mxﬂo



8|~

i, o (232

Solucién 7. :
a)Primero veamos si es de la forma L’Hopital. Evaluando en 0, nos queda el limite de la

forma %, entonces podemos aplicar la regla:
; sin(z)—xzcos(z) _ 77 cos(z)—(cos(z)+x(—sin(z))) _ 7+ cos(z)—cos(z)+xsin(z) _ 7. P
hmxﬁo sin(z)2 o hmxﬂo 2sin(x) cos(x) o hmxHO 2sin(x) cos(z) o hmxﬂo 2 cos(x)

Evaluando nuevamente en 0, vemos que queda:

p x .
lim, g 2cos(z) 0

sin(z)—x cos(x) -0

= llmxﬂo sin(z)?

b)Es de la forma % entonces aplicando la regla queda:

2 2 2 2
e2®” —ebx 2axe*” —2bxeb®

hmx"O zIn(1+z) = hmxg,o In(14z)+

xT
1+x
Evaluando en 0, queda %, entonces nuevamente derivamos:

2 2 2 2
2a(e?*” +22a2e%%” ) —2b(eP®” +x2bxeb®”)
1 +(1+Z)—z
Itz * (1+z)2

= lfmx_,o

Evaluando en 0, no es de la forma L’Hopital y da:

= (a —b)

, bz
= lim,_,¢

a12_

exln(lj—:c) - ((Z o b)

c)Vemos que evaluando en oo este limite es de la forma oc®. En estos casos lo tipico es
tomar el logaritmo a la funcién y después aplicar la exponencial, ya que e™/(®) = f(z)(esto
lo podemos hacer ya que, el logaritmo y la exponencial son funciones continuas y podemos

meterlas en el limite(lim, o exp(f(x)) = exp(lim,_o f(z))). De esta manera tenemos:
f(z) = (z+e"+e2)s = In(f(z)) = 2 In(z+e”+€*). Esto si es de la la forma L'Hopital (%),
entonces aplicando la regla:

1+e®+2e27)
1

x 2z %(
In(z+e®+4e°%) T te® 12T

xT

1+e®+2e%®
r+et4e2®

lim, .o =lim, . =lim, .

Es nuevamente 22, derivando nuevamente:
Y €z+4621
= lim, o 5

+er42e2%

Otra vez es 22, derivamos:



ex+8e2x

= lim, . e

No seguimos derivando ya que podemos ver que siempre va a ser de la forma =, por ser

oo
exponenciales. Pensemos un poco...podemos factorizar arriba y abajo por ¢** y asi nos que-
da:

2T (67m+8)
621 (871-"-4)

e *4+8 _ 8 __
e~ T+4 T 4 2

=lim, .o =lim, .

= meﬂoo(ﬂ? + % + eQw)% — 62.(Recordar que eln(f(iv)) = f(x))

a®+b”
2

=1y h’m:HO% = 00, se tiene una expresion de la forma 1°°, sin

“2) - a0
— oxp (%1“ [agﬁ 2 bD

= 0y lim, oz = 0, se tiene una expresién de la forma %,

d)Como 1lim, o
embargo:

N}

+

a® + b*
2

y como lim, ,oln [

aplicando la regla de L’Hopital a %ln (%), se obtiene:
o1 a® + b* , 2 a*lna+b"Ind
lim — In = lim
z—0 1 2 z—0 a® + b* 2
o a*lna+b*Inbd
= lim
z—0 a® + b
~ Ina+1Inb
- 2

= ln\/%

Como exp es una funcién continua, lim, ¢ exp(f(z)) = exp(lim,_¢ f(z)), luego

8|~

r—0

lim ( . ) _ exp(In Vab) = Vab

Problema 8. Con un trozo de material rectangular, se forma una caja abierta suprimiendo
de cada esquina cuadrados iguales y doblando los lados hacia arriba. Hallar las dimensiones
de la caja de mayor volumen que se puede construir de esta manera, si el material tiene
dimensiones a(largo) y b(ancho).

Solucién 8. :

Nos estan pidiendo maximizar el volvumen, entonces lo primero es determinar la funcién
V(x) y luego calcular su primera derivada para encontrar los puntos criticos y luego evaluar
los puntos en la funcién y ver con cual, V(x) es mayor, entonces:

8



El volumen de la caja corresponde a:

V(z) = (a — 22)(b — 22)x = 42 — 2(a + b)2* + abx

Su primera derivada es:

V'(z) = 122% — 4(a + b)x + ab

. .y " . b)++/aZ+b2—ab
Resolviendo la ecuacién cuadratica V'(z) = 0 nos dan dos soluciones z; = (atb)t 5 0y

(a+b)—va?+b%2—ab
6

Ty = con 1 > 0y xo > 0. Al evaluar en V(x) se tiene que V(z;) < V(z),
por lo tanto x5 es un maximo y x; un minimo. Finalmente las dimensiones 6ptimas son largo
a-2xy, ancho b-2x, y alto x,.
Otra manera de determinar si es un maximo o minimo es analizar la segunda derivada, en
este caso tenemos que:
V" (x1) = 6va? + b% — ab > 0, entonces corresponde a un minimo

Y
V' x9) = —67Va? + b? — ab < 0, entonces corresponde a un maximo.

)

Problema 9. Se desea construir un estanque cilindrico de capacidad 1000 metros ctibicos.
Los costos de construccion son los siguientes: r la tapa, q el manto y p la tapa.

Calcular las dimensiones del estanque tales que los costos de construccion sean los minimos
y se satisfagan los requerimientos de capacidad pedidos.

Solucién 9. :

Lo primero que debemos hacer es modelar el problema, definiendo las variables. Sea y la al-
tura del estanque y x el radio basal del estanque. Tenemos dos variables y como solo sabemos
minimizar en una variable, debemos usar alguna condicion del problema que ligue a las vari-
ables x e y.En este caso la ligadura de las variables viene dada por la restriccion de capacidad
del estanque. Sea Vj la capacidad del estanque. Entonces tenemos: Vy = 2’y = y = %
Ahora debemos escribir la funciéon que queremos minimizar, en este caso los costos de con-
struccién del estanque. Sea C'(x) esta funcién. Entonces:

C(z) = Costo tapa + Costo manto + Costo fondo

C(z) = mx’r + 2mryq + na’p

C(z) = m2?(r + p) + 222

Lo siguiente es encontrar los puntos criticos. Como = € (0,00) los puntos criticos estadn
dados cuando C'(z) = 0.

C'(z) = 2mz(r +p) — %
/ _ * Voq
C'(z) =0= 2" = {755
Analizando la segunda derivada comprobamos que V" (%) = 27 (r + p) + 221 > 0 entonces
x* efectivamente corresponde a un minimo. Luego las dimensiones éptimas son:

RADIO= ¢ 04 _
7(r + p)



3. Clase 3

RESUMEN:

» Teorema del valor medio(TVM)
Sean f, ¢ : [a,b] — R funciones continuas en [a,b] y derivables en (a,b), con g(a) # g(b)
y ¢'(x) # 0 para todo x € (a,b). Entonces, existe ¢ € (a,b) tal que:

f) = fla) _ f'(¢)

9(b) —g(a) ~ g'(c)
En particular si g(z) = = entonces:

f(b) = f(a)
b—a

= f'(0)

» Teorema(Monotonia)
Sea f : [a,b] — R funcién continua en [a,b] y derivable en (a,b).

i) Si f'(x) > 0 para todo = € (a,b) = f es estrictamente creciente en [a,b].

ii)Si f'(x) < 0 para todo = € (a,b) = f es estrictamente decreciente en [a,b].

» Teorema(Covexidad/Concavidad)
Sean f : [a,b] — R funcién continua en [a,b] y 2 veces derivable en (a,b).

i) Si f”(z) > 0 para todo x € (a,b) = f es covexa en [a,b].

ii)Si f”(x) < 0 para todo = € (a,b) = f es céncava en [a,b].

s Corolario:Determinaciéon de Maximos y minimos con la primera derivada
Sea f una funcién derivable en un intervalo [a,b] tal que f” es continua en [a,b].

i) Si f'(x) > 0en (a,z9) y f' <0 en (z9,b) = f tiene un maximo relativo en z.

ii)Si f'(z) < 0en (a,z9) y f' > 0 en (xy,b) = f tiene un minimo relativo en x.

10



» Corolario:Determinacién de maximos y minimos con la segunda derivada
Sea f funcién con {7 continua en [a,b] y zo un punto critico de f.

i) Si f"(xzo) > 0 = f tiene un minimo relativo en x
i1)Si f”(zp) < 0 = f tiene un maximo relativo en x
iii)i) Si f”(zo) = 0 = no hay informacion.
Problema 10. Usando el TVM, demuestre las siguientes desigualdades:

(a)e" > 1+ VreR
(b)—z <sin(z) <z Vx >0

Solucién 10. :
(a)Sea f(x) = e”, entonces f'(z) = e” Yo € R. Por lo tanto f'(z) >1sixz >0y f'(x) < 1si
x < 0. Apliquemos el TVM con:

a=0,b==x
w = f'(x0) zo € (0,2)
DOy e

s —-1>r&e>14x

Tenemos la desigualdad para los x > 0, y tiene que ser Vx € R. veamos que pasa con
los x < 0, procedamos del mismo modo:

a=x,b=0

11



=s]l-ef< -z >142

Y para x=0 se cumple directamente la igualdad(1=1).

=14+z<e*VrelR

(b)Sea f(x) = sin(x), entonces f'(x) = cos(x). Aplicando el TVM con a=0,b=x. Nos queda:

Pero —1 < cos(zp) < 1. Luego —z <sin(z) <z Vx >0

Problema 11. Sea f continua en [0,00) y derivable en (0,00) y f’ es creciente en (0, 00)

/()

con f(0) = 0. Utilize el teorema del valor medio para probar que f'(z) > ——= Vz € (0, 00).
x

Concluya que f es creciente en (0, c0).

Solucién 11. :
Para € (0,00), se cumplen la hipotesis del TVN en [0, z], luego, 3¢ € (0,z) tal que

f(x) — £(0) f(;) = f'(c¢). Como ¢ < z se tiene

x—0
que f'(c) < f'(z), pues f’ es creciente en (0,00), por lo tanto f'(z) > f'(c) = @) para
x

todo x > 0.
Ahora demostremos que f es creciente. Sabemos que:

(M)' _ )z . f(z)

= f'(c), pero como f(0) = 0, se tiene que

f'(w) =
xT

z)

/
Como f'(z) — @ > 0(demostrado anteriormente) y x > 0 se tiene que (f—> > 0, con
x

12



lo cual fg:x) es creciente. Si x < y entonces @ < @, es decir, f(x) < f(y) L < f(y),
’ ~

con lo cual f es creciente en (0, 00).
Problema 12. Analizar el comportamiento de f(x) = v4 — 22.

Solucion 12. :

= Dominio:
fle)eER&4-—22>00€[-2,2] & D(f) =[-2,2]

= Ceros:
flz)=04—2*=02=-2Vr=2

= Signo de f:
f(z) > 0Vx € D(f)

s Puntos criticos:

fllx) =0 4~ =02=0
Va—z?

» Continuidad:
f es continua en todo su dominio por algebra y composicién de funciones continuas.

» Crecimiento:
fl(x) >0siz <0y f'(r) < 0sixz > 0. Entonces en z = 0 la funcién alcanza su
maximo valor f(0) = 2.

» Concavidad/Convexidad:
f(x) = \/ﬁ, vemos que siempre es negativa, por lo que la curva es céncava.
—Z

» Grafico:

(GekFico b

e
e

3

Problema 13. Analizar la funcién f(z) = .

13



Solucion 13.
3

Escribamos f(z) = o3
s Dominio:
D(f) =R —{-1,2}
» Ceros:

flz)=0<2=0

= Signos de f:
El numerador cambia de signo en x = 0 y el denominador en z = —1y x = 2, y f es
continua en su dominio. Calculemos los valores de f en cada subintervalo.
(—o0, —1) f es negativa ya que f(—2) = -2 < 0.
(—1,0) f es positiva ya que f(5F) = 1 > 0.
(0,2) f es negativa ya que f(1) = 5t < 0.
(2,00) f es positiva ya que f(3) = 2L > 0.

= Puntos criticos:

fi(z) =0
33 (2? —x —2) — (2 — 1)23

(@ + D —2)

2t — 223 — 622

( x+ 1)( )2
z?(2? — 2z — 6)

( + 1) 2))2

= fllz) =0 2*(12*-2r-6)=0xr=0022-22—-6=0
Resolviendo la ecuacién nos queda:
21 =0,20 = 1 4+/7, 23 =1 — /7 son puntos criticos.

» Continuidad:
f es continua para todos los x € R tal que x # —1 y x # 2, por composicion de
funciones continuas y por algebra de funciones continuas.

14



s Crecimiento:

f'(x)

r?(2? — 22 — 6)

Los cambios dependen de (2% — 2z — 6)

x ‘(—oo,l—\/?)‘(

(e + D —2)

, y son en xy v x3. Haciendo una tabla queda:

1+ /7, 00)

1—V7,14+V7) | (

f'(@) + +
f(z) / N /
» Concavidad/Convexidad:
() = 6x(z? + 2z + 4)

Puntos de inflexién: f"(z) =0=2=0
a los complejos)

(+ 1)z — 2)°

o 22 + 2x + 4 = 0(cuyas soluciones pertenecen

(2% + 2z + 4) siempre es > 0 = el signo va a depender del denominador

x| (=00,—1) | (=1,0)|(0,2) | (2,00)
/() = + - |+
f(z) - — - —

Entonces f tiene un maximoen z = 1 —

= Asintotas y limites complementarios:

= lim
T—00

= lim
Tr—00

1

(se usé L’Hopital para resolver

lim
T—00
lim
T— 00

1

V7 y un minimo en z = 1 4+ /7.

f'(x)
r?(z? — 2x — 6)

((x +1)(z — 2))2

el limite).

( ~7)

2 —x -2

15



(También se us6 L’Hopital).
=y =mz +n =1x+ 1 es una asintota oblicua.

Otros limites:

— { — 1 — 17 322 ¢ 6x
g, oo f(2) = 1my oo 2205 = My oo 5555 = My o0 5 = —00
1i =1 3 =i 3z2 i 6z

— 1M, o f(x) = 1M, .~ Pomo — 1My o o1 1Mo 5 = (0. ¢]

» Gréfico:

4. Clase 4
RESUMEN:

= Férmula de Taylor:
Sea f : (a,b) — R. Supongamos que f es (n + 1) veces derivable en zy € (a,b). El
polinomio de Taylor de orden n de f en xg es:

- (#)
T.(z) = ;ck(gj . f k(!xo)

El error que se comete al aproximar f(z) por T,(z), se llama Resto y es:

N GRI6

 (n+1)! "

(x — z9 £ entre xgy x

16



o (n+1) N
f(@) = To(@) + Ru(x) = Yop_g T (2 — mo)* = f(n+1)(f)(x—fﬂo) o

= Derivadas n-ésimas:
Si f'(z) es la primera derivada, podemos siguir derivando en drdenes superiores una
cantidad tal que la derivada de ese orden exista para la funcién f(x):

F = (f0=D(x))

Algunas derivadas n-ésimas importantes son:

fx) =" — f"(z) = n!

o) = e — 10 (z) = aners

f(z) = sen(z) — f™(z) = sen( + x)
f(x) = cos(z) — fM(x) :ncos(% + )
flz) =1 — f™(z) = S

xn+1

Propiedades:

D(f £9) = f®) & g™

2) (f-g)" = Z < Z ) F R (2)g™ (z) ( Regla de Leibnitz )
k=0

1 1
sin3(2) + cos3(%)

Problema 14. Analizar el comportamiento de f(x) = =5+
2

Solucion 14.
Para este problema les recomiendo que grafiquen la funcién sin(z) y cos(z) juntas, ya que
varios resultados son mas faciles verlos en el grafico.

= Dominio:
La funcién es de periodo 47, por lo que basta analizarla en [0, 47]. Por esta razén
trabajaremos en el dominio restringido: D(f) = [0,4n] — {0, , 27, 37, 4x}

» Ceros:

por tanto, f(z) = 0 < sin®(£) + cos*(%) = 0 < sin(

i 1 i fegqe L 3T o _ T 3m _
no tiene raices reales. Esto implica: § = =F y § = -F, es dec1r r=3yr=

) +cos(5) = 0, pues el otro factor
in
2

s Puntos criticos:




N - . s B
Se anula para sin(§) = cos(3), es decir, para z = § y o = 3¢

= Crecimiento:
La derivada es positiva para los = tales que sin(§) > cos(3), lo que implica, 7 < 2 < 57”

z 0.5 ]Gm |5 [(F.2m) ]| @ 5) | (5,30 | Br5) | (5.4m)
+ + + +
f@&) | N | S| S / / N\ N\ N\

= Puntos de inflexién:

o) = () e G e ).

el primer factor no se anula, pues si lo hiciera tendriamos cos(z) = _Tl‘r’, lo que no
puede ser. Por lo tanto debe anularse el segundo factor, lo que sucede cuando sin(3) =

—cos(5), asi§ = 3 7—” y entonces, tenemos como candidatos a puntos de inflexién

3r T 4
€r = PRI
» Concavidad/Convexidad:
Para determinar el signo de f” basta calcular la f” en algunos puntos estratégicos, como
ya hemos hecho en otros problemas.
f"(5m) = —323,778 < 0
f() =323,778 > 0
’(13”) = 323,778 > 0
f”(1 ) = —323,778 < 0.

u>|;,'4>

Por lo tanto la funcién tiene: en (Z,4v/2) un mimo y en (3, —4v/2) un méximo.
y los puntos de inflexién son: (37”, 0)y (77“, 0).

n Grafico:

-
Gnxico ve

Gun® % wn® %
| z >

k|
A
>eI
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Problema 15. Determine el intervalo de niimeros reales para que la formula
Vitr=1+¢% -3¢ de un resultado con 3 decimales exactos.

Solucién 15. :
flz)=vV1i+z=(1+2)
fla)=11+0)7
() =51 +a)5
fm(x) = 125(1 + x)?

IS
t =

= f(z) = f(0) + f/(0)x + f"(0)% + Rs(w) = 1 + £ — 2= 4 Ry(x)

" T—1x 3
Ry ()] = | £

En nuestro caso xg = 0 y la tercera derivada ya la calculamos, entonces queda:

3

|Ry(z)] = |22 (1 + &) &, esté entre 0 y x:
= |Ry(2) (m1+@r*3\g§%
£2=0
3
= |z 517 = 50 = 538
= |z| < if

Problema 16. Calculando la derivada n-ésima de 22" de dos formas distitas, demuestre
que:
(1))
k n
k=0
Solucién 16.

Primera forma: Derivemos hasta encontrar una recurrencia:
fx) =2

f'(z) = 2na®!

f"(x) =2n(2n — 1)1

fE (@) =2n(2n —1)(2n = 2) ... (20 — (k — 1))2?"F = 202k
Luego para k = n tenemos:

Segunda forma: f(z) = z" - 2. Apliquemos Regla de Leibnitz

n

P = e =3 () @R En®.
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Pero tenemos que (27")*) = (nf!k)!x”*k . Con esto la expresion anterior queda

n 1k I n 2
Fo ) =3 ( Z ) : nlj = n.k)' 2R = e $ ( Z ) . Obtenemos
. - . k:o

k=0

f(")(x) = n!x"i ( Z )
k=0

Ahora igualando la primera y la segunda forma de calcular la derivada n-ésima de z>"
obtenemos el resultado pedido.

& n\’ 2n
-2 () - (%)
k=0
Problema 17. .
a) Determinar el polinomio de Taylor en torno a 0 y encontrar el resto para la funcién

f(z) =In(1+ x).
b) Encontrar el error que se comete al calcular In(1,1) mediante Ps.

Solucion 17. :

(a) Lo primero que debemos hacer en encontrar las derivadas k — esimas de f, para en-
contrar los coeficientes ay.

Fla) = &5 — fO = 1 = o
['@) = oo — S0 = -1 = —(1)
@) = oEw - ) = 2 = 2
Fi@) = - f0) = 2.3 = —(3)

fO@) = CUED o p0(0) = (~1)¢D(k - 1))

Con esto, f queda de la siguiente forma:

f(x) B Zn: (—1)(k_1)(/€ _ 1)!xk N :Un+1f(n+1)(f) n (—1)(k_1):vk (_1)nn! 2t

- L Rl D & & 1+ (it
_1)33H 4
(b) |R3(x)| = ](3 _i 1)212_5)3“\ = 4<1|x+| & Ahora para z = 0,1 tenemos:
ENURMERLE

, pues £ € (0,0,1).
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