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RESUMEN:

e Covergencia Puntual.
Sea (f,) una sucesién de funciones definidas en un intervalo I. decimos que f: I — R
es el limite puntual de la sucesion f,, si Vx € I:

lim f,(z) = f(x)

n—00

e Covergencia Uniforme.
Decimos que una sucesién f, definida en I, converge uniformemente a f(x) si:

lim || f, = f|| =0
n—00

con||f, — f|l = %'fn(x) — f(2)]
zel

e Series de Potencias.
La idea de una serie de potencias es representar una funcién f(z) entorno a un punto
xo .Nos enfocaremos en series de potencias entorno a xo = 0. Por lo tanto la serie de
potencia se representa de la sigueinte forma:

00
E ag * .’Ek
k=0

F(0)*
k!
después evaluar en z = 0.

donde a = , entonces lo primero que tenemos que hacer es encontrar f(x)* y
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Para determinar el intervalo de convergencia de la serie definimos el radio de conver-
gencia que corresponde a:

1
pP=- Q41
limy 00 ——
Qg
Recordar que se debe evaluar en los extremos y ver directamente si esas serie son

convergentes o divergentes.

Problema 1. .

1. Sea a > 0. Estudiar la convergencia de Z o n(n)

n=1

o o
2. Si las series Z an y Z b, son ambas convergentes y a,, b, > 0, demostrar que la serie

n=1 n=1

o
g v/ apb, converge
n=1

o0 o0
. 2 Qn
3. Probar que si E a,, converge, entonces E — converge.
n

Solucion 1. .
1.Primero probemos una identidad util para a,b > 0

In(a) In(b) = In(b) In(a) = In(p"@) = In(a*®)) = p@ = ¢n®)

Luego:
o] 0 1
Z o) — Z @y converge siln(fc) >l a>e
n=1 n=1

2.Recordemos que a + b > 2v/ab, pues (v/a — v/b) > 0.
Asm Vn € N tenemos 2v/a,b, < a, + b,. Con esto:

o0 1 o o0
Z vVapb, < 5(2 an + an) converge
n=1 n=1 n=1

converge converge

3. Es un caso particular del ejercicio anterior con las series convergentes de termino general
1
2
a Yy —



Problema 2. Demostrar que la serie de potencias de f(z) = log(1 — z) converge solamente
para z € [—1,1)

log(1 —z))®)(0
Solucién 2. La serie de potencias en torno a 0 de log(1 —z) es > 7, (log(1 — 2))™( ):c’“

k!
Calculemos sus derivadas:

fa) =
" _ —1
f ($) - (1 _ $)2
" —2
" i
() — —(n—1)!
f ( ) (1 . l‘)"

Con esto, la serie resulta:

k!
k=1
Calculemos el radio de convergencia:
1
p= 1
limy, o #
k
_ 1
= - -
limy, o0 m
1
1

Veamos los extremos:
Caso z = 1:

Es la serie armonica, luego no converge.
Caso z = —1:

Por el criterio de Leibniz, converge. Como f(z) no esta definida en 1, es convergente en
[_17 1)'



Problema 3 (examen 2004)

i) Calcule ¢l radio de convergencia de la serie de potencias (1.0 ptod)

i) Determine el radio ¢ intervalo de convergencia, analizando los extremes, para la serie.

Z (=3
n=0 * i +
(1.5 ptos.)
Solucidn
. . . . =, (nl)* s
i) Para cstudiar cl radio dc convergencia de § %ﬁﬁz" pucde cstudiar
n={

An+1 -
An |7

[{n + 1)z (nk)!
[k(n + 1)]!(nl)k2n

lim

n—0

2| T (n+ 1)*¥{(nk)! = |2| lim (n+1)*1-2...nk
n—oe (nk+k)! n—oal-2.. . nk(nk+1)(nk+2)...(nk+k)
3 + 1)k ; (n+ 1)*
= || lim (= = |z| lim
n—co (nk + 1)(nk + 2) ... (nk + k) n—wkk(n+%) (n+ %) )
. (0.5 ptos.)
n+1 B .
Pero -(jﬂ_)(ﬂTl) — 1 ( ambos polmc-m:os son dc grado k)
De modo que lim | tl| =
Entonccs cl radm de OOnvcrgcncra es T =k"F (0.5 ptois]
ii} Se puede usar el criterio del cuociente o de la raiz ‘
ém An+1 TS (_1)n+13n+1 n +1 gkl
n—oo| An | Jnt 2 (—1)m3" g»
n + 1
U= 'I‘.‘D I i 3' I
De modo que radio de convergencia cs r = % (0.5 ptos.)

Intervalo provisorio € (—3, ). Para los extremos se tiene , en z = }

i | {60 ie alternante de Leibniz L. 0d
oy P = Foﬁ que €5 una serie ern e de con m — ecre-
ciendo.

. La seric converge cn z = 1/3 (0.5 ptos.)
_gyn(-1)"

Paraz = —1/3 %L ="} ?’:—+r que diverge, por comparacion, per cjemplo,

con Y. “—11 (armonica)

Asi, cl intervalo de convergencia cs (—3, 3] (0.5 ptos.)




Problema 4 (Control 6 2001)
Dado n = 1, se define la funcion f, : [1, <) — R mediante

i1 9
fﬂ[;r] = / 2.+J.'l .
! P i

(a) (1.5 pto.) Pruebe que f,(z) = -

Fltiin

(b) (1.5 pto.) Encuentre el limite puntual f{z) de la sucesion ( f,(z)).
(¢) (3.0 pts.) Determine si (f,) converge uniformemente.

Solucion

(a) (1.5 pts.) Notemos que

%t ) 5t ) ¢ (2+1/n)+1  |t=#
f; 2+in sﬂinwfz ory BBIP:;; sy (0.5 pto.)

g~ (1+1/n) g~ (1+1/n) )

- sll‘i(_(ul/n) —(1+1/n)

T (1+1/n) s {1+1/n})
= lim — ,
s—rw({l-i—lj‘ﬂ.] (l+1/n])

pero sabemos que para a > ( se tiene

lim s =0,

[ R - ]

luego

i ————i= G to.
s—}glau l+].f‘?l ? (E pO}

y por lo tanto

o0
dt g—{1+1/n) n 1
ftz*lf“ T (L+1/n) (n+ 1) pltlin:

o0

(n+1) dit n+1 n 1 1
falz) = — /tw,ﬂ= " — 1) zi+m = e (05 pto.)

T




(b)

(c)

(1.5 pts.) Notemos que
1 Ll
@)= =7

y si z € [1,0¢), se tiene que

lim {/z =1, (0.5 pto.)

n—+00
y por lo tanto

g 1 1
ﬂllg}o W = E: I E‘_ 1. (0-5 th-)

Luego (f,)a converge puntualmente a f(z) =1/z, z > 1. (0.5 pto.).

Debemos estudiar si

|fn = fllo=sup |fu(z)— f(z)| =0, (0.5 pto.)
z€[1,+00)

donde f(z) = 1/x (z > 1) es €l limite puntual obtenido en la parte (b). Sea

1 1
gn(2) = f(2) = ful2) = -~ 7

Tenemos que g, (z) > 0siz > 1. Buscaremos el maximo de g,(z), para lo enal comenzamos
por calcular su derivada

1 1
g;;[as) = _5‘3_2 + (1 - lfﬁ.)m (0.3 ptu.)

Buscaremos z,, tal que g, (z,) = 0, luego resolvemos

dte) = [-1+ 558 — o,

plin
pero

(1+1/m)

b

=0 & z'/"=1+1/n
& z=(1+1/n)"
como ademas

(

gi(r) > 0, z€ [1?(1_}_1/?1):4]
giz) < 0,

z € [(1+1/n)*,+oc) } (0.4 pto.)

se tiene que el maximo se alcanza en z, = (1 + 1/n)" (0.3 pto.), luego

1 1
Hn(ﬁ?n) = Z (1 i «"31;7)

B m(“m)

1 [ 1
= aryee T (%W)]

1 )
- (1+1/n) [l_n—i-l
1

C 1
= A+1/n)m _n+1]' (0:5.010,)




