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RESUMEN:

e Integral impropia de primera especie(Intervalos no acotados)
Sea f : [a,00) — R diremos que f es integrable en [a, 00) si se cumple:

1. Vz € (a,00), f es integrable en [a, z| y ademas:

2. Existe el limite definido por:

lim f

a

Si una funcién es integrable en el intervalo [a, c0) entonces el valor de el limite se
llama integral impropia de primera especie de f y se denota:

o x
/ = lim f
a T—00 a

e Integral impropia de segunda especie(Funciones no acotadas)
Sea f :[a,b) — R una funcién no acotada, diremos que f es integrable en [a,b) ssi:
1. Vz € (a,b), f es integrable en [a,z] y ademds:
2. Existe el limite definido por:

lim f

z—=b" [,

Si una funcién es integrable en el intervalo [a, b) entonces el valor de el limite se
llama integral impropia de segunda especie de f y se denota:

b~ z
= lim f
a z=b" J,



e Criterios de convergencia

1. Criterio de Comparacién:
Si f y g son funciones continuas en [a, 00) tales que existe b > aVz > b
0 < f(z) < g(x) entonces:

[ee] o
Si/ g com)erge:>/ f converge
a a

Usar también la contrareciproca:

[e.e] o0
/ f diverge = / g diverge
a a

2. Criterio del cuociente de funciones:
Sean fy g dos funciones continuas en [a, 00| y no negativas en [b, oc] donde b > a
tales que:

Entonces [ fy [ g son ambas convergentes o divergentes.

Estos mismos criterios se pueden usar para las integrales de segunda especie.

Usando el criterio del cuociente se pueden tener las siguientes reglas:

1. [ f(z)dz converge si lim, o 2*f(z) = L > 0,con  a> 1.
2. f_boo f(z)dz converge si lim, 0o 2*f(—2) = L > 0,con  «a > 1.
3. fabi f(z)dzx converge si lim, ;- (b — 2)*f(z) = L > 0,con  a<1.

4. fab+ f(z)dx converge si lim, ,,+(z —a)*f(z) =L >0,con a<]l1.

Problema 1. Determinar la convergencia de las siguientes integrales:

o 1 (e ¢] _m2 o
a)/0 1+x2d$ b)/ooace dx c)/ooxdx

© dx sen(x)
d) V- e)/1 2 dx

Solucién 1. .




a)/o 1+x2d$ = bli)rglo i e = bli)rgo[arctan(b) — arctan(0)] = bligloar(:tan(b) _

™
5 converge

e c b

—z2 . —r2 . 2

b) ze ¥ dr= lim ze T dr+ lim | ze™® dx

— a——o00 [, b—oo [,
a2 g2

o + lim
b—oo

= lim =0  converge
a—r—00
2

0 c b 2 T
c)/ zdxr = lim rdr + lim [ zdr= lim - [+ lim = |}
— b—oo 2

c
o a——00 a b—oo c a——0o0 2
a2 2
= — lim —+ lim — Luego No Converge.
a——00 b—oo 2
———
Noexiste Noexiste
> dx . . c . . b
d) ———— = lim arcsin(z) | + lim arcsin(z) |,
oo V1 — 22 a——00 b—o0

= lim —arcsin(a)+ lim arcsin(b) = 7 Luego converge a 7
a——00 b—oo D

wl3 4
N|=l<

e)Es dificil calcular la primitiva asi que usemos un criterio, por ejemplo comparacién. En
general, si tenemos una funcisn continua acotada por una constante, esto es:

(M €eR) tq |f(x)|<M VzreR

En este caso si debemos calcular la integral:
o
/ @daj, con «a>1
R

Usamos el criterio como sigue:

/ @dxg/ ‘f(x”d:cg/ —dx:M/ ~dz
1 T 1 A 1 e 1 x®

Como esta ultima integral converge, la primera tambien lo hace. Luego este ejercicio es
un caso particular para f(x) = sen(z)

1+z
a) Pruebe que I converge y que cumple % <I<1
a) Pruebe que J converge y exprese J en funcisn de I

Problema 2. ConsidereI:/ . dzx, J:/ e dx.
0 0

Solucién 2. .
a) Notar que:

1
142>1 Vx>0 :>1 <1 = <e?® Vx>0

+x — 1+z



Con esto tenemos que:

+x

o0 e—x o
1 :/ 1 dr < / e ®dr=1 =1 converge
0 0

Ademas sabemos que

1 e ”
= e’

ef>14+z = ee*< <
1+2x 1+2

Con esto, obtenemos el resultado pedido pues:

/ e 2dr < / © dr < / e Tdx
0 0 1 +x 0
——— ——

1

D=

b)Notar que:

xe * < (1+z)e™”

o0
< =e® Vx>0 = Jﬁ/ e fdr=1
1+z 1+=z 0

Ahora para expresar J en funcisn de I usemos un truco similar:

1+z 1+2x

o0 1 _1 —T o0 o0 —xT
J:/ (Ltz—1e d:vz/ e_md:r—/ ¢ dr=1-1 = J=1-1
0 0 0

Problema 3. Estudiar la convergencia de las integrales impropias:

. /1 arctan(z)dz
0

x2

° /O"dix cona >0
o Vz(r+a) -

Solucién 3. .

e Usando el criterio del cuociente tenemos:
arctan(z) . arctan(z) )

i . = lim &2 — $ T Hons
}:1_13(1)3: o lim r 9161_1)1}) . 1#0 (Se usé L’Hopital).
arctan(z)dz
Como [;° 1 diverge entonces / #

0 T



./OO T _/1 dz +/‘°° dzx

o Vr(z+a) Sy Va(z+a) )i Va(z+a)
Veamos los dos casos ¢ > 0y a = 0.

a>0

Se puede comparar con:
1 1

\/:?(x+a) = Vza

dx
Y como converge entonces | ——=——— también converge.
o Vz(r+a)

Veamos el otro término. También por comparacién:

L
f(a+év)

1
< —
T2

o 1
Y como / — converge entonces / converge
L \/_ +a)

a=20
X dr .
Como — dlverge y converge, entonces — diverge.
0 :Cz 1 aﬁ 0 X2



