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RESUMEN:

e Reglas de L’Hopital:
Sean fy g derivables en (zq — d, 29 + 0),x # . Entonces:

~

Silimy gy f(2) = limgp o g(z) = 0 y limy 4, gfg; = L entonces lim,_,,, % s

f'(z)

7 = L entonces lim,_,, @) _p,

g(z)

Si limw—mo f(iE) = limg ;¢ g( ) Yy hmzc—)zo

Siempre que tengamos limites de la forma L’Hopital g 0 22 podemos aplicar estas
reglas. Si tenemos limites 0 - 0o, 1, 00%, 0° hay que llevarlos a una forma L’Hopital.

e Mdaximos y Minimos:

— 1 se dice punto minimo de fen A C R si (Vo € A) , f(z) > f(xo)

— o se dice punto mdximo de f ACRsi (Vz € A), f(z) < f(zo)

TEOREMA: Si z; es punto de mdximo (minimo) y f es derivable en xj, entonces

f(zg) =0.

Problema 1. Calcular:

a)hm sin(z)—z cos(z)
z—0 2sm(:E)

ear bm

z 1n(1—|—w)

C)limg_yo0 ( + €7 + €2)=
1

d)lim, o ( m;bm ) 8

b)lim,_,q &




Solucioén 1. :
a)Primero veamos si es de la forma L’Hopital. Evaluando en 0, nos queda el limite de
la forma %, entonces podemos aplicar la regla:

sin(z)—z cos(

sin(z)? 2 = hmw—)O cos(z)—cos(z)+z sin(x)

cos(z)—(cos(z)+z(—sin(z))
2sin(z) cos(z)

lim,_,o ) = lim,_,o

Evaluando nuevamente en 0, vemos que queda:

limx_m #s(m) =0

sin(z)—z cos(z) _ 0

= limg0 sin(z)2

b)Es de la forma g entonces aplicando la regla queda:

2 2 2 2
aw” _gbw 2axet®” —2bxeb®

. e T
hmzc—)O - hmw—)O ln(1+z)+1f—7

zIn(1+z)
Evaluando en 0, queda g, entonces nuevamente derivamos:

2a(e‘“‘2+m2aze“2)—2b(eb”2—|—12bmebw2)
;+(1+m)—m
I+z ' (142)2

= lim, ¢

Evaluando en 0, no es de la forma L’Hopital y da:

=(a—b)

l. e _eb:v2
= 1Mz zln(l+4x)

0132

= (a — b)

¢)Vemos que evaluando en oo este 1”es de la forma oc®. En estos casos lo tipico es tomar
el logaritmo a la funcién y después aplicar la exponencial, ya que e™f@) = f(z)(esto lo
podemos hacer ya que, el logaritmo y la exponencial son funciones continuas y podemos
meterlas en el limite(lim,_,q exp(f(z)) = exp(lim;_,o f(x))). De esta manera tenemos:

f(z) = (z+ €+ ) = In(f(2)) = Lln(z + €* + €>*). Esto si es de la la forma
L’Hopital(22), entonces aplicando la regla:

1
In(z+e®+e2?) TFerrT (1+em_|_2e2:c)

1 14e® 422
z = hma:—)oo 1 St eT 1 e2T

T+er+e2e

limg_, o0 = limg 0

Es denuevo 22, derivando nuevamente:

1 et 44e2%®
- hm.’E—)OO 1+em+262m

Otra vez es 22, derivamos:

1 e%48e2"
- hmzc—)oo em+462ac

No seguimos derivando ya que podemos ver que siempre va a ser de la forma =,
o

2sin(z) cos(z) = limg 2 cos(x)



por ser exponenciales. Pensemos un poco...podemos factorizar arriba y abajo por e**
y asi nos queda:

e?®(e=?+8)

e *+8 8 __ 9
e2e(e—*+4) -

e~T+4 ~ 4

= limg 0 = lim,_,q,

= limy_00(z + €% + €2%)s = €2.(Recordar que @) = f(z))

a®+b"
2

= 1y lim, o1 = 00, se tiene una expresién de la forma 1%,

o+ : = exp|[In @+ .
2 - P 2
1 a® + b*
= exp o In 5

d)Como lim, o
sin embargo:

x b:c'
y como lim,_,¢In [a —2'_ =0y lim,_,ox = 0, se tiene una expresion de la forma %,
aplicando la regla de L’Ho-pital a %ln (#), se obtiene:
R O I ) 2 a*lna+b"Inb
lim —In = lim
z—0 I | 2 z—0 g% + b® 2
. a®lna+b"Inb
= lim
250 a® + b*
_ Ina+1Inb
B 2

= ln\/%

Como exp es una funcién continua, lim, ,oexp(f(z)) = exp(limg_o f(z)), luego

1
. a®+b"\ =
lim = exp(In Vab) = Vab
z—0 2

Problema 2. Con un trozo de material rectangular, se forma una caja abierta suprim-
iendo de cada esquina cuadrados iguales y doblando los lados hacia arriba. Hallar las
dimensiones de la caja de mayor volumen que se puede construir de esta manera, si el
material tiene dimensiones a(largo) y b(ancho).

Solucién 2. :

Nos estan pidiendo maximizar el volvumen, entonces lo primero es determinar la fun-
ci6n V(x) y luego calcular su primera derivada para encontrar los puntos criticos y
luego evaluar los puntos en la funcién y ver con cual, V(x) es mayor, entonces:

El volumen de la caja corresponde a:

V(z) = (a — 2x)(b — 22)z = 42° — 2(a + b)z* + abx

3



Su primera derivada es:
V'(x) = 122° — 4(a + b)x + ab

(a+b)+Vva2+b2—ab
6

Resolviendo la ecuacién cuadratica V'(x) = 0 nos dan dos soluciones x; =

y g, = laxb=valabiab on 0 > 0y 2, > 0. Al evaluar en V(x) se tiene que

V(z1) < V(zg), por lo tanto zo es un maximo y x; un minimo. Finalmente las
dimensiones 6ptimas son largo a-2z9, ancho b-2xy y alto xs.

Otra manera de determinar si es un maximo o minimo es analizar la segunda derivada,
en este caso tenemos que:

V" (x1) = 6va? + b% — ab > 0, entonces corresponde a un minimo

V" (x9) = —6v/a? + b2 — ab < 0, entonces corresponde a un maximo.

Problema 3. Se desea construir un estanque cilindrico de capacidad 1000 metros cibicos.
Los costos de construccion son los siguientes: r la tapa, q el manto y p la tapa.

Calcular las dimensiones del estanque tales que los costos de construcciéon sean los minimos
y se satisfagan los requerimientos de capacidad pedidos.

Solucioén 3. :

Lo primero que debemos hacer es modelar el problema, definiendo las variables. Sea y la
altura del estanque y z el radio basal del estanque. Tenemos dos variables y como sélo sabe-
mos minimizar en una variable, debemos usar alguna condicién del problema que ligue a las
variables x e y.FEn este caso la ligadura de las variables viene dada por la restriccién de capaci-
dad del estanque. Sea Vj la capacidad del estanque. Entonces tenemos: Vp = nzy =y = R
Ahoradebemosescribirla funciéonquequeremosminimizar, enestecasoloscostosdeconstrucciondelestanque

C(x)=Costotapa + Costomanto + Costofondo
C(x)= mz?r + 2rzyq + 7x’p
2 2V
C(z) = ma*(r + p) + =2
Lo siguiente es encontrar los puntos criticos. Como x € (0,00) los puntos criticos estadn
dados cuando C'(z) = 0.
C'(x) = 2nx(r +p) — 284

! _ *x __ Vog
C'lz) =0= 2" = ¢/ 72

. . 4
Analizando la segunda derivada comprobamos que V" (zx) = 27 (r + p) + % > 0 entonces
x* efectivamente corresponde a un minimo. Luego las dimensiones 6ptimas son:

RADIO= 2 _ Vg
7(r + p)

ALTURA= 22
T




