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RESUMEN:
e Definicién: Diremos que f : (a,b) — R es continua en T € (a, b) ssi Vx € (a,b)
lim f(z) = f(7)
T—T
(recordar hacer el limite por ambos lados)

e Definicién: Diremos que f : (a,b) — R es deribable en T € (a,b), si existe el limite

o) — 1 TR =)

h—0 h

e Operador L:
Se define como:

L(f(x))=£2)

Propiedades:
L(f(x)g(x))=L(f(x))+L(g(x))
L8 =L(f(x))-L(g(x))

L(cf(x))=cL(f(x)) con c=constante

e Formula de Leibnitz:

() =3 ()00

Problema 1. Dado n € N considere la funcién f(x) definida por:

fz) = { sreinz) 270

Probar que:

i)f es continua en 0 ssi n > 1
ii)f es derivable en 0 ssi n > 2
iii)f* es continua en 0 ssi n > 3



Solucién 1. :
i)Pdq: lim, 0 f(z) = f(0) =0

lim " sin(—=) =0
x—0 A
sosin>1 S~
acotado

ii)Pdq: £'(0) existe.
Siz#0
1 1.1
! _ n—1 (2 _ 70 il Y
fi(z) =nx s1n(a:) x cos(x)

x2

Si z = 0(Usando la definicion)

. f(0+h)=F(0)
! — 1
f'(0) lim Y
. h"sin(4)
= m—y
1
_ . n—1 Cwin(
= o o)
s08in>2 S~~~
acotado
=0
iii)Pdq: lim,o f'(z) = f'(0) =0
. n—1 . 1 n—2 1
lim (n x csin(=) - g - cos(—) ) =0
z—0 N~~~ T N~ T
s08in>2 S~~~ _o08in>3
acotado acotado

Problema 2. Sea f la funcién definida por:

1—cos™(z) LE#O
f@y‘{o z=0

Estudiar la continuidad de f, su derivada y la continuidad de la derivada de f

Solucién 2. :

i) Continuidad:

Si z # 0 f es continua por algebra de funciones continuas
Siz =0 Pdq:lim, , f(z) = f(0) =0

lim 1—cos™(z) _ lim (1 —cos(z))(1 + cos(z) + cos?(z) + ... + cos"*(z))

z—0 xT z—0 X



1—cos —

= lim_=x
a:—)O\/ Z
—0 M—/ k=0

1 —
? acotado

= 0
ii)Derivada:
Siz#0

, —ncos™ (x)(—sin(z))z — 1(1 — cos™(z
fla) = ( () ( 562)) ( (z))
ncos™ ! (z) sin(z)x — (1 — cos™(x))
ncos" !(z)sin(z) cos"(x) —1
= =+ 5
T T
Siz=0
: . f(h+0)— f(0)
f0) = lim h
. 1—cos"(h)
=M e
1— h
= flzl_I}(l) 2(2)5( ) - (1 + cos(z) + - + cos"’l(m))J
1 b d (3
3
_ I
2

iii)Derivada de f:
Si z # 0 f’ es continua por algebra de funciones continuas
Siz =0 Pdq: lim,_,, f'(z) = f'(0) =2

2

. nig) — 1
lim = lim <n cos™" !(x) sin(z) + 2 (:1:2) )
x—0 x—0 x x
sin(z ) cos(z) — 1 .
= liH(l) <n -cos™ 1 (z) - Zcos
= ﬁ"l R.’E’_/ %,_/ k=0
—1 L=t
2 —n
n
= n— —
2
_
2
Problema 3. Calcular f(*)(1) para f(z) = &

Solucién 3. :



(f($)$2)(4) = v
Usando la férmula de Leibnitz
(3) 22 fW () + (Lll) 22 fG) (x) + (3) 22 (z) = e®
Evaluando en x=1
1-1-fWA)+8-1-f@1)+12- A1) =e

Ahora de la misma manera se calcula f®)(1),f®) (1) y f3(1)
FO(1) = e~ 6£(1) ~ 6£0)(1)
fO1) =e—4fO(1) - 2f(1)
1) = e —27(1)
Reemplazando se obtiene:
fP1) = 120£(1) —67e
= d3e

Problema 4. Calcular la derivada n-ésima de arctan(z)

Solucién 4. :
Sabemos que la derivada de arctan(z) es:

1
1+ 22

arctan’(z) =

arctan’(z) - (1+2%) =1
(z) h(z)
g(z T

Usando la formula de Leibnitz:
“/n
(@) = Y- ([ )negos
k=0

= (5) (L +22)g™ (@) + (1) 229" V(@) + (5)29" P (2) = 0
s g — “2mg D m(n-1)5(~
—z
Encontramos la derivada n-ésima de arctan’(z), entonces g" ' (z) corresponde a la derivada
n-ésima de arctan(z).

x> arctan(ax)

Problema 5. Usando el operador L encontrar {’(x) siendo f(z) = ===



Solucién 5. :

L(f(z)) = L(z*)+ L(arctan(az)) — L(V22 + 1)

1
= 3L(x) + L(arctan(azx)) — EL(.IQ +1)
L1 1+((1m)2a 1 2z
"z arctan(az) 22241
3 o T

T * arctan(az)(1 + (az)?) 1+ a2
Calculamos L(f(x)), multiplicando L(x)-f(x) y se obtiene f’(x)

Problema 6. Encuentre la recta tangente a la curva de ecuacién e22m(¥) = In(1 + 22 +y?)
en el punto p donde la curva intersecta al eje de las abcisas, con abcisa positiva

Solucién 6. :

Notar que y=y(x)

Primero buscar el punto p(con coordenadas (T, 0)) que intersecta con las abcisas, para esto
hacemos y=0 y buscamos T

1 =In(1+47?%)
e=1+ 7>
T==+vVe—1

> p=(e=10)

(Se eligi6 la abcisa positiva)
La recta tangente corresponde a:

(y—79) = f'@)(z—7)

Ahora hay que encontrar y’(x)=f’(x), y luego evaluar en T
Derivando la ecuacion queda:

. 2 1
2 arcsin(yz) ! /
e —Yr+y) = —5——2x+2
1= (y2)? (y Y) 1+ 22 1 2 ( yy')

Evaluando en p:



, 1
=y =-
e
La recta tangente es:
1
y—0=—-(z—+Vve—-1)
e



