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P1 Sean a € R y B C IR un conjunto numerable. Pruebe que el conjunto

Aop={a+beR/be B}

es un conjunto numerable.

Sol: Tenemos por lo menos 4 formas de probar que A, B es numerable:

*1 Encontrar una funcién biyectiva entre A, g y algtin conjunto nume-
rable que se nos ocurra (por ejemplo pueden ser: IN x IN, IN, Q, Qx
Q, Q x IN, etc, y en este caso particular, B).

*9 Encontrar una funcién biyectiva entre algin conjunto numerable
que se nos ocurra y A, p.

*3 Verificar que A, p es un conjunto infinito (o sea que no es finito...)
y encontrar alguna funcién inyectiva entre A, p y algin conjunto
numerable.

*4 Verificar que A, p es un conjunto infinito y que A, p es subcon-
junto de algiin conjunto numerable.

OBS: De las propiedades anteriores, vemos que la ventaja de demostrar
que algo tiene cardinalidad numerable, es que sélo nos basta encontrar
una funcién inyectiva, lo que puede ser mucho més facil que encontrar
una funcién biyectiva.

En este tipo de ejercicios, lo mas dificil es encontrar el conjunto nume-
rable y la funcién (inyectiva o biyectiva) que necesitamos para probar la
numerabilidad; ésto depende mucho del problema particular que estemos
resolviendo. El consejo es observar bien el conjunto que queremos probar
que es numerable y pensar que conjunto numerable le podemos relacionar.

Nosotros queremos probar que A, p es numerable. Si lo estudiamos un
poco, nos damos cuenta de que sus elementos pueden ser tanto racionales
como irracionales; luego no podriamos decir, por ejemplo, que A, p € Q
(osea no podrfamos usar #4 con el numerable Q), se podria decir que Q no
es el conjunto adecuado para relacionarlo con A, g. Seguimos buscando. . .



Nos damos cuenta de que un conjunto numerable que se relaciona mucho
con A, p es el conjunto B, pues A, p se define a partir de B. jPodemos
decir que A, g C B? En general, NO ( esto depende mucho de lo que sean
a 'y B); o sea no podriamos ocupar x4 con B ...

Mejor intentemos encontrar una funcién entre A, g y B'.

IDEA para encontrar la funcién: los elementos de B son como los elemen-
tos de A, 5 menos el nimero a. O sea, dado un elemento en A, g, para
transformalo en uno de B hay que restarle a.

Se nos ocurre la siguiente funcién?:

f:Aa7B—>B

flx)=z—a

(Esta bien definida como funcién? Si, pues a cada z € A, p le asigna una
s6la imagen f(x) y ademds esta imagen efectivamente es un elemento del
conjunto de llegada B (Ejercicio: Verificarlo!!!).

Se tiene lo siguiente:

e Esta funcién es inyectiva (Ejercicio).

e El conjunto A, g es infinito, pues
Ay g = {a+primer elemento de B, a+ segundo elemento de B ...
y como B es infinito se concluye.
Luego, usando *3 concluimos que A, g es numerable.
OBS: En este caso la funcién que encontramos también es epiyectiva, luego

podriamos haber usado *;, ya que tendriamos f : A, g — B biyectiva o,
equivalentemente,|A, g| = |B|, :D.

ILa resolucién del ejercicio comienza en esta linea; el resto eran recuerdos de la materia y
posibles ideas de como resolver el problema, :).
2Hay que probar que es funcién, es decir, ver que esté bien definida



A continuaciéon veremos un ejemplo de un tipo de problemas de
induccion, los de divisibilidad. Lo resolveremos de varias formas.

P2 Demuestre que Vn > 1 32" — 1 es divisible por 8.

Sol: Haremos la demostracién por induccién.
Llamenos P(n) :Vn >1 32" — 1 es divisible por 8

e Caso Base: Hay que ver que la propiedad es cierta para n = 1 (osea
ver que P(1) es cierto). En efecto,

321_1=9-1=8

Y como 8 es divisible por 8 , la propiedad es cierta para n = 1.

e Paso Inductivo: Hay que probar que P(n) = P(n+1)
Suponemos entonces que P(n) es cierta (H.I.). Veremos 3 formas de
probar que P(n + 1) también lo es:

F1: Calculemos:
32+ 1 — 32n+2_q — 32n.32_1 = 32".(84-1)—1 = 3%n-843%".1—1
= 320D 1 =32 84 371 - 1]
luego, usando la (H.I) concluimos que 3%"+1) — 1 es divisible

por 8, por ser suma de nimeros divisibles por 8.

F2: La (H.I.) nos dice que 3k € IN tal que 3*" — 1 = 8k, o equiva-
lentemente 32" = 8k + 1. Usemos esto para probar P(n + 1).

32D =322 1 =3 .32 _1=8k+1)-9-1
= 320F) 1 =79k 49— 1="T72k+8=8(9k+1)

Como (9% + 1) € IN, entonces concluimos que 32"+1) — 1 es
divisible por 8.



F3: Usaremos la siguiente propiedad:

glp ANgl(r—p)=qlr

Nosotros tenemos, por (H.L.), 8 | (32" —1), luego para probar que
8 | 32("*1) — 1, nos basta ver que 8 | [(32("+1) — 1) — (32" —1)].
En efecto,

(32(n+1) _ 1) _ (3277, o 1) — 32n+2 _ 32n — 32n . (9 _ 1) — 32n . 8

Por lo tanto, 8 | [(32("*1) — 1) — (32" —1)].
Lo que prueba que 32"t — 1 es divisible por 8.

OBS: p | g significa p divide a ¢, o equivalentemente, g es divisible
por p.

Asi hemos verificado que el Caso base y el Paso Inductivo son ciertos,
lo que termina la prueba por induccién. Se concluye que la proposicién
P(n) es cierta Vn > 1.

Muchas veces, para probar una proposicién P(n), es mucho mads
sencillo si usamos la segunda forma del principio de induccion. Vea-
mos un ejemplo:

P3 Pruebe que todo n € IN, con n > 2, es un nimero primo o es producto
de niimeros primos.

Sol: e Caso Base: Veamos si la propiedad es cierta para n = 2. Como 2 es
un ndmero primo, entonces concluimos que la propiedad es cierta.

e Paso Inductivo: supongamos que Vk € {2, 3,..., n} se cumple k
es primo o producto de primos (H.I.). Debemos probar que (n+1) es
primo o producto de primos.

Caso 1: Si (n+1) es primo, estamos listos?.

Caso 2: (n+1) no es primo, entonces podemos decir que

dp, geINconn+1>p>1, n+1>qg>1tal que

30 sea, no hay nada que probar...



(n+1)=p-q

lo anterior es cierto pues como (n+1) no es primo, entonces posee al
menos 2 divisores distintos de 1 y (n+1); ademds hay que recordar
que si m es divisor de [ entonces 1 <m < [.

Luego,

Como 2 < p < n, podemos decir, por (H.I.), que p es primo o pro-
ducto de primos.

Como 2 < ¢ < n, podemos decir, por (H.I.), que q es primo o pro-
ducto de primos.

Usando esto dltimo y que (n 4+ 1) = p - ¢ se concluye que (n+1) es

producto de primos?.

Asi, como el caso base y el paso inductivo son ciertos, hemos terminado
la demostracién por induccién de que todo nimero natural n > 2 es primo
o producto de primos.

4Producto de producto de primos es producto de primos...



A continuacién, un ejercicio atipico de Imagen y PreImagen. Re-
cuerden que esta materia va a ser evaluada en el control y vale la
pena recordarla.

P4 Sea f: E — F una funcién. Pruebe que:

f es biyectiva < [(VB C E) f(B°) = (f(B))]

Sol: Como debemos demostrar un < , demostraremos la implicancia para am-
bos lados. Primero de izquierda a derecha y luego de derecha a izquierda.

= Usando como hipdtesis que f es biyectiva debemos probar que
(VB C E) f(B®) = (f(B))° . Para ellos consideramos un B C E
cualquiera y trataremos de demostrar dos cosas®: f(B€) C (f(B))¢y

f(B°) 2 (f(B))°.
- Sea y € f(B°). Por definicién de conjunto Imagen podemos

decir que:

(3z € BY) f(x) =y

Por inyectividad de f podemos decir que:

(GreB) f(Z)=y

( Ya que si existiera un & € B tal que f(Z) = y tendriamos que
f(x) = f(Z) = y, usando la inyectividad de f podrfamos decir
que: = Z. Lo cual es una contradiccién, ya que x € BSAT € B).

Luego, dandonos cuenta que lo que estd dentro de la negacién
no es mas que una forma retorcida de la definiciéon de Imagen,
se tiene que:

y € f(B)

Lo cual es lo mismo a decir que y € f(B)¢. Justamente lo que
queriamos probar.

U

Sea y € f(B)°. Usando definicién de complemento y luego
la definicién de Imagen se tiene:

ye f(B)eyef(B)& (JzeB) f(z)=y

5Nos aprovecharemos de la propiedad antisimétrica de los conjuntos: A C CAC C A &
A=C



Como f es epiyectiva se tiene que (Vy € F) (Ja € E) f(a) = y.
En otras palabras, se nos asegura que para todo y € F' encontra-
remos un a € F tal que f(a) = y. Si ese a no estd en B (como lo
asegura (3z € B) f(x) =y ) entonces ese a debe® estar en B¢ .
Por lo tanto:

(Ja € BY) f(a) =y <y € f(B)

Que es justamente lo que queriamos.

Luego concluimos que f(B¢) = (f(B))°.

= Ahora debemos probar la implicancia hacia la izquierda, osea:

(VB CE) f(B°) = (f(B))°] = f es biyectiva

Usaremos como hipdtesis que (VB C E) f(B°) = (f(B))¢ y tratare-
mos demostrar que f es inyectiva y epiyectiva.

Inyectividad Debemos probar que para todo x1,x2 € E se tiene que:

x1 # x3 = f(21) # f(22)

Para ello” tomemos x1 # 22 y B = {z1}.
Notemos que z2 € B® (ya que B = {21} y 1 # 22 ).

Luego , gracias a la definicién de conjunto Imagen, tenemos que:

f(@2) € f(B°)
pero f(B¢) = (f(B))¢ (por hipétesis).

= f(z2) € (f(B))* & f(x2) ¢ (f(B))
Pero f(B) = f({z1}) = {f(z1)}-

Por lo tanto f(x2) # f(x1).

Epiyectividad Usando la hipétesis tomando B = ¢ se tiene que:

f(¢%) = (f(9))°

SRecuerde que E = BU B¢
7Y para que nuestra hipétesis sirva de algo



Y en este momento es cuando una pregunta importante debe
dominar nuestra mente: ; Complemento con respecto a qué?.

La funcién f va de E en F'. Como el conjunto Imagen se define
sobre subconjuntos del dominio (en este caso el dominio es F) se

tiene que f(¢°) = f(E).

Por otro lado, sabemos que los conjuntos imagen viven en las
partes de F' (en otras palabras, todos los conjuntos imagen son
subconjuntos del recorrido). Por lo tanto (f(¢))¢ = ¢° = F.

Luego de esta salvedad podemos ver que:

f(¢9) = (f(9) = f(E) =F

Usando la definicién del conjunto Imagen:

& (WeF)(Brek) f(z)=y

Que es lo mismo que decir que f es epiyectiva.

Por lo tanto f es biyectiva. Lo que completa nuestra demostra-
cion.



Por dltimo un ejercicio de sumatorias.

P5 Demuestre que:

> IV3)H(V2) = 65(v2 + V)

k=0

Sol: Este ejercicio parece estar pintado para ocupar el Teorema del Binomio
de Newton®, sin embargo ocuparlo es justamente lo que no hay que hacer.
Luego de intentar de muchas maneras formar el Binomio de Newton, uno
se da cuenta que el camino va por otro lado.

7
DIV =Y IV (VB) TR(V2)F = Y IV3) () 2)]

k=0 k=0 k=0

Notemos que (v/3)7 no depende del indice de la sumatoria (k), por lo que
podemos tomarlo como constante y colocarlo afuera:

SEHYTER

k=0

Y ahora no es méas que ocupar la suma geométrica!!

218
:(\/??)71 W)
1-(,/3)

El resto es mera dlgebra, asi que lo vamos a hacer rapidito®.

= 65(vV2 + V3)

Suerte en el control 2!!1!

The End

8Recuerde que el Binomio de Newton es tan hermoso como la Venus de Milo
9 Aunque se contradiga con el nombre del ramo



