Auziliar Lunes 8 de Mayo.
Demuestre que E = {(ay,...,a,) € {-1,1}" ,n € N,n > 2, i a; = 0} es

=1
numerable.

Veamos que E contiene solo n-uplas de tamano par. (Puede ser intuitivo
pero la idea es justificar un poco)

Supongamos que a € E con a € {—1,1}?**1 k € N (i.e. « tiene una
cantidad impar de "elementos").

Luego « tiene una cierta cantidad m de 1’s'y n de -1’s en sus elementos,
o, dicho de otro modo, a;,,...,a;,, =1y aj, ..., @j, ., = —1 para un cierto
my n € N con m+n = 2k + 1(notar que esto es verdad pues es facil ver
que no pueden ser todos los elementos positivos ni todos negativos para que la
suma de cero, al ser la suma de elementos positivos necesariamente positiva, y

i=n
de negativos; negativa). Es decir podemos escribir la suma Y a; como sigue
i=1

i=n i=m 1=2k+1
doai= ), a;+ ) a
i=1 i=1 i=mt1
=m-n
=m—(2k+1-—m)
=2m— (2k+1)
=0 (puesa € E)

Luego, 2(m — k) = 1 que es un contradiccién pues no existen nimeros nat-
urales k, m que satisfagan esta propiedad.

1=2n

Ahora podemos afirmar que E = {(ay....,a2,) € {-1,1}*" ,n €N, 3 a; =
i=1
0}.

i=2n

Vamos a probar por induccién que (Vn € N) By, = {(a1...., asn) € {=1,1}*", 3 a; =
i=1
0} es numerable.
Caso Base:
E2 = {(a17a2) € {_17 1}2,01 +ag = 0}
= {(17 _1)7 (_]—7 1)}

que es evidentemente numerable.

Hipétesis de Induccién: Supongamos FEs, numerable



P.d.q E5, 12 es numerable.

i=2n+2
Veamos antes que si @« € Fopyo = >, a; = 0 y que ademds Jk,l €
i=1
{1,...,2n + 2} talque ay + a; = 0 (De otro modo la suma no podria ser nula),
luego podemos definir el nuevo conjunto EQn |9 COmO sigue:

k.l nt2 2n+2
Egpia ={(a1,...;a0n42) € {1, 1}*"7, 30 a; =0,a =

=1
ik, il
1, a; = 71}
2n+2 2n+2
de modo que Eopiz = kU U E2n+2 (1)
=1 [=1
1#k

En palabras, lo que quiere decir esto es que cada vez que tengamos una
n-tupla con unos y menos unos de modo que todos sus elementos sumen cero,
entonces necesariamente dos de ellos suman cero entre si. De este modo po-
driamos crear un subconjunto de E2n+2 llamado E2n 1o en el cual para cualquier
elemento « perteneciente a EQn _g.5¢ debe cumplir que ap = l,ay = —1y
que el resto de los elementos suman cero (es facil probar que este conjunto
es efectivamente subconjunto de Fs,42). Luego la unién de estos conjuntos
es subconjutno de Fs, 12, pero a la vez, para cualquier elemento 5 de Fo, 1o
que escojamos, 3k, € {1,...,2n 4+ 2} de modo que S pertenece a Eg;f+2.Este

2n 2n
dltimo razonamiento prueba que Fa,120 € | U Egnl 12, que sumado a que
k=11=1
I#k
2n+2 2n+2
E%Jr2 C FEontaVk,l € {1,...,2n 4+ 2} implica que |J U E2n+2 C Eopyia, se
k=1 =1
1#k
422042
concluye que Fopyo = |J U Eyys -
k=1 [=1
I#k

Por hipétesis de induccién , no obstante, se puede construir un abiyeccién
tre E5' 5y Eap, dad
entre By, v Fa,, dada por

f E2n+2 [ Egn, f((al, veoy a2n+2)) = (al, ey A — 15 Qg 1y ooy AL —15 QL4 1y -eny agn)
.(es facil demostrar que f es efectivamente biyectiva.....jjPropuesto!! ).

Luego por H.I. E%H es numerable.

Pero la unién finita de conjuntos numerables es numerable tamibién, luego
gracias a (1) , podemos concluir que Fs, 12 es numerable.

Ahora solo falta probar que E es numerable, para eso hay que notar que



E:UEQn

i€EN

Y gracias a que la unién numerable de conjuntos numerables es también
numerable, entonces E es numerable.

Nota: no es tribial afirmar que F = U Fs,, pues la misma definicién de

ieN
U FE5,, no lo es. De hecho una definicién psible es U Ey,={z|IneNze
i€N iEN
Es,, },con la cual efectivamente se puede demostrar que £ = U Es,, (es un buen

ieN
ejercicio demostrarlo).



