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Sistemas de EDQ’s Lineales

1. Resuelva los siguientes sistemas, ya sea calculando su matriz exponencial o bien encontrando sus valores propios y
una base de vectores propios normal o generalizada.
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. Considere un sistema lineal de la forma z' = Az, t > 0, con A € M,,«,(R) una matriz diagonalizable. Demuestre
que si todas las soluciones de dicho sistema son periddicas, y ademds todas tienen el mismo peri'odo, digamos T,
entonces el polinomio caracteristico de la matriz A es de la forma p(\) = (A2 + T2)*2 = 0. (Notar que n tiene
que ser un ndmero par).

. Sea A(t) una matriz simétrica de n x n con coeficientes continuos en todo R, tal que A(t) es invertible para todo ¢.

(a) Demuestre que los valores propios de A(t) son una funcién continua del tiempo.

(b) Considere el sistema:
z'(t) = A(t)z(t)

Suponga que existe una constante £ > 0 tal que todo A;(t) valor propio de A(t) satisface A;(t) < —¢  Vi.
Demuestre que toda solucién z(t) de este sistema satisface z(t) — 0 cuando t — oo. Para ello, recuerde
que existe una base ortonormal {u;(t)}?_, de vectores propios de A(t) respectivamente asociados a {A; }? ;.
Utilice esto para deducir que:

@1 < =Ellz@)]1?

. Resolver usando sistemas de edo’s la siguiente ecuacién diferencial:
y() — 8y + 16y = 0.

. Considere el sistema lineal z'(t) = Az(t) en que la matriz A es antisimétrica (ie, AT = —A). Sean o y 7, vectores
en R™ y denotemos por z(t,xo) y (¢, x1) las soluciones de la ecuacién con condiciones iniciales en t=0 igual a z
y x1 respectivamente. Demuestre que si < xg,x1 >= 0 entonces

< z(t,zo),z(t,z1) >=0, VteR
(ie, si las soluciones comienzan ortogonales permanecen ortogonales).

. Considere el sistema, de coeficientes variables:

Donde la matriz A(t) es periddica de periodo 7, esto es A(t + ) = A(t) Vte R
Sea W (t) la matriz fundamental de éste sistema tal que W(0) = I,,x, (la matriz identidad).

(a) Demuestre que:
W(t+m)=W(>E)W(r) Vi e R

(b) Suponga que la matriz W () tiene un valor propio A = 1. Muestre que en tal caso el sistema posee una
solucién z(t) periédica de periodo 7.



8. Considere la ecuacidn vectorial:
" —_
'+ Ax =0

Donde A es una matriz con n valores propios reales y distintos.

(a) Transforme la ecuacién a una de la forma:
y"+Ty =0,
por medio de una transformacién de la forma z = Ky para una matriz K conveniente.

(b) Encuentre la solucién general del nuevo sistema si los primeros 7 valores propios de A, 1 < r < n son positivos
y los restantes negativos.

(c) Suponga que A; > 0 Vi. Encuentre las soluciones y1,y- del sistema en y que satisfacen:

1 0 0 1

1 , 0 0 , 1
) =1 |, yi(0) =1 |, y200=1 |, y5(0) =

! 0 0 1

Demuestre que ||y1(¢)]|? + ||ly=(8)[|? = n.

9. Para el sistema

' = A(t)z +b(t), t>0,
z(0) dado en R™,

donde A(t) € R™*"™ b(t) € R™, y sus componentes son funciones continuas para ¢t > 0.

(a) Si ®(t) es la matriz fundamental candnica del sistema, demuestre la siguiente férmula de Abel generalizada:

det(®(t)) = exp (/Ot traza(A(t)) dt)

Ind.: Puede usar la siguiente férmula para la derivada del determinante:

d d
7 det M (t) = ; det My (t)

donde My (t) es la matriz que resulta al derivar la k-ésima fila de M(t) y la linealidad del determinante por
filas.
(b) Demuestre que la férmula anterior generaliza la férmula de Abel para las EDO lineales de orden n:

W s, ym) = exp (— /Ot an (1) dt)

donde a,,_1(t) es el coeficiente del término de orden n — 1 de la EDO normalizada.
10. Sea A una matriz simétrica de n x n a coeficientes constantes, y supongamos que y : R — R" es diferenciable.

(a) Demostrar que: [Ay(s)]" 34 (s) = 3 4 ([Ay(s)]" - y(s)).
(b) Si “y" satisface la ecuacién y"” + Ay = 0 demuestre que para alguna constante C' € R se tiene:

lly' ()11 + [Ay(s)]'y(s) = C



11. Equilibrio Marino. Considere el sistema discreto siguiente:

Xn+1 :AXn+Bn; n>0
X, dado en R?

donde A e R¥*¢ B, € R* n > 0.
(a) Demuestre que la solucién del sistema anterior estd dada por:
n
Xn :AnX0+ZAn_]Bj_1, n>1.
j=1

(b) Si B, = 0,n > 0, y los valores propios de A son estrictamente menores que 1 en médulo, demuestre que
X, — 0si n — oo (Considere sélo el caso A diagonalizable).

(c) Suponga que la poblacién de ballenas b, plancton p y temperatura del mar T estdn regidas por el siguiente
sistema discreto, donde n designa el afio y A > 0 un pardmetro de crecimiento:

bn+1 = )\bn + pn
Pn+1 = )\pn +T,
Tn+1 = T,

bo = 10, Po = 100, TO = 15.

Resuelva el sistema usando la férmula que dedujo en el punto a, calculando explicitamente A", n > 0, y
determine para qué valores de \ existe el limite cuando n — oo de b, p, y T», explicitindolo en cada caso.
Ind.. Puede servirle usar la férmula del binomio:

n

M+ Mo)" =Y (z’é) MEMPE,
k=0

vélida si las matrices M; y M> conmutan.

12. Considere el sistema lineal para t > 0
' = Az + bu(t), z(0) = =,

donde A € RV*N b e RV, 2o € RV son constantes y u(-) es una funcién escalar. Dado T > 0, nuestro propésito
es encontrar una funcién u(t), 0 < ¢ < T que lleve el estado al reposo en t = T, esto es tal que se satisfaga la
condicién final
z(T) = 0. (CF)

Suponga que la funcién u es de la forma (x denota transposicién)

u(o) = b*eA Ty,
con ug € RY un vector constante.

(a) Demuestre que si la matriz
T
M =/ e7bb* e’ do
0
es invertible entonces (CF) se satisface si
Ug = —MﬁleAT."co.

(b) Demuestre que e4™t = (eAt)*. Esto le facilitaré los célculos que siguen.

(c) Dados T >0, A = (" 1), A € Ry zg, determine en cudl de los casos siguientes es posible calcular ug por
0 A

el método anterior. (i) b= (1) (i) b= (0> (para simplificar use A = 0 en el caso (ii)).
0 1



