Capitulo 1

Funciones de varias variables:
Limites.

1.1 Funciones de varias variables.

1.1.1 Definiciones:

Funcién de una variable. Una funciéon de una variable es una correspon-
dencia entre dos magnitudes. Por ejemplo, el espacio y el tiempo.
f:DCR—R
fooar—y y=f)
La gréfica de una funcion de una variable es una curva en el plano.

u p=1Hlx] y

Figura 1.1: Gréfica de una funcién de una variable. La circunferencia no es funcién.

Para que una curva represente una funciéon no puede tener dos puntos en la
misma vertical. Es decir, para que una correspondencia entre dos magnitudes
sea funcion, la imagen tiene que ser tinica. Para poder aplicar las propiedades
de las funciones a las correspondencia que no lo son hay que descomponerlas
en funciones. Por ejemplo, la circunferencia #? + y? = 1 no es una funcién,
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porque para cada valor de una de las variables hay dos valores de la otra. En
efecto, tenemos: ?+yP=1 =

2 2 Y1 =+v1—2a?
Y ¥ o=y 2 = {y2:_ =

ni+pi=1 U I BT w1
Figura 1.2: La circunferencia no es una funcién, pero podemos descomponerla en dos
funciones.

Funcion de varias variables. Una funcién de varias variables es una cor-
respondencia entre méas de dos magnitudes.

FEjemplo: Si expresamos el area de un tridngulo en funcion de la base y de la
altura, tendremos una funcién de dos variables.

1
a=gbh = a=f(b,h) b>0, h>0

b f:DCcR*—R
Figura 1.3: f: (x,y)— =z z = f(x,y)

Ejemplo: Si expresamos el volumen de un paralelepipedo rectangular (caja de
zapatos) en funcién de sus aristas, tendremos una funcién de tres variables.

v =1ayz = v=f(r,y,z) r>0,y>0,2>0

f:DCR®—R

" [ @y2)—z2 2= f2,y,2)
Figura 1.4:

A la magnitud que se despeja se le llama variable dependiente y a las otras
variables independientes.

A las funciones de varias variables también se les llama campos escalares.
Igual que en una variable, para que la correspondencia sea funcion la imagen
tiene que ser unica. Para poder aplicar las propiedades de las funciones a las
correspondencias que no lo son, hay que descomponerlas en funciones.
Ejemplo: La esfera x? + y? + 22 = 1 no es una funcién, ya que si le damos
valores a dos de las variables obtenemos dos valores de la tercera.
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Pyl =1 = P=1-2—y =
=y==y1-—22—y> (noes funcién) =

y N { y1 = ++/1 — 22 — y? (si es funcién)

yo = —y/1 — 22 —y? (sies funcién)

o

Figura 1.5:

Funciones vectoriales (Campos Vectoriales). Una funcién se dice que es
vectorial cuando el resultado no es un nimero, sino un vector, es decir, una
pareja de niimeros o una terna de nimeros.

Ejemplo: Si las ecuaciones paramétricas de una curva son las siguientes:

r=1-—1
y=2+3t
z=1+t

para cada valor del parametro tiempo obtenemos las tres coordenadas del
punto de situacion.
f:DCR—R?

x(t)

y(t)

z(t)

También se pueden definir funciones vectoriales que dependan de varias varia-
bles. Por ejemplo:

i
foot—(z,y,2) y
z

f:DCR2— R3

[ (xy) — (wy, 2%y, Inx)

En general:
n=m =1 funcién de una variable
n>1
fDCR"—R™ m— 1 campo escalar
n cualquiera .
m> 1 campo vectorial

1.1.2 Dominio de una funciom de varias variables.

El dominio de una funcion se define como el conjunto de puntos que tienen
magen.

En la practica el dominio de una funciéon de varias variables viene determi-
nado por el contexto del problema. En general se entiende que el dominio
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viene determinado por todos aquellos valores para los cuales tiene sentido
aplicar la formula que define la funcién. (Si el dominio es mas pequeno hay
que indicarlo). Por ejemplo, si definimos la funcién a = %xy el dominio
serfa cualquier pareja de niimeros reales (x,y). Ahora bien, si queremos que
esa funcién represente el area de un triangulo, los valores z e y tienen que
ser positivos. Por lo tanto dicha restriccion habra que indicarla junto con
la férmula a = %:L’y x >0, y > 0. Sino se indica ninguna restricciéon
estamos suponiendo que el dominio es el maximo ”permitido” por la férmula.

El dominio de una funcién de dos variables f(x,y) serd una regién del plano,
y el dominio de una funcién de tres variables f(x,y, z) una regién del espacio.

Se llama Recorrido de una funcién al conjunto de elementos que son imagen.
En general, nos ocuparemos del Dominio y s6lo en casos particulares nos
ocuparemos del Recorrido. El conocimiento del dominio nos permite saber
qué valores pueden sustituirse en la formula y cuales no.

Ejemplo 1.1 Encontrar el dominio de definicion de las siguientes funciones,
indicando su significado grafico.

L) = s Dr=R—{0.0)}

r+y+z

2. flz,y,2) = Dy =R3—{(0,0,0)}

Va?+y?+ 22

zin el contorno

Figura 1.6: Dominio de la funcién: f(z,y) =
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X

4. f(xay):\/m

P24+y?—9>0 = 224+¢42>9 =
Dy ={(z,y) € R*/a* +y* > 9}

Exterior del circulo de centro el Origen y radio
3, excluido el contorno

Figura 1.7:
22 +y2 -9
5 flayy) = ———
x
P4y —9>0 = 22 +9y*>9
r#0 =
Dy ={(z,y) €R*/a” +y* 29, x # 0}
Exterior del circulo de centro el Origen y radio
3, incluido el contorno y excluido el eje OY.
Figura 1.8:
senyz
6. f(z,y,2) =
flx,y,2) N7
z
4—2* = 22>0 = 22+ 4+ <4 =
Y Dj={(z,y) e R?/a* +¢* + 2° < 4}
" El dominio es el interior de la esfera de centro
el Origen y radio 2, excluido el contorno.
Figura 1.9:

7. f(a,y) = Iy

93>0}
y >0 Dy = {(z,y) € R*/[x >0,y > 0]
wy>0= r<0 = 6 <0,y <0]}

y <0

Es decir, el dominio esta formado por el primer y el tercer cuadrante,
excluidos los ejes de coordenadas.

8. f(w,y)zx—ly
wy#0 = r#0ey#0 = Dy ={(z,y) € R?/zy # 0}

El dominio comprende todo el plano menos los dos ejes de coordenadas
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9. f(x,y) = arcsen (z + y)

r+y<l=y<l-z
—1< <
1<z2+y <1 :>{ l<riy sy>-l-a

= Di={(z,y) eR*/ -1<z+y<1}

El dominio es la franja comprendida entre las
rectas y =1 —x e y = —1 — z, incluidas ambas
rectas.

Figura 1.10:

1.1.3 Operaciones con funciones de varias variables.

Las funciones de varias variables se pueden combinar de la misma forma
que las funciones de una séla variable. Por tanto se pueden sumar, restar,
multiplicar, dividir, etc.

f(z,y)
fﬂ:,y :i:gx’y ’ fx7y g9\, Y ) )
oty ) gteny) 9(z,y)

iyl
L] -{:* v ey + plxy)
i) =

Figura 1.11: Se opera con las imigenes de un mismo punto.

Operar con funciones significa operar con las imagenes de un mismo punto,
por tanto, para operar, todas las funciones tienen que ser del mismo nimero
de variables (aunque en la férmula no tienen por que aparecer todas).
Ejemplo, se pueden sumar las funciones:

flz,y) ==

Lol = Y ) ot =20+

sin embargo, no se pueden sumar las funciones

flo) == }

g(z,y) =r+y

Composicién de funciones.

Componer dos funciones consiste en aplicar la sequnda al resultado de la
primera. Para poder componer dos funciones el conjunto final de la primera
funcién tiene que coincidir con el conjunto inicial de la segunda.

AL 2o
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go flz,y) = glf(x,y)] = h(z,y)

La composicion de funciones no es conmutativa. Es més, puede estar definida
la composicion en un orden gof, y no estarlo en el orden contrario.

Ejemplo 1.2 Componer las funciones, en el orden en que pueda hacerse:

L f(z,y) =16 —42® —y* y g(2) = V=
Solucion:

_ A2 .2 2 [
flz,y) =16 —4a” —y } R ?R rRZ_ R R
9(2) == R -4 R

g[f(xay)] = h(*ray) =V 16 — 422 _y2

2. f(x,y,2) = 2w, 24y, x+2), g(x,y,2) = (x+y,y+2) y h(z,y) = x+y
Solucion:

flry.2)=Quo+ya+z) | R RS
9(z,y,2) = (x+y,y+2) R L, R2 p R?

/ h

hglf (z,9)]] = hlg(2z, 24y, 2+ 2)] = h(Br+y, 2r+y+2) = 5r+2y+2

La funcién g debe interpretarse como: (1% componente +2% , 2% + 3%)

1.1.4 Grafica de una funcion de dos variables.

La grifica de una funcion de dos variables f(x,y) es el conjunto de puntos
del espacio (x,y, z) para los cuales z = f(x,y) y (z,y) € Dy.

La grafica de una funcién de dos variables sera
una superficie en el espacio. La proyeccion de
la grafica sobre el plano horizontal coincide con
el dominio de la funcién.

Los puntos de la gréafica se representan por

(z,y, f(z,y))

Figura 1.12:

Ejemplo 1.3 Representa la funcion: f(z,y) =2z+y —4

LR LR SR
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Solucién: El dominio de la funcién es todo R2. Para representar la funcién

Figura 1.13:

ponemos z en lugar de f(z,y), para ver si se
trata de una ecuacién conocida, con lo que tene-
mos: z =2xr+y—4 dedonde 2zx+y—z=4
que es la ecuacion de un plano en el espacio.

Ejemplo 1.4 Representa la funcion: f(z,y) = /9 — 22 — 2

Solucion:

=

3
cle
A7
e

a

g:r-" | ¥
L 3

Figura 1.14:

El dominio de la funcién viene determinado por
9—a22—y?>0 dedonde 2?2+9%<9 quees
el circulo con centro el origen de coordenadas y
radio 3 (incluido su contorno).

Para representar la funcién sustituimos f(x,y)
por z, con lo que resulta: z = /9 — 22 — y? de
donde z? = 9—22—9? o bien 22 +y*+2? = 9 que
es la ecuacién de la esfera de centro el origen de
coordenadas y radio 3. Y al limitarnos a valores
de z positivos, se reduce a la semiesfera superior.

Ejemplo 1.5 Representa la funcion: f(z,y) = /16 — 4x? — y?

Solucion:

@ | 4

7NN

K,.'".J
f - Y
SE=
—— il B
Ko 2

Figura 1.15:

El dominio de la funcién vendra determinado
por 16 —4z% — y? > 0 de donde 422 + 3* < 16,
o lo que es lo mismo, % + % < 1 que es la elipse
con centro el origen de coordenadas y semiejes
2 y 4 respectivamente (incluido su contorno).
Para representar la funcién sustituimos f(x,y)
por z, con lo que resulta: z = /16 — 4x2 — 3?2
de donde 22 = 16 — 42® — y* con lo cual
422 + y? + 2% = 16 o bien, %f—l—%%—f—z =1 que
es la ecuacion del elipsoide de centro el origen
de coordenadas y semiejes 2, 4 y 4 respectiva-
mente. Y al limitarnos a valores de z positivos,
se reduce al semielipsoide superior.

Ejemplo 1.6 Representa la funcion: f(z,y) =3
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Soluciodn:
El dominio de la funcién es todo R2.
z Para representar le funcion ponemos z en lugar
7 de f(z,y), con lo que tenemos: z = 3 que es la
/£ 7 ecuacion del plano horizontal de altura 3.
/ |
1
Figura 1.16:

Cortes con los planos coordenados. Para ayudarnos en la representaciéon
grafica de las superficies, estudiaremos la curva en que la superficie corta a
los planos coordenados.

A

Figura 1.17: Planos coordenados.

Ejemplo 1.7 Representa la funcién: f(x,y) = x* + y?

El dominio de la funcién es todo R?.
Para representar le funcién ponemos z en lugar de f(x,y),
con lo que tenemos: z = 22 +y? que, en principio, no sabe-
mos de que superficie se trata. Veamos los cortes de dicha
superficie con los planos coordenados:
corte con el plano x =0 2z = y? que es una parabola
corte con el plano y =0 2 = 22 que es otra parabola.
Si supieramos los cortes que se producen en la grafica me-
Figura 1.18: diante planos horizontales la tendriamos perfectamente de-
terminada.
Estos cortes son las curvas de nivel.

Solucion:

S

Curvas de nivel. La interseccion del plano horizontal, de altura k, z =k
con la superficie z = f(x,y) se llama curva de contorno de altura k.

flr,y) ==
z=k

} curva de contorno de altura k
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La proyeccion de esta curva de contorno sobre el plano horizontal de coorde-
nadas, se llama curva de nivel de altura k de la funcion f

flz,y) =k curva de nivel k

-, CLIVE dE ._.-'"'

.-"J..-. — .
corloindg
g f;”n__:: “‘\x S

Figura 1.19: Curva de contorno y curva de nivel.

Las curvas de nivel son el conjunto de puntos del dominio donde la fun-
cion es constante, es decir, las curvas de altura constante sobre la grafica
de la funcién. Las curvas de nivel permiten representar superficies tridi-
mensionales mediante un mapa plano. Es importante elegir los valores de z
adecuadamente para que el mapa traslade una clara visualizaciéon de la su-
perficie. Mucho espacio entre dos curvas de nivel significa que la superficie
crece lentamente. Dos curvas de nivel muy proximas significa que la super-
ficie crece rapidamente.

¥ e
- HH
; . 5 o, LY
I[ I:x.h ":I ]:I
¥ S
Ll o ST = S .} "-\.M /
o m—
— Tl 1y -
- e __a—"--
CAECETERD [=] T 104 Mo

r&pida lerio 4

Figura 1.20: La distancia entre las curvas de nivel muestra el crecimiento de la superficie

Ejemplo: Representa la funcion: f(z,y) = 2 + y>

Solucién: El dominio de la funcién es todo R2,

Para representar la funcién sustituimos f(z,y) por z, con lo que tenemos:
2 .2

Z=x"+y°.

Veamos los cortes de dicha superficie con los planos coordenados:

corte con el plano x = 0 2z = y? que es una parabola

corte con el plano y =0 2z = 22 que es otra parabola.

Para hallar las curvas de nivel suponemos que z es una constante
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22 + y> = 2z para cada valor de z tenemos una circunferencia de radio/z
Podemos dar varios valores a z para ir viendo las curvas de contorno a dis-
tintas alturas:

nivel z=0 — 22 +4?> =0 — se reduce al punto (0,0)

nivel z=1 — 2?2+ y?> =1 — circunferencia de radio 1

nivel z =4 — 22+ y?> =4 — circunferencia de radio 2

nivel z=9 — 22+ y?> =9 — circunferencia de radio 3

2

yt

T X
1

S

MM
I
no=

2|

N

()

Figura 1.21: Gréfica y curvas de nivel de la funcién f(x,y) = 22 + ¢>

Ejemplo 1.8 Representa la funcion: f(x,y) = /2% + y?

Solucién: El dominio de la funcién es todo R2.

Para representar la funcién sustituimos f(z,y) por z, con lo que tenemos:
2=/ 2+ y>

Veamos los cortes de dicha superficie con los planos coordenados:

corte con el plano z =0 2z = \/y_2 =| y | que es una recta quebrada

corte con el planoy =0 2z = Va? =| z | que es otra recta quebrada.

Para hallar las curvas de nivel suponemos que z es una constante

22 + y?> = 2% para cada valor de z tenemos una circunferencia de radio =z
Damos varios valores a z para ver las curvas de contorno a distintas alturas:
nivel =0 — 2?+y?* =0 — se reduce al punto(0,0)

nivel z =1 — 22 +9*>=1 — circunferencia de radio 1

nivel z =2 — 2?2 +9? =4 — circunferencia de radio 2

nivel z =3 — 2?2 +9>=9 — circunferencia de radio 3

Las curvas de nivel son circunferencias como en el caso anterior, pero los
cortes con los planos coordenados son rectas y no parabolas. La grafica

resultante es un cono.
2

).
&

Figura 1.22: Gréfica y curvas de nivel de la funcién f(z,y) = /22 + 32
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Ejemplo 1.9 Representa la funcién: f(z,y) = 25 — 2% — y?

Solucién: El dominio de la funcién es todo R2. Para representar la funcién
sustituimos f(x,y) por z, con lo que tenemos: z = 25 — 2% — y%.

corte con el plano x =0 z = 25 — 3% que es una parabola hacia abajo
corte con el plano y =0 2z = 25 — 22 que es otra pardbola hacia abajo.
Para hallar las curvas de nivel suponemos z constante 2% + y? = 25 — 2 para
cada valor de z < 25 tenemos una circunferencia de radio /25 — z

Damos varios valores a z para ver las curvas de contorno a distintas alturas:

nivel 2 =0 — 22 +9* =25 —
nivel z =9 — 224+ 1y2 =16 —
nivel 2 =16 — 2> +9?=9 —
nivel 2 =21 — 2> +9y?=4 —
nivel z =24 — 2> +9y? =4 —
nivel z =25 — 224+ 9y?=0 —

circunferencia de radio 5
circunferencia de radio 4
circunferencia de radio 3
circunferencia de radio 2
circunferencia de radio 1
se reduce al punto(0,0)

La grafica serfa un paraboloide invertido.

z L ¥
;é_:hhﬂz--?l
é’—__ - Em 2l 1
/ _"-.\ e
\ - e,
I{-—ﬂ___ _——:—F 2=16 ; rr__.-" oy . )
| T II1 [ I.-" L x". L
LT ) SElaN\AE,
J" - =9 Ill II-\. ||I"~ o | Jl'l J,-ll III
II S L . - l'-\.‘_x:'\‘x "‘-\.__.-"-. .-..l,- __.-'I
P _h“;} i “'“:.-::--:‘f
L rd
20

Figura 1.23: Gréfica y curvas de nivel de la funcién: f(z,y) = 25 — 2% — 3?

Ejemplo 1.10 Representa la funcion: f(x,y) = y* — x>

Solucién: El dominio de la funcién es todo R2. Para representar la funcién
sustituimos f(x,y) por z, con lo que tenemos: z = y2 — 22

Veamos los cortes de dicha superficie con los planos coordenados:

corte con el plano x = 0 2z = y? que es una parabola hacia arriba

corte con el plano y =0 2z = —x? que es una pardbola hacia abajo.

Para hallar las curvas de nivel suponemos que z es una constante

y? — 22 = z para cada valor de z tenemos una hipérbola

Damos varios valores a z para ver las curvas de contorno a distintas alturas:
para valores positivos de z

nivel 2 =0 — 3> =2?> — {y=x0y = —x} dos rectas
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nivel z =1 — y? —2? =1 — hipérbola centrada en eje OY
nivel z =4 — y? —2? =4 — hipérbola centrada en eje OY
para valores negativos de z

nivel z = -1 — 22 —y?> =1 — hipérbola centrada en eje OX
nivel z = -2 — 2% —y?> =4 — hipérbola centrada en eje OX

A7/
SN\

Figura 1.24: Gréfica y curvas de nivel de la funcién f(z,y) = y> —a

2

Resumen de algunas graficas

x,y) =ax+by+c plano
) =x?+y*> paraboloide

) =+\22+y* cono

) =/r? —a%2—y? semiesfera superior
) = \/r?2 —ax? —by?> elipsoide superior
) =y?—2? silla de montar.

1.1.5 Representacion térmica de las funciones de varias
variables.

En Matematicas a los concetos tedricos se les buscan representaciones que
nos permitan visualizar, mediante imagenes graficas, sus propiedades abstrac-
tas, con objeto de comprenderlas y recordarlas mejor. Asi, para tener una
visualizacién gréafica de las propiedades de las funciones, hemos imaginado
que las funciones de una variable representan curvas en el plano y las de dos
variables superficies en el espacio. Sin embargo, este sistema no nos permite
visualizar las funciones de tres o mas variables y tenemos que conformarnos
con imaginar una generalizacion de los conceptos aprehendidos en dos o tres
dimensiones.

En realidad una funcién no es ni una curva ni una superficie, sino una corres-
pondencia entre magnitudes, y segun sea el significado fisico que le demos a
esas magnitudes (espacio, tiempo, temperatura, etc.) la funcién tendrd un
significado fisico u otro. Por eso, aunque la representacion grafica haya pasa-
do a formar parte integrante del contenido tedrico de las funciones, no debe-
mos olvidar que es simplemente un instrumento de ayuda, y, por lo tanto, no
nos debemos sentir atrapados por ese instrumento. Para comprender algunos
conceptos, como por ejemplo las curvas de nivel, son también apropiadas
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otras representaciones de las funciones distintas de la representacion grafica.
Las funciones de dos variables se pueden interpretar como la temperatura
en cada punto de una placa horizontal, siendo esta placa el dominio de la
funcién. Las de tres variables se pueden interpretar como la temperatura en
cada punto de una regién del espacio. Las curvas de nivel serian las curvas
de igual temperatura, es decir, las isotermas. En el caso de tres variables
las superficies de nivel serfan las superficies de igual temperatura (superficies
isotermas).

1.2 Limite y continuidad.

1.2.1 Introduccion

La grafica de una funcién de una variable es una curva en el plano.
g w="lx]

Figura 1.25: Gréfica de una funcién de una variable

Esta curva puede presentar las siguientes situaciones de discontinuidad.

fl=] /
.-'—"'"‘-r-'
fl=] — A
" ¥
%
Evitable Salto Azintdtica

/

|| b
nube de puntos

Par Ogcilacian Solo ez continua en no s conbinua Nunca

Figura 1.26: Situaciones de discontinuidad en funciones de una variable

En dos variables pueden darse situaciones de discontinuidad de todo tipo.



1.2. LIMITE Y CONTINUIDAD. 15

1.2.2 Limite y continuidad en dos variables.

El limite de una funcién en un punto P es 1 si los valores que toma la funcion
en los alrededores de P estan tan cerca de 1 como queramos (el valor que la
funcién tome en P no interesa a la hora de calcular el limite)

2 [l ¥a o)

Figura 1.27: Limite de una funcién de dos variables.
Para poder hablar de limite de una funcién en un punto, la funcién tiene

que estar definida en los alrededores del punto. Formalmente la definicién de
limite es la siguiente:

Definicién 1.1 Limaite de una funcion en un punto.

( )lir(n )f(x,y) =1 Me>0)(3>0)0< (z—2,)2+(y—w0)? <6 =| flz,y) —1]|<e
x,y)—(Zo,Yo

Hay que tener en cuenta que para que exista el limite todos los puntos del
entorno tiene que tener su imagen aproximadamente a la misma altura. Si
unos puntos del entorno se aproximan a un valor y otros a otros, entonces el
limite no existe. (El punto en cuestién no cuenta).

Definicién 1.2 Continuidad. Una funcion se dice que es continua en un
punto, si el valor que toma la funcion en el punto coincide con el limite en
dicho punto.

f(xa y) continua en (‘TOvyO) <~ ( y)llf(ﬂ y )f($a y) = f(x07y0)
x,Y)—(Z0,Yo0

; 2 2 <
Ejemplo 1.11 Dada la funcion f(x,y) = { é 'Z ig 1 52 > 1

hallar grdaficamente:

lim x, lim T,
(z,)—(0,0) f@:9) Y (2,y)—(1,0) f@9)
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Solucioén: z
o
| —ry
Figura 1.28: lim  f(r,y)=1 y lim  f(x,y) no definido

(z,y)—(0,0) (z,y)—(1,0)

Todas las funciones elementales son continuas en todos los puntos en los que
estan definidas, luego para calcular el limite de una funcién elemental en
un punto (g, o) en el que estd definida bastard sustituir x e y por xg e yo
respectivamente. El problema estara en los puntos en los que la funcién no
esté definida. Por lo tanto, al calcular un limite lo primero que intentaremos
es la sustitucién directa, y solo en el caso de que nos encontremos con una
indeterminacién intentaremos romperla por algiin método. En dos variables
no tienen sentido las reglas de L "Hopital

Ejemplo 1.12 Clalcular los siguientes limites:
1. lim a2y=6
(z.y)—(23) Y

@y)—2-3) 2 +y> 449 13

2.

3 lim arcsen  arcsen( 0 0
. 1 = = — =
(@y)—01) 1+ zY 140 1

T T
4. lim senxy =2sen—2=2sen— =2-1=2
(z,y)—(7/4,2) Y Y 4 2

Ejemplo 1.13 Hallar los puntos de discontinuidad de la funcion:

Solucién: 22 —y = 0 = y = 2? La funcién es discontinua a lo largo de la
parébola y = 22
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Ejemplo 1.14 Calcula el valor de ¢ para que la siguiente funcion sea con-
tinua en todo el plano:

V=22 —4y2 six?+42<1
f(:v,y)Z{ Y v, =

c six?+4y? > 1

Solucién: La grafica de la funcién /1 — 22 — 4y? es una especie de semielip-
soide superior, con contorno sobre la elipse 22 + 4y?> = 1. En el contorno

toma el valor 0, en efecto, /1 — 22 — 4y? = /1 — (22 + 4y?) que vale 0 para

2?2 + 4y? = 1. Fuera del contorno ha de ser constante (= ¢). Luego, para que
se mantenga continua fuera del contorno ha de valer cero, por lo tanto ¢ = 0.

Figura 1.30: f(x,y) = /1 — 22 — 492

Ejemplo 1.15 Hallense los puntos de discontinuidad de la funcion:

1
f(z,y) = cos —
Y
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Solucion: El tnico problema que presenta la funcién es en el cociente,
donde el denominador debe ser distinto de 0. Teniendo en cuenta que xy = 0
cuando x = 0 (eje OY) o cuando y = 0 (eje OX). La funcién sera discontinua
en los dos ejes de coordenadas.

Ejemplo 1.16 Clalcula los siguientes limites:

. cos(x? 4+ y?) 1

1.  lim |=1—-—=1-c0=-x

(z,9)—(0,0) x? + y?

2. lim In(z2+4%) =In0" = -
(z,y)—(0,0) ( y)

1.2.3 Comprobando limites aplicando la definicién:

Mediante la definicién de limite se puede comprobar si un limite dado es
correcto o no, pero no se pueden calcular limites. La comprobacion suele ser
complicada y artificial. (Tenemos que imaginar que alguien nos va a dar el
valor de € y nosotros tenemos que encontrar el correspondiente valor de 6
que hace que sea cierta la implicacién. En general, nuestro 6 dependera del
€ que nos den: 6 = 6(¢g)).

Ejemplo 1.17 Comprobar aplicando la definicion que el siguiente limite es

correcto.

1

lim 22+ y2sen =0
(z,y)—(0,0) Y x? 492

Solucién: Tenemos que demostrar la siguiente implicacion.
(-0 + (-0 <& = |[f(z,y)—0|<e

Es decir, tenemos que encontrar un valor para § tal que cuando 22 +y? < 62,
se tenga que |f(z,y)| < . Para ello partimos de la expresiéon |f(x,y)| v
vemos cuanto tiene que valer ¢ para que esa expresion sea menor que &, te-
niendo en cuenta que al estar en un entorno del origen es % +y? < §2, o bien

Va4 y? <o
1
[fz.y)] = Va? +yPsen 0—— | < [Va? + P = a2 +y? <d=¢

2%+ y?
luego hemos encontrado un valor para ¢, el propio
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Ejemplo 1.18 Comprobar aplicando la definicion que el siguiente limite es

correcto. .
lim (2% +y?)sen — =0
(z,y)—(0,0) ( ) xy

Solucion: Igual que antes, tenemos que demostrar la siguiente implicacion.
(z=07+(y—-02<8 = |[flz.y) =0 <e

Es decir, tenemos que encontrar un valor para § tal que cuando 22 +y? < 62,
se tenga que |f(z,y)| < . Para ello partimos de la expresién |f(x,y)| v
vemos cuanto tiene que valer ¢ para que esa expresion sea menor que &, te-
niendo en cuenta que al estar en un entorno del origen serd x? + 3% < 62, o
bien \/x? +y? < ¢

[f(z,y)] = |(2® + y?)sen o] < |2? + 2| < 6* =€

luego hemos encontrado un valor para 6, 6 = /2

Acotaciones usuales en el calculo de limites: En el calculo de limites,
ademds de las acotaciones |senx| < 1y |cosz| < 1, se utilizan las Siguientes:

0<|z|=Vva2< /22 +y? = \/%Tzﬁgl = |-1< <1

0<a?<a2?’+y? = (0L 2+2g1

:1:2 +y2

Ejemplo 1.19 Comprobar aplicando la definicion que el siguiente limite es
correcto.
52y

Iim ——2— =0
(z,9)—(0,0) 2 + 32

Solucidon: Igual que antes, tenemos que demostrar la siguiente implicacién.
(@=07+(y-07<8 = |flr,y)—0]<e

Es decir, tenemos que encontrar un valor para § tal que cuando z2 +y? < 62,
se tenga que |f(z,y)| < . Para ello partimos de la expresién |f(x,y)| v
vemos cuanto tiene que valer § para que esa expresion sea menor que €,
teniendo en cuenta que al estar en un entorno del origen serd x? + y? < 62,

o bien /22 +y? <6
52y
)] =] s =5l | o 1< 5] < 5V H 7 <58 =
luego hemos encontrado un valor para 6, 6 =¢/5
(en la demostraciéon hemos utilizado la acotacion | % |< 1, y por otro lado

hemos tenido en cuenta que: |y |= /y? < V2?2 + 4?)
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Ejemplo 1.20 Comprobar aplicando la definicion que el siguiente limite es

correcto.
Ty

lim @————
(2.9)=(0,0) /22 + 12

=0

Solucion:

f(@,y)| =| ==
VRt Ji

luego hemos encontrado un valor para ¢, 6 = ¢

= || | I<|z|=Va2 < a?2+y?<bd=c¢

Ejemplo 1.21 Comprobar aplicando la definicion que el siguiente limite es

correcto. A
(z,9)—(0,0) T* + Y
Solucion:
4
'y
|f(z,y)| =| = | lyl <lyl < V2 < vVat+y?<d=e

x4+y4 l'4+ 4

luego hemos encontrado un valor para ¢, 6 = ¢
1.2.4 Calculo de limites mediante operaciones algebraicas

Con las funciones de varias variables no se pueden aplicar las Reglas de
L "Hopital.

Ejemplo 1.22 Calcular los siguientes limites:

' 62 — 2y . ?—-1 y—1
1. IIIE)I113792_ 5 2. Ihinll{ _1—|— 2_1}
(7y) (7) CC3 y 4 ( 79) (7) € 5 y2
)t -1
3. fm WD D Ty

(@y)—11) (v —1)(y* —1) D @)= 00) /22211

1
5 lim (14 2%y)+
(z,y)—(0,3) ( y)

Solucion:
6xr — 2 0 2(3x — 2(3x —
1. 1 5 Yy _ =] = lim 206z —y) 5 y)2 = lim ( v) =
(@y)—-013) 927 —y? 0" (@y-03) (32)? —y?  @y-03) Bz +y)(Bz—y)
, 2 2 1
Ilm —mm=—-=—
(@y)—13) Bz +y) 6 3
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2. lim {ZE + y2 } — [9+9] = lim (I—i— >($ > 4 Yy _
(zy)—(11) | T — 1 ys — 1 0 0 (z,y)—(1,1) x—1 (y + 1>(y _ 1)
I { T2 } S
1m X | = - = —
(z.y)—(1,1) y+1 2 2
3 _ 1 4 _ 1 _ 1 2 1 2 1 2 1
3 g EZOOED 0 @Dt ed DD D)
@y—) (=1DF2—1) 0 (@-01 (zr—1)(y>—1)

lim (2®+z+ 1)@ +1)=3-2=6

(z,y)—(1,1)

2 2 2 2 2 2 1 1
4. lim vy —[9]— TR i | Ve e ) _

@) =00 /22 + 2 +1—1 0 (@y)—(00) ?+yt+1-1
2 02Vt F L+ 1
i CEOWVPREHIED T A T 1= 9

(,y)—(0,0) x? 4+ y? (,y)—(0,0)
2
5. lim  (1+2%) . [1°] = lim [(1 + ﬁy)ﬁ} e =e’
(z,9)—(0,3) (z,y)—(0,3)

Aqui se ha tenido en cuenta la definicién del nimero e, )l(uno (1+X )% =e

1.2.5 Teorema del encaje y de la acotacién

Si una funcién esta comprendida, en los alrededores de un punto, entre dos
que tienen el mismo limite, en dicho punto, entonces dicha funciéon también
tiene el mismo limite en dicho punto.

f(x) < h(x) < g(x) }

lim f(z) = lim g(x) { — lim A(z) = lim f(z) = lim f(2)

r—x0 T—T0 T—T0
Si una funcién tiene limite cero, en un punto, y otra estd acotada en los
alrededores del punto, entonces su producto también tiene limite cero en
dicho punto.

g(z)acotada
lim f(z) =0 } = —k <z <k=—kf(r) < flx)g(z) <kf(z) =

0 < lim f(z)g(x) <0= lim f(z)=0=0eAcot =0

T—T0 T—xT0

Ejemplo 1.23 Calcula los siguientes limites.

1 x3
1. lim (2% + 4?) sen — 2. im —
(z7y)—>(070)( v) xy (z.y)—(0,0) 22 + y? ,
1 -1
3. lim (rsen—+ysen—) 4. lim ylz = 1)

(2,5)—(0,0) y x (@y)—(1,-2) (r — 1) + (y + 2)?
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Solucion:

1
1. lim (2> +y*)sen— =0-Acot =0
(2,y)—(0,0) Ty

3 2

2. Hm —m— — lm 2—— —0-Acot =0
@y)—00) 22+ Y2 (2y)—(00) 2+ y?

1 1
3. lim (zsen—+ysen—)=0-Acot+0-Acot =0
T

(,y)—(0,0) Yy
-1 3 -1 2
4. lim y(f ) 5= lim  (z-1)y (IQ ) 5 =
(@y)—(1,-2) (r — 1)2 + (y + 2) (z,y)—(1,~-2) (r—=1)2+ (y+2)
=0-Acot=0

Este limite también puede hacerse mediante el cambio de variables
u=x—1,v=9y+2
: y(r —1)° : (v —2)u?
lim = lim -——F"—=
(@y)—1,-2) (z =12+ (y +2)*  (uo)=00) u?+ 02
2

C  —(=2)-0-Acot =0

— i o
L N ar

1.2.6 Infinitésimos equivalentes.

Definicién 1.3 Infinitésimo en un punto. Se llama infinitésimo en un
punto Xy a una funcion cuyo limite en dicho punto sea cero.

lim f(X)=0

X—Xo

Definicién 1.4 Infinitésimos equivalentes. Dos infinitésimos en un
mismo punto se dice que son equivalentes, cuando el limite de su cociente
es 1.

X)) 0 N B
Jm S == = fX)~eX) (X=X

Sustituciéon de infinitésimos. Si un infinitésimo esta multiplicando
o dividiendo se le puede sustituir por otro equivalente para simplificar los

calculos. "
Supongamos que f(X) ~ g(X), entonces serd Xh—>H)l(0 % = 1. Y suponga-

mos que f(X) aparece multiplicando dentro de un limite.

. e X)) _ s
A f(X) e h(X) = lim mg(X)h(X) = Jim g(X)e h(X)



1.2. LIMITE Y CONTINUIDAD. 23

Con lo cual hemos sustituido f(X) por g(X) y el limite puede resultar més
facil.

Cuando un infinitésimo estd sumando o restando, en general, no se puede
sustituir por otro equivalente.

lim [f(X)+hr(X)] # lim [g(X)+ h(X)]

X—Xo X—Xo

Algunos infinitésimos en el Origen (X, = 0).
Los infinitésimos mas usuales, en el origen son:

Trigonométricos:
senzT /& x arcsenxr ~ r
tanz ~ x arctanz ~ x
72
l—cosx~ —
2
Logaritmicos:

r~In(l+x)
e*—lruzx
In(l+z)~x= a* —1=~uzxlna
(1+z)"~1+nx
VTiamlis
La x puede ser cualquier funcién. Lo importante es que toda la funcion tienda
a cero.

si f(z)—0 = sen f(x) ~ f(x)

Ejemplo 1.24 Clalcula los siguientes limites.

TR T L N T
(@y)—(02) T (@) —(02) T  (24)—(02)
, etan(@®y) _ 1 _ tan(z%y) , %y 1
2. hm —2 = hm —2 = hm B = —
(@y)—00) 2sen(x?y)  (zy)—00) 222y (zy)—(00) 222y 2
1— 2 2 .N\2 2 .\2 2
3 cos(z® —y) Im (" —y)” lim (% —y)*(z +/Y)

. lim = _ i
(z,y)—(1,1) (QL’ — \/g>2 (z,y)—(1,1) 2(CE — \/g)2 (z,y)—(1,1) 2(.%2 — y)

2
N G V2 A
(z,y)—(1,1) 2 2

4 lim ¢ — lim Y= lim 1=1
@y)—00) senxIn(l+vy) (2y)—00) Y  (24)—(0,0)

, sen z sen(3y) _ x3y 3
5. lim ———= = lim — ==
(z,9)—(0,0) 2xy (z.9)—(0,0) 22y 2



24 CAPITULO 1. FUNCIONES DE VARIAS VARIABLES: LIMITES.

(y* + 2y — 3)(1 — cos ) _

6. li
(2,9)—(0,1) 23y —1)
(z.)—(0,1) 22(y —1) (zy)—(01) 2 2
7l (1 — cos 2x)(cos 3z — 1) , %(—%)
. 11m = = & @ =
(,9)—(0,0) b2y (zy)—(00)  Hx2y
. —9y
= lim —F=
(x,9)—(0,0) 5
8 lm CoUE-D a2y
(z.y)—(0,0) xy (2,9)—(0,0) xY

1.2.7 Inexistencia de limites.

Cuando no sepamos calcular un limite, intentaremos demostrar que dicho
limite no existe. Esto lo podemos hacer por dos métodos:

-Mediante los limites direccionales.

-Mediante los limites reiterados.
Limites direccionales.
En una variable, para que existiera el limite, los limites por la derecha y por
la izquierda tenian que coincidir.

En dos variables no tiene sentido hablar de limites laterales.

En dos variables existen infinitos caminos para acercarnos al punto, y los
limites siguiendo todas las direcciones tienen que coincidir. Para ver que una
funciéon no tiene limite en un punto se siguen varios caminos de aproximacion
al punto y se ve que la funcién tiene un limite distinto por cada camino. El
problema serd determinar si existe un camino que conduce a otra parte. En
la practica los caminos que se suelen seguir son rectas y pardbolas. (el camino
por rectas se sigue cuando las potencias de denominador son del mismo grado,
y el camino por pardabolas cuando son de distinto grado, intentando igualar
los grados).

Ejemplo 1.25 Demostrar que el siguiente limite no existe.
Ty

lim ———
(@,y)—(0,0) T2 + 1

Solucion: Nos acercamos al origen a través de la recta y = mx.
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. Ty . xy . rmx
lim ———= lm ———= lm ———-—=
(z.y)—(0,0) 1% + Yy )00 7+ Y ()00 T2 + M=T
z—0
. m m
= lim = = f(m)

z—0 1 4+ m?2 1+m?2

El limite no existe ya que depende del valor de m. Es decir, segtin la recta
por la que nos aproximemos al punto tendriamos un valor del limite u otro.
Para m = 1, nos estarfamos moviendo por la recta y = x, y serfa l = 1/2
Para m = —1, estarfamos moviéndonos por la recta y = —z, y seria | = —1/2

En este ejemplo podemos visualizar lo que ocurre en el origen de una manera muy grafica.
Imaginemos una alfombra de goma, con un agujero en el centro, y la atravesamos con dos
listones, uno por debajo y el otro por encima, de manera que se crucen en el agujero (el de
abajo de la alfombra pasarfa por encima del otro). El que estd por encima de la alfombra
lo fijamos al suelo y el que esta por debajo lo levantamos hasta una altura de un metro,

sin que se rompa la alfombra. Es evidente que el agujero se estira todo el metro.

Figura 1.31: f(z,y) = %

Ejemplo 1.26 Demostrar que el siguiente limite no existe.

I v
1m —2
(z,y)—(0,0) T + Yy

Solucién: Nos acercamos al origen a través de la recta y = max.

y2 ) y2 ) m2x2 ) m2x

(z,y)—(0,0) T + Y (z,9)=(0,0) T + Y (2,y)—(0,0) T 4+ M=T z—0 1+ m?z
y=mx y:ma:
xr—

para todo camino recto de la forma y = max el limite vale 0, sin embargo, no
podemos afirmar que el limite valga cero, ya que en otras direcciones puede
tener otro valor. En efecto, si nos acercamos al origen por el camino curvo
T =1

2 2
, v y= 1
im —L— = lim —L— ==
@—-00 T+ Y2 (@y—00 Y2+ Yy 2
r=y2 z=y2
y—0

Luego el limite no existe ya que al movernos por una parabola obtenemos
distinto valor que al movernos por una recta.
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Ejemplo 1.27 Demostrar que el siguiente limite no existe.
_ 212y

hm ﬁ
(z,y)—(0,0) T* + Y

Solucion: Nos acercamos al origen a través de la recta y = mx.

i 222y i 222y ’ 202 ma i 2ma 0
im = lim ——= lim —— =lim——— =
(@,y)—(0,0) T* + 12 @)~(0.0) x + 12 (2.4)= (0.0 x4t +m2z? 2—0 22 + m?

x—0

para todo camino recto de la forma y = max el limite vale 0, sin embargo, no
podemos afirmar que el limite valga cero, ya que en otras direcciones puede
tener otro valor. En efecto, si nos acercamos al origen por el camino curvo
y =%

2 2,2
i 2ty I 2072 1
im ———=lim S 1= =

@)—00 z* + 9y (@) —(0,0) T* + T 1+1
y=x2 y=a2

z—0

Luego el limite no existe ya que al movernos por una parabola obtenemos
distinto valor que al movernos por una recta.

Limites parciales iterados (o reiterados).
Se pueden calcular los siguientes limites:

@ lim [lim f(z,y)]
Tr—x0 Yy—Y0
rH#x0

lim [lim f(z,y)]
i f d v y#yg

Figura 1.32: Limites iterados

Si estos dos limites son distintos, entonces la funciéon no tiene limite, pero si
son iguales o alguno de ellos no existe, entonces no se puede asegurar nada
sobre el limite doble.

Ejemplo 1.28 Demostrar que el siguiente limite no existe.
2 .2

im LY

(z.9)—(0,0) 22 + y?

Solucioén: ) 2
lim[lim$_y]:1mx_]:hm1:
w0 vw0 24 y?  a—wo 2?2400 a—w

2 _ 2 0 — 2
lim [lim =2 ] = lim [~—2] = lim [-1] = -1

y—yo w0 12 + y2 y—yo 0+ 9y T—x0
Y#Yo
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Luego el limite doble no existe.

Ejemplo 1.29 Demostrar que el siguiente limite existe, y sin embargo no
existen ninguno de los iterados.
1

lim (xsen— 4+ ysen —
iy g (Tsen Hysen )

Solucion: El limite doble existe.

1
lim (zsen—+ysen—)=0-Ac+0-Ac=0+0=0
(z,y)—(0,0) Yy x

Mientras que los iterados no existen.

1 1
lim [lim (zsen — + ysen —)] = lim [No definido + 0] = No definido

r—x0 Y—Y0 €T T—X(

M 1
lim [lim (x sen — 4+ y sen —)] = lim [0 + No definido | = No definido
Yy—yo TT0 s T—T0

1.2.8 Limites en el infinito.

Se trata de ver el comportamiento de la funcién en el contorno de una cir-
cunferencia de radio infinito.

Ejemplo 1.30 Calcular los siguientes limites.

1

1. lim ——— 2. lim e~ (=)
§=R Tty §o%

Solucion:

) 1 1

lim ——— = — =0
JoR T+ Y o0

1 1 1

lim e @) = lim —— == =—=0
=% o eV e oo

Ejemplo 1.31 Representa la funcion: f(z,y) = e~ (@ +v?)

Solucién: El dominio de la funcién es todo R2.

Para representar le funcién sustituimos f(x,y) por z, con lo que tenemos:
5 — e~ (@)

Veamos los cortes de dicha superficie con los planos coordenados:

corte con el plano x =0 2z = e v
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corte con el planoy =0 2z =e

Para hallar las curvas de nivel suponemos que z es una constante

@) = 2 dedonde — (22+9?)=lnz=12+13>=—Inz

Damos varios valores a z para ir viendo las curvas de contorno a distintas
alturas:

para el nivel z=1 = 2?4+ y*=0 = el punto (0,0)

para niveles 0 < 2z <1 = —Inz es positivo, luego se trata de circunferen-

cias de radio v—In 2

Y teniendo en cuenta que el limite en el infinito es cero, resulta la siguiente
grafica:

Figura 1.33: f(x,y) = e~ (@ +v°)

1.2.9 Problemas propuestos

1. Describase el dominio de los siguientes campos escalares:

r+y

A) fey) = VIS =g ) fley) = 0 o) flany) = axceos
Q) fry) =l =2 = 4) o) fly) == 0) fley) ==z —y)
g) fz,y) =2+ h) f(x,y) =€ i) flz,y) = In(4—ay)

2. Consideremos las siguientes funciones:

flx,y,z) =2 +y*— 2z Y(x) =cosz
g(x,y,2)=2>—y*+2z  p(x) =senz

Expresa, en la forma mas simplificada posible:
a) (f+9)(x,y,2) b) f(¥(2),0(x),1) ) g(f(2,y,2),9(z,y,2),42°2)
D) o p.0) b LEn et

3. Describase la grafica de las siguientes funciones:

a) f(v,y) =k b) g(z,y) = ax + by +c c) h(z,y) = Va? + ¢
d) l(z,y) = /r2— 22 —y2 e) m(z,y) = \/r2 —ax? — by? f) n(z,y) = y* — 22
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4. Describir las curvas f(x,y) = k o superficies de nivel f(z,y,2) = k,
para los siguientes campos f y los valores de k£ que se indican:

a) flx,y) =25 —a2—y> k=0,1,2,3,4,5
b) flz,y) =2 +y° k=0,24,6,8
c) flz,y) =y k=+1,£2--- %6
d) f(x,y) =6 —2x — 3y k=0,24,6,8,10
e) f(z,y,2) =4x +y+ 2z k=4
) f(z,y,2) = 2%+ y? + 22 k=9
g) flw,y,z) =a*+y?—2* k=1
h) f(z,y,2) =4* + 4y*> — 2 k=0
5. Hallense, si existen, los siguientes limites:
1 1 1
a)  lim  In|l+ 2% a) lim <— +—+ —)
(z,9)—(1,1) (z,y,2)—(1,2,6) \ T Y z
c lim —— d) lim secxtany
(@,9)—(04) \/Y (,9)—(0,7/2)
) 2+ y? T seny
e) lim cos———— f)  lim ———=
(z,y)—(0,0) T + Yy +1 (z,y)—(1,0) 2 +1
) cosx — 1 y—2 ) zy+y—2x—2
lim h) lim
(z,y)—(0,2) x? y?—4 () —(—2,2) x+1
: : 2oy’ — 1 . . r—y
i)  lim —— j)  lim
(I,y)ﬂ(l,l) Ty _l' 1 (:Jc,y)ﬂ(O,O) a;’); Yy
k lim —— 1 lim —=
) (@y)—(0,0) /22 4 12 ) (@.9)—(0,0) |2y
3
. xTy . xry
m) lim R H) lim > 6
(I,y)H(0,0) xr + Yy (:Jc,y)ﬂ(O,O) x + Yy
o) lim i p) lim vy
i _ i
(0)—(00) /22 + y? e)—00) /22 +y2 +1— 1
, r3sen (y? — 4) _ e —1
q) lim r) lim
(@y)—(00) (y+2)senx (z,y)—(0,0) sen x In (1 + ¥) )
In (1
) ysen (zy) A, n(1 +ys?)
(y)—(0,0) 1 — ¥V (z.9)—(0.0) tany - /1 — cos (22 + y?)

6. Estudiese la continuidad de las siguientes funciones, prolongéandolas por
continuidad, si es posible, a puntos que no sean de su dominio.

a) rsen —— D) 2 +y° ) _ @ty

z? + y? z? + 1 (y —1)3 +af

Q) L v 0 z? + y? f) 22 +1n(y+1)
x In(1—22—1y?) y3 + b
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7. Estudiese la continuidad de las siguientes funciones:

2y si(ay) # (1,-3) 0 si(a,y) # (0,0)
) { 10 si (z,y) = (1,-3) b) v g y $i (z,y) = (0,0)
ZCS . ZCS _ 4y3 '
———  si(x,y) #(0,0) ———  si(x,y) #(0,0)
9 Vs @ Ty
28 ! si (x,y) = (0,0) 0 ( si)(:ay) =(0,0)
Yy x3sen (y2 — 4 .
e) { 17 4 5y si (2,y) # (0,0) f) o+ 2§/Senx si (x,y) # (0, —2)
0 si (z,y) = (0,0) 0 si(x,y) = (0,—2)

Soluciones:

)22 +y* <4 Circulo b) x # y Plano, salvo la recta y=x
¢) [yl < |z|,z # 0 Angulos opuestos  d) z% + 4y? < 4 Interior de la elipse
1. e) z # y Plano, salvo larectay =2 f) z+y <4 Semiplano
g) R Todo el plano h) y # 0 Plano, salvo eje OX
i) zy <4 franja entre hipérbola

Qo

5 a) 2z° b) 0 c) da?y?
"l d) cos(zP+y?—2) e) cos(2z) o) |z
5 a) Plano horizontal b) Plano c¢) Cono
" | d) Semisesfera superior  e) Semielipsoide superior  f) Silla de montar
a) Circunferéncias concéntricas ~ b) Circunferéncias concéntricas
4 c) Hipérbola d) Rectas paralelas
"] e) Plano f) Esfera
g) Paraboloide h) Cono
a) In2 b) 2 c)0 d) No existe
) 1 )0 g -1 h) 0
5. ¢ 1) 3 j) No existe k) No existe 1) No existe
m) No existe  n) No existe o) 0 p) 2
q) 0 r) 1 s) 0 t) No existe
[ WA00=0 BR {00} dyEl-a,y>0
LD SOy =y ePFyt<l  Hy>-1,y#-3

~

{ a) Continua b)) y # —x c) (z,y) # (0,0)
d) |z| # 2|yl e) (z,y) #(0,0) f) Continua en (0, —2)



