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Unidad 3: FUNCIONES DE VARIAS VARIABLES

INTRODUCCION

Hasta ahora hemos estudiado funciones de una sola variable (con valores reales y con valores vectoriales) y
muchos fendmenos del mundo fisico se pueden describir mediante tales funciones, pero en la mayoria de los
fendmenos intervienen muchas variables relacionadas entre si y el valor de una de ellas depende de las otras. De
hecho en tu curso de Célculo | muchas veces se tuvo que hacer una sobre simplificacion de los problemas de tal
manera que pudieras utilizar las herramientas que se te proporcionaron en dicho curso.

Por ejemplo, el volumen de una caja rectangular depende de su longitud, de su ancho y de su altura; la
temperatura en un punto de una placa de metal depende de las coordenadas de ese punto y posiblemente también
del tiempo; el costo de impermeabilizacion de un techo depende del area por impermeabilizar y del espesor de la
capa. Cualquier cantidad que dependa de otras cantidades puede ser pensada como una funcién de varias
variables. En esta unidad extenderemos el concepto de diferenciacion para este tipo de funciones y en la préxima
unidad haremos lo mismo con el concepto de integracion.

1. FUNCIONES DE VARIAS VARIABLES

1.1 Funciones de varias variables

Una funcion vectorial es una funcion del tipo: FFR-R
t = (X, Xy, ey X)
es decir, a una sola variable le asigna un vector, las funciones de varias variables, hacen lo contrario: a un vector
le asignan un namero real por lo que podemos dar la siguiente definicion:

DEFINICION 1 (funcion de varias variables)
Una FUNCION DE VARIAS VARIABLES es una funcion del tipo: fR" - R
Xy Xpy ey X)) = Y

en ese caso escribimos y =T(X;, X5y ooy X))

Los siguientes ejemplos se refieren a algunas funciones concretas de este

tipo.
1) El area de un rectangulo de lados x y y esta dada por z
Axy)=xy 1) 4
2) El volumen de un paralelepipedo rectangular de lados X, y y z est4 dada x
por Figura 1: paralelepipedo
V(x\y,2) = Xyz )

3) La superficie de un paralelepipedo rectangular de lados x, y y z estd dada
por
S(X,Y,2) = 2Xy + 2Xz + 2yz 3

4) La magnitud de la fuerza gravitacional ejercida por el sol (situado en el
origen, como se muestra en la figura de la derecha) sobre una masa situada
en el punto (x,y,z) esta dada por:

F,y2)= —

4
x% +y? +72 )

donde c es una constante positiva.

Figura 2
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2 Unidad 3: Funciones de varias variables

5) La magnitud de la fuerza de un campo eléctrico situado en el punto (x,y,z) y debida a un alambre de longitud
infinita situado a lo largo del eje Z, esta dada por (donde ¢ es una constante):

FOX,Y,2) = )
H y’ X2 + y2
6) El porcentaje de sangre que fluye a traves del pulmon derecho esta dado por (donde a y b son constantes):

_ 100ax
~ax+hy

f(x,y) (6)

Para este nuevo tipo de funciones repetiremos el anélisis hecho para las funciones de una variable:
efectuaremos operaciones con ellas, las graficaremos y daremos sentido a la continuidad, a los limites, a la
derivada y a la integral y sus respectivas interpretaciones para poderlas aplicar a problemas que dependen de
varias variables. Al igual que en la unidad anterior, nos concentraremos en casos particulares de funciones de
este tipo, que en este caso seran de la forma: R°~R, y R’ R de las que podemos tener una interpretacion
geométrica, funciones de mas variables deben analizarse por entero con medios exclusivamente analiticos.

Para diferenciar las nuevas funciones de las de Calculo 1, a las primeras les llamaremos "funciones de una
variable", y de hoy en adelante en esta unidad, cuando digamos funcion, debes entender que se trata de una
funcidn de varias variables, a menos que se especifique lo contrario.

1.2 Dominio

Al igual que con las funciones de una variable, nuestro nuevo tipo de funciones estan definidas sélo para
ciertos valores de las variables independientes. Para funciones del tipo R*~ R el dominio es un subconjunto de
R?, mientras que para funciones del tipo R® - R el dominio es un subconjunto de R®.

DEFINICION 2 (dominio natural)

Dada una funcion de dos variables, su DOMINIO (natural) es la region del plano para la que la regla de
correspondencia tiene sentido en R, andlogamente, el dominio natural de una funcién de tres variables es la
region del espacio para la que la regla de correspondencia tiene sentido en R.

Al igual que en Célculo I, el dominio natural puede estar restringido por condiciones fisicas.

Consideremos las siguientes funciones y determinemos su dominio:

(7) h(x.y) = y2x =3y +4 (8) f(xy) = In(4x+y-5) (9) g(xy) = In(1~x* -y?)
(10) d(xy) = X% +y? -4 1) a(xy.z) = Jox- 3)1/ var—p (D Rxy2) = In(4-x"~y*~2")

Podemos hacer una representacion grafica de dicho dominio y observamos que para la funcién h se trata del
semiplano inferior determinado por la recta 2x—3y+4=0 incluyendo los puntos de la recta (ve la Figura 3).

En el caso de f se trata del semiplano superior determinado por la recta 4x+y=5=0 sin incluir los puntos de la
recta (ve la Figura 4).

El dominio de g consta del interior de la circunferencia x°+y°=1 sin incluir la frontera (ve la Figura 5).

El dominio de ¢ son todos los puntos del plano externos a la circunferencia x*+y°=4 incluyendo los puntos de
la circunferencia (ve la Figura 6).

El dominio de D, es la region del espacio determinada por el plano 2x—3y+4z=6 que queda del otro lado del
origen sin incluir los puntos del plano (ve la Figura 7).

Y finalmente D, es el interior de la esfera con centro en el origen y radio 4 sin incluir los puntos de la esfera.
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Unidad 3: Funciones de varias variables 3

Figura 3 Figura 4

Figura 5 Figura 6 Figura 7

1.3 Operaciones

Las operaciones con funciones de varias variables se definen exactamente como lo esperariamos:

DEFINICION 3 (operaciones con funciones)

Dadas fy g funciones de varias variables, F una funcion vectorial, h una funcion de una variable, XOR" y xOR,
definimos las siguientes operaciones entre ellas:

1) (f+g)(X) = f(X) + 9(X) 2) (F=9)(X) =f(X) —=g(X)  3) (Fg)(X) = f(X)g(X)
4) (f19)(X) = f(X) / 9(X) 5) (h = f)(X) = h(f(X)) 6) (f =F)(t) = f(F(1)) 7) (FeF)(X)=F(f(X))
Observa que las primeras cinco funciones son del tipo R" = R, que la sexta es del tipo R Ry la Gltima es del

tipo R" -~ R™. Este dltimo tipo de funciones se estudiaran més adelante pues son cualitativamente diferentes de
las que veremos en esta unidad.

En la siguiente definicion se caracterizan algunas funciones con las que mas frecuentemente nos
encontraremos.

DEFINICION 4 (funciones polinomiales y racionales)

Una funcion de dos variables x y y es una funcion POLINOMIAL si es una suma de funciones del tipo cx™y"
(m,n0Z") y se dice RACIONAL si es el cociente de dos funciones polinomiales.

Notas de clase: Angel Balderas Puga



4 Unidad 3: Funciones de varias variables

1.4 Graficas

Apenas se necesita recordar que en Calculo | y en la unidad pasada, se definié la gréafica de una funcion f
como el conjunto G={(x, f(x))/ xODy} , es decir, el conjunto de todas las parejas ordenadas cuyas primeras
componentes son los elementos del dominio y cuyas segundas componentes son las respectivas imagenes. Para
una funcion de varias variables podemos definir su gréafica de la misma manera:

DEFINICION 5 (gréafica de una funcion)
Dada la funcion fy XOR", la grafica de f es el conjunto G={(X, f(X))/ XOD}

-z 2 y .
Para una funcion real GOR®, pero para una funcion de varias
variables:

P(x)y, § )

Si DfDRZ, entonces GOR’, por lo que la grafica de una
funcion de dos variables estd en el espacio (ve la gréafica de la
derecha), mientras que si DfIZIR3, entonces GOR* por lo que ya
no podemos dibujar su gréfica aunque méas adelante veremos la
manera de hacernos una idea del comportamiento de la funcion
graficando superficies asociadas a la gréafica.

El problema de dibujar la gréfica de una funcion de varias
variables es complejo y como era de esperarse, lo abordaremos
usando la computadora aungue es conveniente recordar algunas
propiedades analiticas de estas graficas para hacernos una idea
de su comportamiento y poder hacer un esbozo. Figura 8: gréfica de una funcion

Para funciones de dos variables, el proceso de graficacion es similar al usado para las funciones reales: se van
tomando diferentes elementos del dominio y obtenemos su imagen, s6lo que ahora los puntos de la forma
(Xo,Yo, F(X,Y,)) deben unirse no mediante una curva sino mediante una superficie.

1.4.1 Curvas de nivel y trazas

. . ., . I - - 3

Como no es sencillo graficar una funcion de dos variables ya que su gréafica es una superficie en R”, pueden
usarse conjuntos bidimensionales para obtener informacion tridimensional a través de los conceptos de trazas y
de curvas de nivel.

DEFINICION 6 (traza)

Dada una superficie S en R’ y un plano P cualquiera, la TRAZA de S determinada por P se define como la
curva obtenida de SnP.

Las trazas méas utilizadas ademés de las curvas de nivel (ver la siguiente definicion) para el anélisis de una
superficie son los planos coordenados x=0 y y=0 ¢ planos paralelos a ellos x=c y y=c. Incluso algunas de estas
trazas reciben un nombre particular como se sefiala en la siguiente definicién.

DEFINICION 7 (curvas de nivel)

Dada la funcion z=f(x,y), sus CURVAS DE NIVEL se definen como las proyecciones en el plano XY de los
conjuntos

C={(x.y)/ f(x,y)=c}
en donde ¢ es una constante.

A continuacion se presentan algunas superficies en donde se han evidenciado algunas trazas.

Notas de clase: Angel Balderas Puga



Unidad 3: Funciones de varias variables

Figura 11: Algunas trazas de un elipsoide.

Figura 12: Toro de ecuacion z2+ (/ x2+y? = 2} =1
Del Toro de ecuacion 22+(/x2 +y? —2)Z =1 se presentan las siguientes trazas (Gréaficas del toro y de sus
trazas generadas con DPGraph):

i1
T~
i __,-"l _||IJ "__\_ I\'l.\_ ‘:P-__:J
1 l-"" d | rd o~ T—— r','-
L. r J # e -9-"'\—\.._"'
'] J..- | mi e = | e
el g

Iy = |
. ——— ) .
j -3
Figura 13: Traza con x=0

Figura 14: Traza con y=0

Figura 15: Traza con z=0
El concepto de curva de nivel es un concepto sumamente utilizado en topografia para hacer en mapas

representaciones planas de regiones geogréficas, por ejemplo, en la siguiente figura se representa a la izquierda

un paisaje montafioso mientras que a la derecha se presenta una representacion plana de una regién, a cada zona

de color le corresponde una cierta altura mientras que las curvas frontera entre zona y zona corresponden a una
misma altura (ve las siguientes figuras).
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6 Unidad 3: Funciones de varias variables

Figura 18: Representacion bidimensional
de una region tridimensional (la escala de
alturas
se halla a la derecha).

Figura 16: Fotografia de una region Figura 17: Representacion tridimensional de
natural. una regioén (gréafica generada con 3Dfrac).

A continuacion se presentan algunas superficies matematicas con sus respectivas curvas de nivel (graficos
generados con Matlab).
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Figura 19: Grafica de la funcidn f(x,y)=cosx+cosy Figura 20: Gréfica de la funcion f(x,y)=x e'xz'y2

con X,y[1-6.5,6.5] con x,y[1-3,3]
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Figura 21: Curvas de nivel de la funcién f(x,y)=cosx+cosy Figura 22: Curvas de nivel de la funcion f(x,y)==xe™ ™

Las siguientes dos graficas de la columna de la izquierda fueron generadas con Matlab, la tercera con
DPGraph, todas las de la columna de la derecha fueron generadas con Maple.
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Unidad 3: Funciones de varias variables

Figura 23: Gréfica de la funcidn f(x,y)= e_xz_yz Figura 24: Gréfica de la funcion f(x,y)=sen(x+seny)
con x,y[-3,3] con x,y0-3,3]
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Figura 25: Curvas de nivel de la funcion f(x,y)= g’

Figura 27: Gréfica de la funcion f(x,y)=x?=y? con x,y[[—4,4]

Figura 28: Curvas de nivel de la funcién f(x,y)=x?-y>

Las siguientes dos gréficas fueron generadas con DPGraph, las deméas con Matlab.

Notas de clase: Angel Balderas Puga



Unidad 3: Funciones de varias variables

Figura 29: Gréfica de la funcién f(x,y)=x*+y? con x,y[-5,5]

Observa que los conjuntos definidos son las
trazas que se obtienen cortando a la superficie
con planos paralelos al plano XY (planos de la
forma z=c) y determinan curvas sobre la
superficie que tienen una altura constante,
ademas una superficie tiene un nimero infinito
de curvas de nivel por lo que en la practica solo
se toman algunas que sean representativas.

El concepto de curva de nivel es muy
utilizado en diferentes &reas del conocimiento,
una de las principales es la elaboracion de mapas
topograficos.

.--.q.l.ﬂ“ ‘“I. H' J' r_;_, .
¢{~t'-'-‘ i l.h ';;,;;n
il-E".rf

_sen.x°+y

1.4.2 Superficies de nivel

i

con x,y[-8,8] Figura 33: Gréafica de f(x,y)=

Figura 30: Curvas de nivel de la funcién f(x,y)=x*+y?

sen~/x*+y

Para el caso de funciones de tres variables, como ya lo comentamos, es imposible hacer su gréafica por lo que
siguiendo la idea anterior buscamos obtener informacién de un conjunto tetradimensional a partir de conjuntos
tridimensionales: las superficies de nivel, que son una generalizacion de las curvas de nivel por lo que podemos

dar la siguiente definicion:

Notas de clase: Angel Balderas Puga



Unidad 3: Funciones de varias variables 9

DEFINICION 8 (superficies de nivel)
Dada la funcién w=f(x,y,z), sus SUPERFICIES DE NIVEL se definen como los conjuntos

S={(x,y,2)! f(x,y,2)=c}

Observa que los conjuntos definidos son superficies y al igual que para las curvas de nivel, una funcion de
tres variables tiene un namero infinito de superficies de nivel por lo que en la practica (otra vez) sélo se toman
algunas que sean representativas.

Asi como las curvas de nivel sirven para sefialar los puntos con la misma altitud, misma presion, etc., las
superficies de nivel también tienen aplicaciones fisicas.

Por ejemplo, si V(X,y,z) representa el voltaje (o potencial) de un campo eléctrico en el punto (x,y,z), entonces
las superficies de nivel V(x,y,z)=c se dicen superficies equipotenciales y representan a todos los puntos en el
espacio con el mismo potencial.

Si T(x,y,z) representa la temperatura en el punto (x,y,z), entonces las superficies de nivel T(x,y,z)=c se dicen
superficies isotérmicas y representan a todos los puntos en el espacio con la misma temperatura.Por ejemplo, los
siguientes diagramas muestran las zonas con la misma temperatura en el fuselaje de un transbordador espacial.

Este tipo de estudios son Utiles para decidir el tipo de material a usar en la construccién del fuselaje, por
ejemplo, se hace necesario el uso de carbono reforzado en la parte inferior de la punta y en la orilla de las alas en
donde se espera alcanzar temperaturas superiores a los 2500°F (=1370°C).

Rangos de temperatura

(en °F)
[] 2500 o mas
(23] de 2000 a 2500
Y I de 1800 a 2000
SR B de 600 a 1800
Figura 34 Figura 35 [___I LA el
En la unidad | ya nos hemos encontrado con tres tipos de superficies de nivel:
1) esferas con centro en el origen y radio r que son superficies de nivel de la funcion
f(xy,2) =x*+y + 7° (13)
2) cilindros con centro en el origen y eje el eje Z, que son superficies de nivel de la funcién
f(xyz) =x"+y’ (14)
3) planos, que son superficies de nivel de la funcion
f(x,y,z) =ax + by + cz (15)

Por otra parte, cualquier grafica de una funcion z=f(x,y), es una superficie de nivel, basta considerar
a(x,y,z)=z—f(x,y) y entonces la superficie de nivel g(x,y,z)=0 es la grafica de z=f(x,y). Es por esto que a las
gréficas de este tipo de funciones o de las ecuaciones de tres variables se les llama superficies.

Para trazar una superficie de nivel se usan sus trazas con planos de la forma x=c, y=c y z=c.

1.5 superficies cuadraticas

Las superficies de nivel mas importantes son las llamadas superficies cuadraticas. Se les llama asi a las
gréaficas de ecuaciones del tipo

Notas de clase: Angel Balderas Puga



